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1. Introduction
$K$ を群 , $M$ を $K$ の (可換な) 正規部分群, $G=KiM$ とする. このとき, $K$ は $G^{\mathrm{t}}$ の $M$

による (あるいは, $l\mathcal{V}I$ の $G’$ による) 拡大であると言われる. 共役の作用により, NI は $G’-$

加群とみることができる. そして, factor set と呼ばれる写像 $G\cross Garrow M$ を通して $G$

の $M$ による拡大は 2次の cohomology 群 $H^{2}(G, M)$ の元と対応しているこどが知られて
いる ([B], [S]).
一方, association scehme は有限群を拡張したものと見ることができるが, [BH] では二

の様な群の拡大の理論を一般化し, 群の拡大として association scheme の構成を行ってい
る. また, [H] では (群とは限らない) association scheme の可換群による拡大を考察して
いる. ここでは, [BH] のアイデアに基づきこれら両者を統合した理論を紹介したい.
なお, [BH] では $l\mathcal{V}I$ が可換でない場合も含めて述べられているが, ここでは可換の場合

に限定する. また 2次以外の cohomology 群, 特に 1 次の cohomology については [ $\mathrm{H}$」に
述べられている.

2. Association Schemes

ここでは [Z] に従い, association scheme, 特に closed subset と factor association
scheme についてごく簡単に述べる.

Deflnition 2.1 $X$ を有限集合, $G’$ を X $\cross$ Xの分害 I」, つまり $X \cross X=\bigcup_{g\in G}g$ は市 $\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{j}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$ で

$\emptyset\not\in G$ とする. また $1_{X}=\{(x, x) |x\in X\}\in G’$ であり, $g\in G’$ ならば $g^{*}$

.
$\simeq^{--}\{(y, \cdot x.)|(x, \prime y)\in$

$g\}\in G$ であるとする. さら [ニ, 任意の $g,$ $h,$ $k\in G$ に対し, $a_{gh\mathrm{A}}..\in \mathbb{Z},$ $a_{ghk}\geq 0$ で任意の
$(x,y)\in kl_{-}’7\mathrm{X}^{\backslash }.\text{して}$

$|\{z\in X|(x, z)\in g, (z, y)\in h\}|=a_{ghk}$

をみたすものが存在するとき, $(X, G)$ を association scheme という.

Example 22 $G$ を有限群とし, $g\in G$ に対して

$\tilde{g}=\{(x, y)\in G\cross G|y=xg\}$

$G=\{\overline{g}|g\in G\}$

とおく, このとき $(G,\tilde{G}^{t})$ は association scheme となる.
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Definition 2.3 $(X, G)$ を association scheme とする. $g,$ $h\in G$ に対して,

$gh=\{l\in G|a_{\mathit{9}}hl>0\}$

とおく また, $(x, y)\in g$ のとき $\downarrow\acute.y=g$ とおく

Definition 2.4 association scheme $(X, G)$ が thirl であるとは, 任意の $g\in G^{1}$ と.$\cdot x$

. $\in.\mathrm{t}’$

に対して,
$|\{\prime y\in X|(x, \prime y)\in g\}|=1$

となることである.

Remark 2.5 $(X, G)$ が thin association scheme のとき, $G’$ は群構造を持つ, つまり
$j$
任意

の $g,$ $h\in G$ に対し $|gh|=1$ であり, $gh=\{k\}$ のとき $gh=k$ とおくことにより $C’$ は群
となる. このとき, $(X, G)\simeq(G, G\tilde)$ である.

Definition 2.6 $(X, G)$ を association scheme とする. $H(\neq\emptyset)\subseteq G$ が $G$ の closed subset
であるとは, 任意の $h,$ $k\in H$ に対して, $h^{*}k\subseteq H$ となる二とである.

Definition 2.7 $(X, G)$ を association scheme, $H$ を $G$ の closed subset とする. $\cdot\dot{x}$

. $\in.\mathrm{t}’$ に
対し,

$x^{\backslash }H=\{y\in X|xy\in H\}$

$H_{xH}=\{h\text{。}H |h\in H\}$ ただし $h_{xH}=\{(\prime y, z)\in h|y, z\in.x..H\}$

とおぐ また $g\in G$ に対し,

$g^{H}=$ { $(.x.H,\prime yH)|.x..y\in h.\dot{g}k,$ $\exists$h, $k\in H$}

とおき,
$-\lambda’/H=$ 什$H$ 巨 $\in X$ }
$G//H=\{g^{H}|g\in G\}$

とお $\langle_{1}$

Proposition 2.8 $(X, G)$ を association scheme とする.
$(1)$ ( $[\mathrm{Z}$ , Theorem 1.5.1]) closed subset $H$ と.$X^{\backslash }\in X$ }こ対して, $(xH, H_{xH})$ は association
scheme である.
$(2)$ ( $[\mathrm{Z}$ , Theorem 1.5.4]) closed subset $H$ に対して, $(X,/H, G//H)$ (は association scheme
である.
$(3)$ ( $[\mathrm{Z}$ , Theorem 2.3.4]) $(X/R, G//R)$ が thin となる様な最小の closed subset $R$ が存在
する. (thin residue と呼ばれる.) 以下 , $\overline{G}’=G//R$ とおく 1

Defin.tion 2.9 $G$ の closed subset $H$ と $\mathit{9}\in G$ に対して,

$gH= \bigcup_{h\in H}gh,$ $Hg=\cup h\underline{\epsilon}$Hhg

とおぐ任意の $g\in G’$ に対しこれらが一致するとき $H$ を norrnal closed subset という.
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3. Extensions of association schemes

まず短完全列の定義を行いたい. 以下 association scheme $(_{\lrcorner}\mathrm{k}’, G)$ に対し, $r:0\in.\mathrm{k}’$ を固
定しておく

Defin.tion 3.1 $(X, G),$ $(Y, H),$ $(Z_{j}K)$ を assocoation scheme とする.

$(Y, H)arrow a(Z, K)-^{\beta}(X, G’)$

が次をみたすとき, この列を $(X, G)$ の $(Y, H)$ による拡大であるという.
$(1)\alpha=$ ( $\alpha_{Y},$ $\alpha$H), $\beta=$ ($\beta_{Z},$ $\beta$K) は association scheme の homomorphism ([Z]) で, $\alpha_{Y}$ , $\alpha_{H}$

は単射, $\beta_{Z},\beta_{I\zeta}$ は全射である.
$(2)\beta_{K}^{-1}(1_{X})={\rm Im}\alpha_{H}$ .
$(3)\beta_{Z}^{1}(x_{0}.)={\rm Im}\alpha_{Y}$ .

Example 3.2 $(X, G)$ を assocoation scheme, $H$ を $G\mathit{0}$) closed subset とする. このとき,
自然な準同型の列

$(x_{0}H, H_{x0H})arrow(X, G)arrow(_{\sim}\lambda’/H, G//H)$

は $(X/H, G//H)$ の $(x_{0}H, H_{x0H})$ による (基点 $.\cdot x_{0}.H$ に関する) 拡大である.

次に 2つの拡大が同値であるということを群の拡大の場合と同様に定義する.

Definition3.32つの拡大

$E_{i}$. : $(Y, H)arrow\alpha_{*}$
.

$(Z\dot{.}, \mathrm{A}_{i}^{\nearrow}.)arrow\beta_{j}(X, G)$ $(.i=1,2)$

に対し, 同型
$\varphi$ : $(Z_{1}, K_{1})arrow(\ulcorner Z_{2}, \mathrm{A}_{2}^{\prime’})\sim,$

で $\varphi a_{1}’=a_{2}.,$ $\beta_{1}=\beta_{2}\varphi$ をみたすものが存在するとき, $E_{1}$ と $E_{2}’$ (は 1句 (直であるという.

$(X, G)$ を association scheme, $x_{0}\in X$ , とする. $M$ を有限アーゝ$J\triangleright$群 (加法群) とする.
[BH] に従い, $\overline{G}$ の $M$ への作用の拡張を考える. $P(M)=\{A\subseteq M|A\neq\emptyset\}$ とおく.

Definition 3.4 $\phi:P(M)arrow P(M)$ が次をみたすとき, $\mathrm{S}’$-automorphism と呼ぶ.

$\phi(A+B)$ $=\phi(A)+\phi$(B), $\phi(A\cup B)$ $=\phi(A)\cup\phi$(B) $(\forall A, B\in P(M))$

$\phi(M)=M$ .
SAut(M) を $S$-automorphism の全体とする. 以下 3 章を通じて次を仮定する.

Assumption 3.5
$\overline{G}rightarrow$ SAut(M), $\overline{g}\mapsto[m \mapsto m\overline{g}=mg]$

が与えられ, 次の条件をみたす $g,$ $h\in G,$ $m\in l\mathcal{V}I$ に対して,

$m1x=m,$ $\mathrm{O}g^{*}=\{m\in M|mg=0g\}$

$(t’n\overline{c\lrcorner})h=m(\overline{g}\overline{h})+(0g)h$
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Definition 3.6

$C(X, M)=\{f : X\cross Xarrow M|f(x_{0}, x)=f(x,x)=0, \forall x\in X\}$

とおく また $f\in C$ (X, $M$) に対して,

$X_{f}=X\mathrm{x}M,$ $Gf=\{(g, rr\iota)f|g\in G, \prime rr\iota\in \mathit{1}\mathcal{V}I\}$

$(g, m)_{f}=\{((x_{1}, m_{1}), (x_{2}, m_{2}))|x_{1}x_{2}=g,rr\iota_{2}’\in?n+f(x_{1}, x_{2})+m_{1}g\}$

とお $\langle\tau$

このとき, $G_{f}$ は $Xf\cross Xf$ の分害 $\mathrm{I}\mathrm{J}$となる. そこで, $.Yf,$ $Gf$ が association scheme とな
る場合を考えたい.

Definition 3.7

$\tilde{Z}(X, M)=$ {$f\in C(X,$ $M)|(X_{f},$ $G$f):association scheme}

$\hat{Z}$ (X, $M$) を $f\in C$ (X, $M$) で, 任意の $x_{1},$ $x_{2},x_{3}$ に対して,

$-f(x_{2}., x_{3})+f(x_{1}, \cdot x_{3}^{\backslash })-f$ (x1, $x_{2}$ ) $\cdot’\iota_{2}^{\backslash }x_{3}+(0.x_{1}.x_{2}.)x$2x3

が $x_{1}x_{2},$ $x_{2}x_{3}$ , x,x。のみに依るものの全体とする.

$\hat{Z}$ (X, $M$) の元は群の拡大のときの factor set の自然な拡張と見られるが, 次が成立す
る.

Theorem 3.8
$\hat{Z}(X, M)\subseteq\tilde{Z}(X, M)$ .

$f\in\tilde{Z}(X, M)$ ならば association scheme $(_{\wedge}K_{f}, G_{f})$ が $\acute{\{}$尋られるが, これは自然 (こ $(X, G)$

の拡大となっている.

Lemma 3.9 $f\in\tilde{Z}$(X, $M$) ならば,

$E_{f}$ : $(M, \Lambda\tilde{f})arrow\alpha(X_{f}, G’f)arrow\beta$ (X., $G$)

$\alpha(m)=(x_{0}, m),$ $\alpha(\tilde{m})=(1_{X_{j}}rr\iota)f$

$\beta$ (x, $?n$) $=x,$ $\beta$ ((g, 7n) $f$ ) $=g$

は assocoation $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\iota \mathrm{e}$ の拡大である.

Theorem 3.10(Bang-Hirasaka, [BH]) $(\mathrm{X},\mathrm{G})$ が thin ならば, $(X, G)$ の $(M, \Lambda’\tilde{I})$ による拡
大は全てこの様にして得られる.

次に拡大が同値となるための条件を考える.
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Definition 3.11 $B(X, M)\text{を}f\in c,(X, M)\vee C^{\backslash }\backslash$

$p:Xarrow M,$ $q$ : $Garrow M,$ $p(x_{0})=q(1_{X})=0$

が存在して
$/(x_{1},x_{2})\in q(x_{1}x_{2})-p(x_{2})+p(\prime x_{\mathrm{I}})x_{1}x_{2}$ $(\forall x_{1},x_{2})$

となるものの全体とする.

Theorem 3.12 (1) $B(X, M)\subseteq Z(X, M)$ .
$(2)E_{f}\sim E_{f’}\Leftrightarrow f-f’$ a $B(X, M)$ .

次に cohomology 群の類似を定義してみる.

Definition 3.13

$\tilde{H}((,\mathrm{X}, G), M)=(\overline{Z}(X, M)+B(X, M))/B(X, M)$

とおく また, $E((X, G),$ $M)$ を次の条件 (1) (2) をみたす拡大

$(M,\tilde{M})$ $arrow\alpha$ (Z.’ $K$ ) ’- $(X, G)$

の同値類の全体の集合とする :
$(1)\alpha(M)\}\mathrm{h}K\text{の}$ normal closed saubset.
$(2)$ ($M$ と $\alpha(\tilde{M})$ を同一視することとして)

$mg=$ lC’mlC $\cap M,$ $g\in G’$ , $g=$ fl(k)

と定義すると 35 の仮定をみたしている.

$\tilde{H}$ ((X, $G$), $M$ ) はこの条件をみたす拡大の同値類を記述していることがわかる.

Theorem 3.15
$\tilde{H}((X, G),$ $M)\simeq E((-\mathrm{t}’, G),$ $M)$ .
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