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比例的遅れを持つ積分及び微分方程式に対する選点法
の超収束について

早稲田大学理工学部 室谷義昭 (Yoshiaki Muroya)
Department of Mathematical Sciences, Waseda University

東京理科大学理学部 石渡恵美子 (Emiko Ishiwata)
Department of Mathematical Information Science, Tokyo University of Science

Memorial University of Nevvfoundland Hermann Brunner

古典的な Volterra積分方程式に対し, 区分的 $(m-1)$ 次の多項式スプライン選点法に
$(0,1)$ 区間での $m$ 次の Gauss点に対応する選点パラメータを用いると, 反復選点解は, 等
分割格子点の各点て最適達成精度 $2m$ を持つことが知られている. また, 定数もしくは遅
れが 0 とならない変数遅れを持つ Volterra積分方程式に対しては, 制約された区間 (たと
えば, Baker and Derakhshan[l], Brunner[2], Brunner and Houwen[5], Hu[6] 参照) の場
合に, この性質は保存される.
これに対し, 比例的遅れ $qt$ を持つ Volterra積分方程式

$y(t)= \int_{0}^{t}ay(s)ds+\int_{0}^{qt}$ by(s)ds+f(t), $t\in J:=[0,T]$ , $0<q<1$

については, 遅れ $qt$ が $t=0$ で消されるため, 等分割格子点上でのこれらの超収束の方
法をそのまま利用することはできな $\iota\backslash$ (Brunner[3], Ishiwata[7], Muroya et al.[8] 参照).
また, 等分割格子点で Gauss点を選点に取る場合も, 状況は完全に違ったものになる. そ
れでも [3] や Brunner et al.[4] では, 最適達或精度 $p^{*}$ は高々 $p^{*}=2m-1$ であり, 遅れ
$q=1/2$ のときには $p^{*}=2m$ を保つと予想していた.
本報告の 2節では, 等分割格子点でGauss点を選点に使う反復選点解の超収束の性質を

解明する. 上記の [3] と [4] ての予想に反し, 特別な遅れ $q=1/2$ に対し, $m\geq 2$ のとき,
$m$ が偶数の場合だけ $p^{*}=m+2$ の超収束になり, $m$ が奇数の場合には $p^{*}=m+1$ にす
ぎないことを示す.
一方で, 時間項に比例的遅れ $qt$ を持つ pantograph方程式

$y’(t)=ay(l)+by(qt)+f(t)$ , $y(0)=y_{0}$ , $0<q<1$

に対しては, 選点を $(0, 1)$ 区間での適当な $m$ 次選点多項式によって求めると, 第一格子
点 $t=h$ での達成精度が $(2m+1)$ 次になることが, $f(t)\equiv 0$ の場合は $[3, 7]$ 及ひTakama
et al.[9] に, また, $f(t)\not\equiv 0$ の場合は [8] に示されている.

3節ては, $f$ (t) が高々 $m$ 次の多項式の場合に対し, 第一格子点 $t=h$ で最適達成精度
$2m+1$ よりさらに高い特別な超収束 $O(h^{2m+2})$ が起こる $0<q<1$ が存在する条件を具
体的に調べる. 最後に 4節で Gauss 点を選点に用い, $m=2,3$, $4$ について, 第一格子点
$t=h$ での反復選点解に関する数値実験例を示す-
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1 反復選点解と超収束の予想に対する結果
比例的遅れ $qt$ を持つ Volterra積分方程式

$y(t)= \int_{0}^{t}ay(s)ds+\int_{0}^{qt}$ by(s)ds $+$ f(t), $t\in J=[0, T]$ , $0<q<1$ (1.1)

について, [4] の定義に沿って, (1.1) の反復選点解 $u_{it}(t)$ を求める選点法を示そう. 与え
られた $N\in \mathrm{N}$ に対し, $J_{N}$ : $0=t_{0}<t_{1}<\cdot\cdot \mathrm{t}<t_{N}=T$ を与えられた区間 $J$ に対する格
子点とし, $I_{n}:=[t_{n-1} , t_{n}]$ , $h_{n}:=t_{n}-t_{n-1},1\leq n\leq N$ とする.
有限次元の選点空間を

$S_{m-1}^{(-1)}(J_{N}):=\{v : v|_{I_{n}}\in\Pi_{m-1}, 1\leq n\leq N\}$

とする. ただし, $m\geq 1$ とし, �。-1 は $m-1$ 次以下の多項式の集合とする.

定義 Ll $\{t_{n}\}$ $=\{t_{n}^{(N)}\}$ が (1.2) を満たすとき, $\{J_{N}\}_{N\geq 2}$ を等分割格子点の列と呼ぶ.

$t_{n}=t_{n}^{(N)}=n$h, $1\leq n\leq N$ , $h=T/N$. (1.2)

(1.3) を満足する選点解 $u\in S_{m-1}^{(-1)}(J_{N})$ を見つける.

$u_{n}(t)= \int_{0}^{t}au(s)ds+\int_{0}^{qt}bu(s)ds+f$ (t), $t\in X_{n}$ , $1\leq n\leq N$ . (1.3)

ここて, $u_{n}=u|_{I_{n}}$ ; $X_{n}=$ {$t_{nj}:=t_{n-1}+c_{j}h$n’
$0<c_{1}<c_{2}<\cdot\cdot 1<c_{m}<1,1\leq n\leq N$}

である.
$X$ (N) $:= \bigcup_{n=1}^{N}X_{n}$ を選点集合とし, 選点は与えられた格子点 $J_{N}$ と選点パラメータ

$\{c_{j}\}_{j=1}^{m}$ によりすべて決まる.
格子点の区間幅 $h$ が十分小さければ, (1.3) により, 唯一の選点解 $u\in S_{m-1}^{(-1)}(J_{N})$ が決
まる. 古典的な Volterra積分方程式と同様に, この選点解 $u$ \iota ま $J_{N}$ によって与えられる部
分区間 $I_{1},$ $I_{2},$

$\cdots,$
$I_{N}$ に順次適用することで, $u_{1},$ $u_{2,}\ldots,$ u が再帰的に計算される ([5] も

比較).
選点解 $u$ を一度計算すると, 対応する反復選点解 $u_{it}$ は

$u_{it}:= \int_{0}^{t}au(s)ds+\int_{0}^{qt}bu(s)ds+f(t)$ , $t\in J$ (1.4)

によって計算する. 以下, 3つの仮定が成り立つとする.
$H_{1}$ : $\{J_{N}\}_{N\geq 2}$ は等分割格子点とする.
$H_{2}$ :

$\text{多}\mathrm{a}\mathrm{e}^{1}\mathrm{a}\grave{\mathrm{e}}^{J\backslash ^{\mathrm{o}_{P_{m}(2t-1)\text{の}}}}\not\equiv^{=1}.|\mathrm{g}_{\iota}\grave{\mathrm{l}}\not\cong \mathrm{f}\mathrm{i}\overline{7};-F\{c_{j}\}^{m}\text{を})|’.\text{と}(0, 16)$.区間の $m$次の Gauss 点 (すなわち, Legendre

$H_{3}$ : 遅れを $q=1/2$ とし, 次数は $m\geq 2$ の偶数とする.

このとき, $t=nh,$ $1\leq n\leq N$ ての $y$ (t) に対する $u_{\dot{\iota}t}$ (t) の超収束定理を与える.

定理 Ll $H_{1}-H_{3}$ が成り立つとする. (1.1) の関数 $f$ (t) は整関数てある. $u\in S_{m-1}^{(-1)}(J_{N})$

は (1.3) によって決められる選点解であり, $u_{1t}$
. が (1.4) による反復選点解とするとき,

$|$ uit(nh)-y(nh) $|=O(h^{m+2})$ , $1\leq n\leq N$

となる ($t=0$ では常に $u_{it}(0)-y(\mathrm{O})=0$ となる ).
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注意 Ll $f$ (t) が高々 $m$ 次の多項式でない場合には, (1.4) の反復選点解は [2] に比べて拡
張されたものとなる. [3] 及び [4] では, $m\geq 2$ のとき, 等分割格子点と Gauss 点を選点
に使う反復選点解は最適達威精度が $p^{*}=2m$ となるという予想をしていた. 実際, [3] お
よび [4] における $m=2$ の数値実験例で最適達威精度は $p^{*}=4$ となっていた. ところが,
この予想に反し, 定理 1J では, $q=1/2$ の場合で $m\geq 2$ のとき, 反復選点解が超収束す
るのは $m$ が偶数に限り, その最適達成精度は $p^{*}=m+2$ となることを示している. これ
は [4] における $m=2$ の場合の超収束の性質を $m\geq 2$ の場合でも解明したことを意味す
る. なお, $q=1/2$ で $m$ が奇数次数の反復選点解の場合には $p^{*}=m+1$ になる (数値実
験例 4.1 を参照).

2 定理Llの証明
仮定 $H_{1}-H_{3}$ の下で (1.3) の選点解 $u$ が一度 Eつ $\hslash>$ると, 対応する反復選点解 $u_{it}$ が

(1.4) によって求まる. 仮定より, 零でない定数 $\tilde{K}_{1},$ $K$\tilde 2, $\cdot$ . ., $\tilde{K}_{N}$ が $1\leq n\leq N$ に対し,

$u(t)=u_{it}(t_{n-1})+ \int_{t_{n-1}}^{t}au(s)ds+\int_{qt_{n-1}}^{qt}b$u(s) $ds+f_{m-1}(t)+\tilde{K}_{n}h^{m}P_{m}(2(t-t_{n-1})/h-1)$

を満たす. $f_{m-1}$ (t) $)$ は $t_{n-1}\leq t\leq t_{n},$ $1\leq n\leq N$ で次数 $m$ 以下の区分的多項式であ
$\text{り_{}\mathrm{r}}(2.1)$

$\{$

$f_{m-1}(t_{n-1}+c_{k}h)=f(t_{n-1}+c_{k}h)$ , $1\leq k\leq m$

$f(t)=g_{n}$ (t) $h^{m}P_{m}(2(t-t_{n-1})/h-1)+f_{m-1}$ (t), $l_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $1\leq n\leq N$

(2.2)
により決まり, $g_{n}$ (t) は $I_{n}$ 上で有界である. そこで, 修正反復選点解 $\overline{u}_{it}$ は

$\overline{u}_{i},(t)=u_{it}(t_{n-1})+\int_{t_{n-1}}^{t}a$u(s) $ds+ \int_{qt_{n-1}}^{qt}b$u(s)$ds+f_{m}$ (t), $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $1\leq n\leq N$

(2.3)
により決める. ここで

$f_{m}(t)=f_{m-}10)$ $+Rn$h$m$F$m$ (2(t-tn-1)/h-1), $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $1\leq n\leq N$ (2.4)

であり, 零でない定数 $K_{n}$ は $f_{m}(t_{n-1})=0$ により求まる. 仮定より,

$\{$

$P_{m}(2 \mathrm{t}-1)=\prod_{k=1}^{m}(t-\mathrm{c}_{k})$ , $0\leq t\leq 1$ , $|P_{m}(t)|\leq 1$
.

$h^{m}P_{m}(2(t- \mathrm{t}_{n-1})/h-1)=\prod_{k=1}^{m}\{\mathrm{t}-(t_{n-1}+c_{k}h)\}$, $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $1\leq n\leq N$

$f_{m}(\mathrm{t}_{n-1})=0$, $f_{m}(t_{n-1}+c_{k}h)=f(t_{n-1}+c_{k}h)$ , $1\leq k\leq m$

それゆえに $f_{m}(\mathrm{t})-f(t)=O(h^{m+1})$ .
(2.5)

また,

$\overline{u}$i$t(t)=u(t)+\overline{K}_{n}h^{m}P_{m}(2(t-t_{n-1})/h-1)$ , $t_{n-1}<t<t_{\hslash}$ , $1\leq n\leq N$ (2.6)

となり, 零でない定数 $\overline{K}_{n}$ は $\overline{u}_{it}(t_{n-1})=u_{it}(t_{n-1})$ により求まる.
ここで, $[t]$ は $t$ を超えない最大整数とする. このとき, 次の補題を得る.
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補題 2.1 $H_{1}-H_{3}$ を仮定する. このとき,

$u(t)-y(t)=O(h^{m})$ , $\overline{u}$ i$t$ (t)-y(t) $=O(h^{m+1})$ , $\forall t\in J$ (2.7)

かつ

$\int_{t_{n-1}}^{t_{n}}$ (iit(t)-u(t))dt $=0$ , $\int_{q}$9$t_{n}-1(\overline{u}_{it}(t)-u(t))dt=0$ , $1\leq n\leq N$. (2.8)

さらに次が成り立つ.

$u_{it}(t_{n})-y(t_{n})=O(h^{m+2})$ , $1\leq n\leq N$. (2.9)

$(\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Re)$
ゞ$t\in J$ に対して, $u(t)-y(t)=O$(hm) が成り立つ (たとえば, Brunner [2] 参照).

(1.1) $\text{と}(2.2)-(2.4)$ によって,

$\{\overline{u}_{it}(t)-y(t)=\int_{(\overline{u}_{it}(t)-y(t)=u_{it}}\mathrm{o}a(u(s)-y(s))ds+\int_{0}^{qt}tb(u(s)-y(s))ds(t_{n-1})-y(t_{n-1}))+\int_{t_{n-1}}^{t}a(u(s)-y(s))d_{S}$

$0\leq t\leq t_{1}$ ,$+(-g_{1}(t)+K_{1})h^{m}P_{m}(2\mathrm{t}/h-1)$ ,

$+ \int_{qt_{n-1}}^{qt}b(u(s)-y(s))ds+(-g_{n}(t)+K_{n})h^{m}P_{m}(2(t-t_{n-1})/h-1)$,

$t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $2\leq n\leq N$ .

$u_{it}(0)=f(0)=y(0)$ かつ $\overline{u}_{i\mathrm{t}}(t_{n-1})=u_{it}(t_{n-1}),$ $1\leq n\leq N$ なので,
$-g_{n}(t_{n-1})+K_{n}=0(2.10)$

となる. よって,

$-g_{n}(t)+K_{n}=O$ (h), $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ , $1\leq n\leq N$. (2.11)

(2.10) より, 最初に $\overline{u}_{it}(t)-y(t)=O(h^{m+1}),$ $0\leq t\leq t_{1}=h$ を得る. 一方で, (2.6) より,

$\int_{t_{n-1}}^{t_{n}}(\overline{u}_{i\mathrm{f}}(t)-u(t))dt=\overline{K}_{n}h^{m}\int_{t_{n-1}}^{t_{n}}P_{m}(2(t-t_{n-1})/h-1)dt$

$= \overline{K}_{n}\frac{h^{m+1}}{2}\int_{-1}^{1}P_{m}(x)dx=0$ , $1\leq n\leq N$ ,

また, 仮定 $H_{1}-H_{3}$ より, $1\leq n\leq N$ に対し,

$\int_{qt_{n-1}}^{qt_{n}}(\overline{u}_{\dot{\iota}t}(t)-u(t))dt=\overline{K}_{n}h^{m}\int_{qt_{n-1}}^{qt_{n}}P_{m}(2(t-t_{[q(n-1)]})/h-1)dt$

$=\{\overline{K}_{n}\frac{h^{m+1}}{\frac{h^{m+1}2}{2}}\int-P_{m}(x)dx=0\overline{K}_{n}\int_{0}^{1}P_{m}(x)dx=0\mathrm{o}_{1},’$
$n\delta^{\mathrm{i}\text{偶数}}n\emptyset \mathrm{l}*\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{e}$

により (2.8) が示される.
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ゆえに, $n=1$ での (1.1), (1.4), (2.8) と $0\leq t\leq h$ に対する (2.7) から,

$u_{it}(h)-y(h)$ $=$ $\int_{0}^{h}a(u(s)-y(s))ds+\int_{0}^{qh}b(u(s)-y(s))ds$

$=$ $\int_{0}^{h}a(\overline{\tau\nu}_{it}(s)-y(s))ds+\int_{0}^{qh}b(\overline{u}_{it}(s)-y(s))ds=O(h^{m+2})$

は $n=1$ に対する (2.9) が成り立つことを示している. それゆえに (2.10) より, $t_{1}=h\leq$

$t\leq t_{2}=2h$ に対する (2.7) の 2番目の式を得る.
ある $1\leq n\leq N-1$ に対して, uit(tn-l)-y(tユー l) $=O(h^{m+2})$ が成り立つと仮定する.

このとき, (2.7) の最初の方程式と (2.10), (2.11) より) $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ に対する (2.7) の 2
番目の方程式を得る. ゆえに, $t_{n-1}\leq t\leq t_{n}$ に対する (1.1), (1.4), (2.8) と (2.7) から,

$u_{it}(t_{n})-y(t_{n})=(u_{it}(t_{n-1})-y(t_{n-1}))+ \int_{t_{n-1}}^{t_{n}}a$ ($u(s)-y($s)) $ds+ \int_{qt_{n-1}}^{qt_{n}}b$ ($u(s)-y($s))ds

$=(u_{it}(t_{n-1})-y(t_{n-1}))+ \int_{t_{n-1}}^{t_{n}}a(\overline{u}_{it}(s)-y(s))ds+\int_{qt_{n-1}}^{qt_{n}}b(\overline{u}_{1t}.(s)-y(s))ds$

$=(u_{it}(t_{n-1})-y(t_{n-1}))+O(h^{m+2})$

(2.12)
を得る. 一方で, 仮定 $H_{1}-H_{3}$ と (2.6) により, (2.12) と同様にして, $1\leq n\leq[N/4]$ に
対しで,

$u_{it}(t_{4n})-y(t4n)$

$=(u_{it}(t_{4(n-1)})-y(t_{4(n-1)}))+ \int_{t_{4(n-1\rangle}}^{t_{4n}}a(\overline{u}|.t(s)-y(s))ds+\int_{t_{4q(n-1)}}^{t_{4qn}}b(\overline{u}_{it}(s)-y(s))ds$,

(2.13)
$\text{ま}\sim$., (2.10) $\text{と}(2.6)$ er $\text{り}$ ,

$\overline{u}$it(s)-y(s) $=(u_{it}(t_{4(n-1)+j})-y(t_{4(n-1)+j}))$

$+ \int_{t_{4(n-1)+j}}^{s}a\{(\overline{u}_{|t}.(\tau)-y(\tau))-\overline{K}_{4(n-1)+(j+1)}h^{m}P_{m}(2(\tau-t_{4(n-1)+j})/h-1)\}d\tau$

$+ \int_{t_{4q(n-1)}+qjh}^{qs}b${ $(\overline{u}_{*t}.(\tau)-y(\tau))-\overline{K}$4q(n-1)$+$([qj] $+1)h^{m}P_{m}(2(\tau-t_{4q(n-1)+[qj]})/h-1)$ } $d\tau$

$+$ (-g4(n-1)+0$+1$ ) $(s)+K_{4(n-1)+(j+1)})h^{m}P_{m}(2(s-t_{4(n-1\rangle+j})/h-1)$ ,
$t_{4(n-1)+j}\leq s\leq t_{4(n-1)+(j+1)}$ , $2\leq n\leq[N/4]$ , $0\leq j\leq 3$

(2.14)
$\hslash\}\vee\supset$

$\overline{u}$i$t(s)-y(s)=(u_{it}(t_{4q(n-1)+j})-y(t_{4q(n-1)+j}))$

$+ \int_{t_{4q(n-1)+j}}^{s}a$ { ($\overline{u}_{it}(\tau)-y(\tau))-\overline{K}4q(n$-1)+($j+1)hm$P$m$ (2($\tau-$ t4q(n-1)+j)/h-1)}d $\tau$

$+ \int_{t_{42_{(n-1)}}+qjh}^{q_{q}s}b${ $(\overline{u}_{\dot{\iota}t}(\tau)-y(\tau))-\overline{K}_{4}$q2 $(n-1)+([9j]+1)h^{m}I_{m}(2(\tau-t_{4q^{2}(0-1)+[qj]})/h-1)$} $d\tau$

$+$ ( $-g_{4q(n-1)+(j+1)}(s)+$ K4q(n-1)+(j$+1)$ ) h$m$P$m(2(s-t_{4q(n-1)+j})/h-1)$ ,
$t_{4q(n-1)+j}\leq s\leq t_{4q(n-1\rangle+(j+1)}$ , $2\leq n\leq[N/4]$ , $0\leq j\leq 1$

(2.15)
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を得る.

$\{$

$\int_{-1}^{1}x$
j

$P_{m}$ (x) $dx=0$ , $0\leq j\leq m-1$ ,

$\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{x}P_{m}(\sigma)d\sigma dx=[x\int_{-1}^{x}P_{m}(\sigma)d\sigma]_{-1}^{1}-\int_{-1}^{1}xP_{m}$(x)$dx=0$

(任意の $m\geq 2$ に対して)

$\int_{-1}^{0}P_{m}(x)dx=\int_{0}^{1}P_{m}(x)dx=0$ (任意の $m\geq 2$ の偶数 [こ対して)

なので,

$I_{t_{4(n-1\rangle+j}}^{t_{4(n-1)+(j+1)}} \int_{t_{4(n-1)+j}}^{s}P_{m}(2(\tau-t_{4(n-1)+j})/h-1)d\tau ds$

$= \frac{h}{2}\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{s}P_{m}$ (\sigma ) $d\sigma dx=0$ , $0\leq j\leq 3$ ,

$\int_{t_{2(n-1)}+\beta/2]h}^{t_{2(n-1)}+jh/2}.P_{m}(2(\tau$

$=\{$

-($\mathrm{t}_{2(n-1)}+$ 化/2] $h$) $)/h-l)d\tau ds$

$\frac{h}{2}\int_{0}^{1}P_{m}(x)dx=0,$ $j=0,2$,

$\frac{h}{2}\int_{-1}^{0}P_{m}(x)dx=0,$ $j$ =1,3,

かつ

$\sum_{j=0}^{3}\int_{t_{4(n-1)+j}}^{t_{4(n-1)+(\mathrm{j}+1)}}\int_{t_{4q(n-1)+j}}^{qs}\prime_{m}(2(\tau-t_{4q(n-1)+[qj]})/h-1)d\tau ds$

$= \sum_{3}^{3}2\int t_{2(n1)};+jh/2\int_{t_{2(n-1)}+jh/2}^{\tilde{\theta}}t_{2(-1\rangle}+(j+1)h/2P_{m}(2(\tau-t_{2(n-1)+\mathrm{b}/2]}.)/h-1)d\tau d\tilde{s}j_{-}^{-0}$

$= \sum_{j=0,1}2\int_{t_{2(n-1)}+jh/2}^{t_{2(n-1)}+(j+1)h/2}\int_{t_{2(n-1)}+\mathrm{b}/2]h}^{\overline{s}}.P_{m}(2(\tau-t_{2(n-1)+\mathrm{b}/2]}.)/h-1)d\tau d\tilde{s}$

$= \sum_{k=0}2\int_{t_{2(n-1)+k}}^{t_{2(n-1)+(k+1)}}\int_{t_{2(n-1)+k}}^{\overline{s}}P_{m}(2(\tau-t_{2(n-1)+k})/h-1)d\tau d\tilde{s}$

$=h \sum_{k=0}^{1}\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{x}P_{m}(\sigma)d\sigma dx=0$

で, (2.16) より,

$\int_{t_{4(n-1\rangle+\dot{g}}}^{t_{4(n-1)+(j+1\rangle}}$ (-g4(n-1)+。+1) (s)+K4(n-l)+。+。)hmPm(2(s-t4(n-l)+j)/h-l)ds

$= \frac{h^{m+1}}{2}\int_{-1}^{1}G_{j}$ (x) $P_{m}(x)dx=O(h^{2m+1})$ , $0\leq j\leq 3$ .
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ここで

$\{$

$G_{j}(x)=-g_{4(n-1)+(j+1)}(t_{4(n-1)+j}+ \frac{h}{2}(x+1))+K_{4(n-1)+(j+1)}$ ,

$G_{j}^{(k)}(x)=-$ (-h2)kglg-l)+。+l) $(t4(n-1)+j+ \frac{h}{2}(x+1))$ , $k$ \geq 1, $0\leq j\leq 3$ .

同様に

$\int_{t_{4q(n-1\}+j}}^{t_{4q(n-1\rangle+(j+1\rangle}}\int_{t_{4q(n-1)+j}}^{s}P_{m}(2(\tau-t_{4q(n-1)+j})/h-1)d\tau ds$

$= \frac{h}{2}\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{s}P_{m}$ (\sigma )$d\sigma dx=0$ , $0\leq j\leq 1$ ,

$\sum_{j=0}^{1}\int_{t_{4q(n-1)+j}}^{t_{4q(n-1)+(j+1)}}\int_{t_{4q^{2}(n-1)}+qjh}^{qs}P_{m}(2(\tau-t_{4q^{2}(n-1)+[qj]})/h-1)d\tau ds$

$= \sum_{j=0,1}^{1}2\int_{t_{n-1}+jh/2}^{t_{n-1}+(j+1)h/2}\int_{t_{n-1}+jh/2}^{\overline{s}}P_{m}(2(\tau-t_{n-1+\mathrm{b}/2]}.)/h-1)d\tau d\tilde{s}$

$= \sum_{j=0}2\int_{t_{n-1}+jh/2}^{t_{n-1}+(j+1)h/2}\int_{t_{n-1}+\mathrm{b}/2]h}^{\overline{s}}.P_{m}(2(\tau-t_{n-1+\mathrm{b}/2]}.)/h-1)d\tau d\tilde{s}$

$=2 \int_{t_{n-1}}^{t_{n}}\int_{t}"-1P_{m}(2(\tau-t_{2(n-1)})/h-1)d\tau d\tilde{s}=h\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{x}P_{m}(\sigma)d\sigma dx=0$ ,

かつ, (2.16) より,

$\int_{t_{4q(n-1)+j}}^{t_{4q(n-1)+(j+1)}}$ (-g匂 (n-y+(j+y $(s)+K_{4q(n-1)+(j+1)}$ ) $h^{m}P_{m}(2(s-t_{4q(n-1)+j})/h-1)ds$

$= \frac{h^{m+1}}{2}\int_{-1}^{1}\overline{G}j$ (x) $P_{m}(x)dx=O(h^{2m+1})$ , $0\leq j\leq 1$

となる. ここで,

$\{$

$\overline{G}j(x)=-g_{2(n-1)+(j+1)}(t_{2(n-1)+j}+\frac{h}{2}(x+1))+K_{2(n-1)+(j+1)}$ ,

$\overline{G}$r$)(x)=-( \frac{h}{2}$) $kg_{2(n-1)+(j+1)}^{(k)}(t_{2(n-1)+j}+ \frac{h}{2}(x+1))$ , $k\geq 1$ , $0\leq j\leq 1$ .

それゆえに, (2.13)-(2.15) から, $2\leq n\leq[N/4]$ に対して,

$u_{it}(t_{4n})-y(t4n)=(u_{1t}.(t_{4(n-1)})-y(t_{4(n-1)}))+ah \sum_{j=0}^{3}(u_{it}(t4(n-1)+j)-y(t_{4(n-1)+j}))+O(h^{m+3})$

を得る. ゆえに (2.12) より, $u_{\dot{\iota}t}(t_{4(n-1)+j})-y(t_{4(n-1)+j})=O(h^{m+2}),$ $0\leq j\leq 3$ となる.
また, (2.12) と上式より, 帰納法で簡単に補題 2.1 の結論を得る. 口

補題 2.1 より, 定理 1J を得る.
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3 比例的遅れを持つ微分方程式に対する特別な超収束
比例的遅れ $qt$ を持つ微分方程式

$\{$

$y’(\mathrm{t})=ay(t)+$ by(qt) $+$ f(t), $t>0$ ,
$y(0)=y_{0}$

(3.1)

の解を $y(t)= \sum_{n=0}^{\infty}\psi$ntn とする. ここて, $0<q<1,$ $y$0, $a,$
$b$ は複素数で $f$ (t) は整関数で

ある.
[3] の定義より, (3.1) の選点解 $v$ (t) を求める選点法を説明する.

$\{$

$v’(\mathrm{c}_{k}h)=av(c_{k}h)+bv(qc_{k}h)+f(c_{k}h)$ , $k=1,2,$ $\cdots$ , $m$

$v(0)=y_{0}$
(3.2)

を満たす $m$次多項式 $v(t)\in[0, h]$ を求める. ここで $0<c_{1}<c_{2}<\cdots<$ 偏く 1 である.

選点パラメータ $\{c_{k}\}_{k=1}^{m}$ は $m$次の選点多項式 $M_{m}(t)=K \prod_{k=1}^{m}(t-\mathrm{c}_{k})$ の $m$ 個の零点と

して決められる. ここで, $K$ は 0 でない定数である. そこで選点解 $v(t)$ は

$\{$

$v’(t)=av(t)+bv(qt)+\overline{f}_{m-1}(t)+K_{0}M_{m}(t)$ , $t\in[0, h]$

$v(0)=y_{0}$
(3.3)

を満たす, ここで, $\overline{f}_{m-1}$ (t) は $m-1$ 次以下の多項式であり, ある解析関数 $p(t)$ を用いて,

$f(t)=p(t)M_{m}(t)+\overline{f}_{m-1}$ $(t)$ , $t\in[0, h]$ (3.4)

と表せる.
以下, 本節では, (3.1) の $f$ (t) が $m$次以下の多項式の場合で, 特別な超収束 $|v(h)-y(h)|=$

$O(h^{2m+2})$ が起こる $0<q<1$ が存在する条件を調べる. まず, $|v(h)-y(h)|=O(h^{2m+1})$
を満たす選点多項式とその構成法に関し, [9] の Theorem 2.5 の結果を一般化する ([7] の
Theorem 2.3 も参照).
次の補題は [8] の Lemma 2.5 の特別な場合である.

補題 3.1 $f$ (t) は m-次以下の多項式と仮定し,

$\{\prod_{j=0}^{m}(a+b^{j})\}\delta_{0}+\{\prod_{j=1}^{m}(a+b^{j})\}f_{0}+\{\prod_{j=2}^{m}(a+b^{i})\}f_{1}+\cdots+(a +bm)f_{m-1}+f_{m}=0(3.5)$

を満たす定数 $\delta_{0}$ が存在すると仮定する. ただし, $f(t)= \sum_{n=0}^{m}\frac{f_{n}}{n!}t$
n てある. このとき, $f(t)$

の次数と同じ多項式 $yf$ (t) が存在し,

$\{$

$y_{f}(t)=a\prime yf(t)+by_{f}(qt)+f(t)$ , $0<t\leq h$

$y_{f}(0)=\delta_{0}$

(3.6)



80

を満たすー また, $z(t)=y(t)-y_{f}$ (t) に対し,

$\{$

$z’(t)=az(t)+bz(q\mathrm{t})$ , $0<t\leq h$

$z(0)=y(0)-\delta_{0}$
(3.7)

を得る. (3.1) と (3.7) に対する選点解 $v(t)$ と $w$ (t) はそれぞれ同じ選点多項式 $M_{m}$ (t) から
導がれ,

$v(t)=w(t)+yf$ (t), $0\leq t\leq h$ (3.8)
となる. よって,

$v(t)-y(t)=w(t)-z$(t), $0\leq t\leq h$ . (3.9)
特に, (3.5) で $\delta_{0}=y(0)$ となる必要十分条件は $\psi_{m+1}=0$ である. この場合, $z(t)=w(t)\equiv$
$0$ と $y(t)=v(t)=yf$ (t) が成り立つ.

(証明) $yf(t)= \sum_{n=0}^{m}\frac{\delta_{n}}{n!}t$n, $f(t)= \sum_{n=0}^{m}\frac{f_{n}}{n!}t^{n}$ と

$\{\begin{array}{l}\delta_{1}=(a+1)\delta_{0}+f_{0}\delta_{2}=(a+b)\delta_{1}+f_{1}\delta_{m}=(a+b^{m-1})\delta_{m-1}+f_{m-1}\end{array}$

とおくと (3.5) より,
$(a+b^{m})\delta_{m}+f_{m}=0$

であり, $y_{f}$ (t) は (3.6) の $f$ (t) と同じ次数の多項式で (3.7), (3.8), (3.9) を得る. 口

注意 3.1 補題 3.1 の条件のもとで, $w$ (h) は $z$ (h) に対する $(m, m)$-Pade’近似になる ([7]
の Theorem 2.3 も参照). $f$ (t) が定数関数でな V‘ならば, $v(h)=w(h)+yf$ (h) は $y$ (h) に
対する $(m, m)$ -Pad\’e近似にはならないが, $y$ (h) に対する ($2m$ , m)-有理関数近似になる.

[8] の Theorem 2.2 と補題 3.1 から, 次の補題を得る ([7] 参照).

補題 3.2 $f$ (t) は $m$次以下の多項式とし,

$\psi_{m+1}=0$ または $\sum_{k=0}^{m}\gamma_{k,n}=0$ , $n$ =1,2, $\cdots,$ $m$ (3.10)

を仮定する. ここで, (3力の $m$次選点多項式 $M_{m}(t)= \sum_{n=0}^{m}\frac{M_{n}}{n!}t$
n に対し,

$\gamma$k,$n= \{\prod_{j=1}^{n-1}(a+bq^{k+j})\}\frac{M_{k}}{(k+n)!}$ , $k=0,1,2,$ $\cdots,m$ , $n=1,2,$ $\cdots$ , $m$ .

このとき, 選点多項式 $M_{m}$ (t) から導かれる (3.1) に対する選点解 $v$ (t) に対して, $v(h)=$
$P_{m,m}(h)+yf$ (h) かつ $|v(h)-y(h)|=O(h^{2m+1})$ が成り立つ. ただし, $P_{m,m}$ (h) は $z(h)$

に対する $(m, m)$ -Pade’近似であり, $y_{f}(t)$ と $z$ (t) は補題 3.1 の (3.6) と (3.7) により定義さ
れる.
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注意 3.2 補題 3.2 での $\psi_{m+1}=0$ は, 補題 3.1 より $y$ (t) $=y_{f}$ (t) を意味する. また
$v(t)=yf$ (t) は任意の選点多項式 $M_{m}$ (t) に対して (3.3) を満たす. (3.10) で \psi 。$+1\neq 0$ な
らぱ,

$M_{m,n}(t)= \sum_{k=0}^{m}\gamma_{k,n}t^{k+n}$ , $n=1,2$ , $\cdot$ . . , $m$

は次の方程式を満たす-

$\{$

$M_{m,1}(t)= \int_{0}^{t}f_{m}(x)dx$

$M_{m,n}(t)= \int_{0}^{t}aM_{m,n-1}(x)dx+\int_{0}^{1}M_{m,n-1}(qx)dx$ , $n=2,3,$ $\cdots$ , $m$ .

また, [8] の (2.14) は次のよ $\check{\mathcal{D}}\}’.\not\in \text{さ}*\iota \text{る}$ .
$M_{m}$ ,$n(1)=0$ , $n=1,2,$ $\cdots$ , $m$ .

よって, [8] の Theorem 2.2 と補題 3.2 は [3] の Theorem 3.3, [7] と [9] の Theorem 2.3 の
拡張になっている.

補題 3.1-3.2 て

$z(h)= \sum_{n=0}^{\infty}\overline{\psi}_{n}h^{n}$ , $\overline{\psi}_{0}=y(0)-\delta$ (3.11)

とするとき, 特別な超収束 $|v(h)-y(h)|=(h^{2m+2})$ が起こる $0<q<1$ が存在する条件
についての定理を得る.

定理 3.1 $f$ (t) は $m$ 次以下の多項式と仮定する. 任意の $0<q<1$ に対して, (3.10) と

(3.11) が成り立つとすると, $v(h)=P_{m,m}(h)+y_{f}$ (h) と $|v(h)-y(h)|=O(h^{2m+1})$ が成り
立つ. ここで,

$P_{m,m}(h)= \frac{\Gamma_{0}+\Gamma_{1}h+\cdots+\Gamma_{m}h^{m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\cdots+\Lambda_{m}h^{m}}$

は $z$ (h) に対する $(m, m)$ -Pad\’e近似であり, $y_{f}$ (t) と $z$ (t) は補題 3.1 の (3.6) と (3.7) て定義
される. さらに, 特別な超収束 $|v(h)-y(h)|=O(h^{2m+2})$ が起こる $0<q\cdot<1$ が存在する
必要十分条件は,

$\Lambda_{0}\overline{\psi}_{2m+1}+\mathrm{A}_{1}\overline{\psi}_{2m}+\cdots+\Lambda_{m}\overline{\psi}_{m+1}=0$ (3.12)
を満たす $0<q<1$ が存在することである.

定理 3.1の条件 (3.12) は $z$ (t) の $(m, m)$-Pad\’e近似 $P_{m,m}$ (t) に対し, 特別な超収束 $|P_{m,m}(h)-$

$z(h)|=O(h^{2m+2})$ が起こることを意味している. また, $m=2$ のとき, 特別な超収束
$|v(h)-y(h)|=O$ (h6) が起こる $0<q<1$ の全個数について, 次の定理を得る.

定理 3.2 $a<0$ かつ $m=2$ に対し, 定理 3.1 の条件を仮定する. このとき. (3.12) は固
定した $a<0$ に対し,

$F$ (q, $b$) $\equiv 6(a+bq)4(a+bq)3(a+3bq-2bq)2-15(a+bq^{2})(a+bq^{3})(a+2bq-bq)3$

+10$(a+bq)(a+bq)2(a-3bq3+4bq)2=0$

と同等であり, 各 $b$ に対し, $F$ (q, $b$) $=0$ の根 0 $<q<1$ の個数が, 特別な
$\text{超収束}(3.13)$

$|v(t)-y(t)|=O$ (h6) が起こる $0<q<1$ の全個数となる.
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注意 3.3 定理 3.2 で

$F(0, b)=a^{3}$ , $F(1, b)=(a+b)_{:}^{3}$ $F_{q}(0, b)=-$2a2b, $F_{q}(1, b)=-4b(a +b)2$ (3.14)

となるので, 特別な超収束 $|v(t)-y(t)|=O$ (h6) が起こる $0<q<1$ の全個数 $r$ lま, ある
小さい $\epsilon>0$ に対し,

$r=\{$

1, $b\geq-a$ ,
2, $\hat{b}^{+}+\epsilon<b<-a$ ,
1, $b=\hat{b}^{+}$ .
0, $\hat{b}^{-}+\epsilon<b<\hat{b}^{+}-\epsilon$,
1, $b=\hat{b}^{-}$ ,
2, $b<\hat{b}^{-}-\epsilon$

(3.15)

となる. ここで, 定数 $\hat{b}^{-}$ と $\hat{b}^{+}$ は

$F(q, b)=F_{q}(q, b)=0$ (3.16)

の 2組の解 $(\hat{q}^{-},\hat{b}^{-})$ と ( $\hat{q}^{+}$ , b^科で定まり, $0<\hat{q}^{-},\hat{q}^{+}<1$ かつ $\hat{b}^{-}<0<\hat{b}^{+}<-a$ である.

また, [8] の定理 2.2 の $\overline{Q}_{2m,m}$ (h) に対して,

$\overline{Q}_{2m,m}(h)=\frac{\Gamma_{0}+\Gamma_{1}h+\cdots+\Gamma_{2m}h^{2m}}{\Lambda_{0}+\Lambda_{1}h+\cdots+\Lambda_{m}h^{m}}$, $y(h)= \sum_{n=0}^{\infty}\psi_{n}h^{n}$ (3.17)

とおくと, 次の定理を得る.

定理 3.3 任意の $0<q<1$ に対し, [8] の定理 2.2 の (2.14) が成り立つとき,

$v(h)=\overline{Q}_{2m,m}(h)+O(h^{2m+1})$ かつ $|\overline{Q}_{2m,m}(h)-y(h)|=O(h^{2m+1})$ (3.18)

となる. さらに, 特別な超収束 $|\overline{Q}_{2m,m}(h)-y(h)|=O(h^{2m+2})$ が起こる $0<q<1$ が存
在する必要十分条件は

$\Lambda_{0}\psi_{2m+1}+\Lambda_{1}\psi_{2m}+\cdot..+$ A$m\psi_{m+1}=0$ (3.19)

を満たす $0<q<1$ が存在することである.

定理 3.3 での条件 (3.19) は $y$ (t) の $(2m, m)$-次有理関数近似 $\overline{Q}_{2m,m}$ (t) に対し, 特別な超
収束 $|\overline{Q}_{2m,m}(h)-y(h)|=O(h^{2m+2})$ が起こることを意味する.

4 数値実験例
ここて, 数値実験例を示そう.

例 4.1 遅れ $qt$ を持つ Volterra積分方程式

$y(t)=- \int_{0}^{t}y(s)ds+\frac{1}{2}\int_{0}^{qt}y(s)ds+f(t)$ , $t\in[0,T]$ (4.1)
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に対し, $f(t)=(1+e^{-qt})/2$ とするとき, 真の解は $y(t)=e^{-t}$ である. (4.1) を等分割格子
点での Gauss点を選点に使い, $m=2,3$ , $4$ に対する反復選点法 (1.4) によって計算した. 比
較のために, 遅れ $q$ を $q=1,0$.8,0.6, 0.5, 0.4, 0.2 の場合とし, $h=2^{-n},$ $n$ =1,2, $\cdots,$

$6$

に対する第一格子点 $t=h$ にお {する誤差 $e(h)=u_{it}(h)-y$ (h) を表 4.1 に示している.
定理 1.1 において, 偶数 $m\geq 2$ で $q=1/2$ のとき, 最適達成精度 $p^{*}=m+2$ を持つこ
とを証明した. 表 4.1 では第一格子点 $t_{1}=h$ でも, $q=1/2$ で $m=2,4$ のときに確かに
$p^{*}=m+2$ を保っているが, $m=3$ のときは $p‘=m+1$ にしかならない (なお, 表 4.1
では $q=1$ の場合は $p^{*}=2m+1$ であり 2 $q\neq 1,1$/2 の場合は $p^{*}=m+1$ となっている
ことに注意せよ).
ここで} $2^{-3}=$ 0.125, $2^{-4}=0.0625$ , $2^{-5}=0.03125$ , $2^{-6}=0.015625$ , $2^{-7}=$

0.0078125, $2^{-8}=0.00390625$ , $2^{-9}=0.001953125$ てある.

表 4.1 $m=2,3$ , $4$のときの各 $q$ に対する誤差 $e$ (h), $h=2^{-n},$ $n$ =1,2, $\cdots,$
$6$
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この結果, $m\geq 2$ で奇数である $m=3$ の場合で $q=1/2$ のときは, 等分割格子点での
$p^{*}=m+2$ は保証されないことがわかる.

参考文献
[1] Baker, C.T.H. and Derakhshan, M. S., Convergence and stability of quadrature meth-

ods applied to Volterra equations with delay, $IMA$ J. Numer. Anal. 13, 67-91 (1993).

[2] Brunner, H., Iterated collocation methods for Volterra integral equations with delay
arguments, Math. Comput. 62, 581-599 (1994).

[3] Brunner, H., On the discretization of differential and Volterra integral equations with
variable delay, BIT 37, 1-12 (1997).

[4] Brunner, H., Hu, Q. and Lin, Q., Geometric meshes in collocation methods for
Vorterra integral equations with proportional delays, $IMA$ J. Numer. Anal. 21, 783-
798 (2001).

[5] Brunner, H. and Van Der Houwen, P.J., The Numerical Solution of Volterra Equa-
tions, $CWI$ monogrvrphs, 3, Amsterdam: North-Holland (1986).

[6] Hu, Q., Multilevel correction for discrete collocation solutions of Volterra integral
equations with delay arguments, Appl. Numer. Math. 31, 159-171 (1999).

[7] Ishiwata, E., On the attainable order of collocation methods for the neutral
functional-differential equations with proportional delays, Computing 64, 207-222
(2000).

[8] Muroya, Y., Ishiwata, E. and Brunner, H., On the attainable order of collocation
methods for pantograph integro differential equations, J. Comput. Appl. Math. 152,
347-366 (2003).

[9] Takama, N., Muroya, Y. and Ishiwata, E., On the attainable order of collocation
methods for delay differential equations with proportional delay, BIT 40, 37&394
(2000).


