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一般の BANACH空間における
無限個の非拡大写像族の共通不動点への収束定理

九州工業大学・工学部 鈴木智成 (Tomonari SUZUKI)

1. 序

非拡大写像族の共通不動点に関する定理の中で, 筆者が最も気に入ってい
るのは, 次の 2 つである.

$\bullet$ 1 9 74 年, Bruck により証明された可換な非拡大写像族の共通不動
点の存在定理 [5].

$\bullet$ 1979 年, Ishikawa により証明された可換な有限個の非拡大写像族
の共通不動点への収束定理 [11].

最近, 筆者は後者の定理を改良するような, 無限個の写像族の共通不動点 $\text{へ}$

の収束定理を得た [20]. この稿ではその定理に関連した事柄について述べる.
Lhikawa の定理が発表されたのが 25 年前であるから, $\lceil 25$ 年間解かれな
かった問題が解けた ! 」 と言える. もちろん, これは冗談であって, 筆者はそ
のように大袈裟に考えてはいない.

2. 準備

本稿で使われる概念について若干の説明をする. なお, 文献 [21] に詳しい
説明があるので, 必要ならば参照されたい.

Banach 空間 $E$ が狭義凸 (strictly convex) であるとは., $x,$ $y\in E,$ $||x||=$

$||y||=1,$ $x$ \neq y ならば

$\frac{||x+y||}{2}<1$

が成立することである. ノルムの凸性から, この不等式は \lceil \leq 」 として 「 $=$」 付
きで常に成立するから, 狭義凸性というのはこの 「=」 が付かないという条件
である. 具体的な空間の例を挙げると, $1<p<\infty$ のとき, $L^{p}$ は狭義凸であ
り, $L^{1},$ $L^{\infty}$ は狭義凸ではない. 従って, 定理において狭義凸性を仮定するこ
とは, $L^{1},$ $L^{\infty}$ を除くということになる.

$T$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合 $C$ 上の写像とする. 写像 $T$ が非拡大
(nonexpansive) であるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx$ -Ty $||\leq||x-y||$

が成立することである. $T$ を作用する前の 2 点間の距離に比べて, 作用した後
の 2点間の距離 $\mathrm{B}\grave{\grave{\}}}$ –X字通り一拡大していない写像のことである. $T$ の不動
点集合を $F$ (T) と書く すなわち

$F(T)=\{x\in C : Tx=x\}$
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である. 非拡大写像は連続写像であるから, Schauder の不動点定理 [17] によ
り $C$ がコンパクトの場合は $F(T)\neq\emptyset$ , すなわち $T$ は不動点を持つ. .また,
文献 $[2_{j}3,4,9,12]$ に, $C$ がコンパクトでない場合の不動点の存在定理が証
明されている. 不動点の存在性は空間 $E$ の幾何学的性質と密接な関係があり,
現在においても積極的に研究されている.

$I$ を添え字集合とする. 非拡大写像族 $\{T_{j} : j\in I\}$ が可換であるとは) すべ
ての $i,$ $j$ \in I にたいして.’

$T_{i}\mathrm{o}7_{j}^{\urcorner}=T_{j}\mathrm{o}T_{i}$

が成立することである. $\{T_{j} : j\in I\}$ の共通不動点集合を $F$ (T) と書く.. すな
わち

$F(\mathcal{T})=\cap F(T_{j})$

$j\in I$

である. $C$ がコンパク $1\backslash$ の場合は $F(\mathcal{T})\neq\emptyset$ であることが知られている

DeMarr [6]. この定理は後に様々な数学者により拡張されたが, 冒頭で述べた
Bruck[5] の定理により一応の決着を得た.

$\{\alpha_{n}\}$ を $[0, 1]$ 区間の数列とするとき,

$x_{1}\in C$ , $x_{n+1}=\alpha_{n}Tx_{n}+(1-\alpha_{n})x$

で定義される iteration 1は Krasnoselskii&Mann iteration と呼ばれる $[13, 15]$ .
本稿では, この iteration の不動点^の収束定理, および写像族用に改良され
た iteration の共通不動点への収束定理を主な話題とする. $C$ のコンパクト

性を仮定するが, もちろん, それ以外の設定でも研究されている. たとえば,
Atsushiba&Takahashi [1], Edelstein &r O’Brien [8], Reich [16] 等を参照の
こと.

3. 狭義凸性を仮定する定理

この節では, 狭義凸性を仮定する収束定理について述べる.
1966 年, Edelstein は以下の定理を証明した. 狭義凸性の条件が有効に

働いていることをみるために, 証明も記す

定理 1(Edelstein [7]). $C$ を狭義凸 Banach 空間 $E$ のコンパクト凸集合とし,
$T$ を $C$ 上の非拡大写像とする. 点列 $\{x_{n}\}$ $\subset C$ を $x_{1}\in C,$ $x_{n+1}= \frac{1}{2}Tx_{n}+\frac{1}{2}x$n
で定義する. このとき $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に収束する.

証明. $T$ の不動点 $\prime w$ を 1 つ固定する. $T$ の非拡大性から, すべての自然数 $n$

について

$||x_{n+1}-w||\leq||x_{n}-w||$ および $||Tx_{n+1}-x_{n+1}||\leq||Tx_{n}-x_{n}||$

が成り立つ. すなわち, 数列 {|\models 。 $-w||$ } および {llTxユー $x_{n}||$ } は非増加であ
る. よって極限を持つ. それぞれの極限値を $\eta,$

$d$ と置ぐ $C$ のコンパクト性

から, {x。} は収束する部分列 $\{xf(n)\}$ を持つ. ここで, Dは自然数全体の集合
$\mathrm{N}$ 上の狭義単調増加写像である. 部分点列 $\{x_{](n)}.\}$ の収束先を $z1\in C$ とし,
$z_{2}\in C$ を $z_{2}= \frac{1}{2}Tz_{1}+\frac{1}{2}z$ 1 と置く ここで $\{x_{f(n)+1}\}$ が $z_{2}$ に収束して $\backslash$るこ

とに注意しよう. すなわち, $z_{1}$ も $z_{2}$ もともに $\{x_{n}\}$ の収積点である. よって,

$||$Tz1-zl $||=||$Tz2–z2 $||=d$ および $||z_{1}-w||=||z_{2}-w||=\eta$
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が成り立つ. 最後の等式より -.
$|$ |Tz1 $-w||=\eta$ が分かる. さて, $d>0$ を仮定

して矛盾を導こう. この仮定により
-’

$Tz_{1}\neq z_{1}$ が言える. したがって狭義凸性
から, $||z_{2}-w||<||z_{1}-u$) $||$ が言え, 矛盾を得る. $d=0$ から $z_{1}\in-F$ (T) であ
ることと $\{x_{n}\}$ が $z_{1}$ へ収束していることが分かる. ロ

Linhart は定理 1 を無限個の写像族へと拡張した.

定理 2 (Linhart[14]). $C$ を狭義凸 Banach 空間 $E$ のコンパク $|\backslash$ 凸集合と
し, $\{Tj : j\in \mathbb{N}\}$ を $C$ 上の可換な非拡大写像族とする. $\{\alpha_{j} : j\in \mathrm{N}\}$ を
$(0, 1)$ 区間の数列とし, $S_{j}x=\alpha_{j}T_{j}x+(1-\alpha j)x$ と置く $f$ を $\mathrm{N}$ 上の写像で,
$\#(f^{-1}(D)=\infty$ がすべての $j\in \mathrm{N}$ で成り立っものとする. ここで, \lceil #」 は集
合の濃度を表す記号とする. 点列 $\{x_{n}\}$ $\subset C$ を $x1\in C$ および

$x_{n+1}.=S_{f(\tau\iota)}.\mathrm{o}S_{f(n-1)}\circ$ $\circ S_{f(1)}.x_{1}$

で定義する. このとき, {x。} は $\{Tj : j\in \mathrm{N}\}$ の共通不動点へ収束する.

最近, 筆者は別の iteration を用いることで, 写像族の可換性を仮定しない
設定で収束定理を証明している [19].

4. 狭義凸性を仮定しない定理

1 9 76 年, Edelstein が定理 1 を証明してから 1 屋年後に, Ishikawa は狭
義凸性の条件が必要でないことを示した.

定理 3(Lhikawa [10]). $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸集合とし, $T$ を
$C$ 上の非拡大写像とする. 点列 $\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1} \in C.x_{71+1}’=\frac{1}{2}Tx_{n}+\frac{[perp]}{2}X\cdot,\iota$ で

定義する. このとき $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に収束する.

詳しい証明は述べないが, 定理 1 の証明において. $d>0$ から矛盾を導くのは
簡単ではない.

1 個の写像の収束定理の証明ですら簡単とは言えないのであるから, これ
が有限個の写像族になればさらに難しくなる. Ishikawa は以下の定理を証明
した [11]. これは冒頭で述べた 2番目の定理である. また, [18] も参照のこと $|$

定理 4 (Ishikawa [11]). $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸集合とし,
$\{T_{1}, T2, \cdot\cdot 1 , T_{k}\}$ を $C$ 上の可換な非拡大写像族とする. $\{\alpha_{1}, \alpha 2, \cdot. . , \alpha k\}$ を
$(0, 1)$ 区間の有限数列とし, $S_{j}x=\alpha_{j}T_{j^{X}}+(1-\alpha_{j})x$ と置く 点列 $\{x_{n}\}\subset C$

を $x_{1}\in C$ および

$x_{n+1}=[$
$\prod n$

$[S_{k}$
$.. \prod^{n_{k-1}}$

.
$[S_{k-1}$ $[S_{3}$

$\prod n_{2}$ $[S_{2} \prod n_{1}S_{1}]]$ . . $|]]]x_{1}$

$nk-1=1$ $nk-2-1$ $n1=1$ $no=1$

で定義する. このとき:{x,,} は $\{Tj : j=1,2, \cdot. l, k\}$ の共通不動点へ収束
する.

やや複雑な命題であるので》$k=4$ の場合の iteration を記述する.

$x_{2}=S4$ $S_{3}S_{2}S_{1}x_{1}$

$x_{3}=S4$ $S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}x_{2}$

$x4=S4$ $\mathrm{s}_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1^{X}3}$
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$x_{5}=S4Si3\mathrm{r}$ S2S1S1S1S1S2S1S1S1S2S1S1S2S1S3S2S1S1
$S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}x_{4}$

$x_{6}=S_{\mathit{4}}S$3S2 $S_{1}S_{1}S[perp] S\downarrow S$lS2Sl Sl Sl Sl S2Sl Sl Sl S2Sl S�
$S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}$

$S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}x_{5}$

$x7=$S4S3S2 $\circ^{\cap}[perp] S_{1}S_{1}S_{1}S\downarrow S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{1}$

$S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S[perp] S_{1}S-[perp] S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}$

$S_{1}S_{2}S_{1}-S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}$

$S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}S_{1}S_{3}S_{2}S_{1}S_{1}S_{1}S_{\mathit{2}}S_{1}S_{1}S_{\mathit{2}}S_{1}S_{\llcorner}.;S_{2}S_{1}S_{1}S_{2}$

$S_{1}S_{3}$. $S_{2}S_{1}x_{6}$ .

「SiSj $=S_{j}S$i」が一般には成立しないことに注意しよう. ある数学者はこの
定理に関して以下のような発言をしている: $\lceil \mathrm{I}\mathrm{s}1_{1}\mathrm{i}1<\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}$ のこの定理はあまり
知られていない. 非常に理解し難い定理であるというのが, たぶん, 理由の 1
つに挙げられるだろう 私もかつてこの定理を visualize するのに苦労し, 1
度理解することができた」理解することですら難しいのであるから, これを無
限個にすることはさらに難しいと予想される. この稿の序で 「 25 年間解か
れなかった問題」 と書いたが, 正確には $\lceil 25$年間捨て置かれた問題」 と書く
べきであろうか. 定理 4 がなければ, この問題は既に解かれていたであろう,
と筆者は推測している.
筆者も定理 4 を visualize $\llcorner$ようと何度も試みたが, 結局できなかった. し

かし, その過程で偶然にも次の定理を得ることができた.

定理 5 (Suzuki [20]). $C$ を Banach 空間 $E$ のコンバクト凸集合とし, { $Tj$ :
$j\in \mathrm{N}\}$ を $C$ 上の可換な非拡大写像族とする. $\lambda$ を $\lambda\in$ $(0, 1)$ なる実数とし,
$[0, 1]$ 区間の数列 $\{\alpha_{n}\}$ は

$\mathrm{l}\mathrm{i}\ln \mathrm{i}1\mathrm{l}\mathrm{f}.\alpha_{n}=0narrow\infty$’ $1 \mathrm{i}_{1’11}\sup_{\infty narrow}\alpha_{n}>0$
および $narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1(\alpha_{n}-\alpha_{n+1})=0$

を満たしているとする. 点列 $\{x_{n}\}$ $\subset C$ を $x_{1}\in C$ および

$x_{r\mathrm{r}+1}= \lambda(1-.\sum_{j=1}^{n-1}\alpha_{n}^{j})$ $Tlx \text{。}+\lambda(\sum_{j=1}^{n-1}\alpha_{r\iota_{l}}^{j}T_{j+1}x_{n})+(1-\lambda)x_{n}$

で定義する. このとき, $\{x_{n}\}$ は $\{T_{j} : j\in \mathbb{N}\}$ の共通不動点へ収束する.

この定理の証明にあたり, 以下の補助定理を用いている. ニ \sigma )-- $E^{arrow}$用ではな
いかと思われる一補助定理を記述して., この稿を終えたい.

補助定理 1 (Suzuki [20]). Banach 空間 $E$ における有界点列 $\{z_{n}\}$ および
$\{w_{n}\}$ は zn+l=\mbox{\boldmath $\alpha$}nw。 $+(1-\alpha_{n})z$n および

$1 \mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\sup_{-n\cdot\infty}$ (llw。+l–wnll–llzn+l–zn $11)\leq 0$

を満たして $\mathrm{A}\mathrm{a}$ るとする. ここで $\{\alpha_{n}\}$ は $0<\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}$nfn $\alpha_{n}\leq 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\mathrm{s}$upn $\alpha_{n}<1$ を
満たす区間 $[0, 1]$ の実数列とする, このとき $1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}_{n}||w_{n}-z_{n}||=0$ が成立する.
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