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1 概要
多体力学系の回転対称性による簡約化を扱う. 回転群 SO(3) は, 多体重心系へ自然
に作用する. SO(3)-作用の軌道型に従って, 多体重心系は 3 つの層へ層化される. 主

層は等方部分群が自明な非特異配位から成る. 残りの 2 つの層は直線状配位からなる
層と全衝突配位のみからなる層であり, 各々の等方部分群はそれそれ SO(2) や SO(3)
に同型である. 後者の 2 つの層に含まれる配位を特異配位と呼ぶ. 古典系, 量子系と

も, 力学は各々の層ごとに定式化され, SO(3) の対称性により各層ごとに簡約化され
る. 実際, 我々は各層で定義された力学を層ごとに簡約化することを, 量子系に対し
て果たしている [1]. 本稿では, 古典系の層化簡約化をラグランジュ系, 及びハミルト

ン系の両系で考える. また, 最後に非特異配位から直線状配位への極限を考える. こ

の際に, 簡約化方程式から導かれる拘束条件を 3 体系において考察する.

2 多体重心系の層化
まず,- 多体重心系の幾何学的準備をする. $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{N}$ を $\mathrm{R}^{3}$ における質点の位置ベク
トルとし, $m_{1},$ $\cdots,$ $m_{N}$ を各質点の質量とする. このとき, 質点系の配位は各質点の位
置ベクトルの組 $x=$ ( $x_{1},$ $\cdots,$ $x$N) で表され, 配位の全体を配位空間と呼ぶ. ここから

平行移動の自由度を取り除いた $N$ 体重心系を $M$ で表す :

$M=\{x=(x_{1}, \cdot\cdot \mathrm{t}, x_{N})|x_{j}\in \mathrm{R}^{3},$ $\sum_{j=1}^{N}$ $mjxj=0\}$ (2.1)

さらに, 線形部分空間 $F_{x}$ を

$F_{x}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{oe_{1}, \cdot. . , x_{N}\}$ (2.2)
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で定めると, $F_{x}$. の次元 $\dim F_{x}$ に従って, 重心系 $M$ は 4つの部分集合に分けられる :

$M=\cup^{3}M_{k}k=0$ , $M_{k}:=\{x\in M|\dim F_{x}=k\}$ . (2.3)

また, 回転群 SO(3) は各質点を一斉に回転させるというやり方で, 重心系 $M$ に自然
に作用する. $g\in SO$ (3) と $x\in M$ に対して,

$\Phi,(x)=gx=(gx_{1}, \cdots, goe_{N})$ (2.4)

である. ある配位 $x\in M$ を通る SO (3) の軌道 $\mathcal{O}_{x}=\{gx\in M|g\in SO(3)\}$ は, $x$ にお

ける SO(3) の等方部分群 $G_{x}=\{g\in SO(3)|gx=x\}$ の次元に従って, 3つの軌道型に
分類される :

$\mathcal{O}_{x}\cong SO(3)/G_{x}\cong\{$

SO(3) for $x\in M_{2}\cup M_{3}$ ,
$S^{2}$ for $x\in M_{1}$ ,

{0} for $x\in M_{0}$ .
(2.5)

これらの軌道型に従って, 多体重心系は

$M=\dot{M}\cup M1$ 火 $M_{0}$ , $\dot{M}:=M_{2}\cup M_{3}$ (2.6)

のように 3つの層へ層化される. 主層 $\dot{M}$は等方部分群が自明な非特異配位から成る. 残り
の 2つの層は直線状配位からなる層 $M_{1}$ と全衝突配位のみからなる層 $M_{0}$ であり, 各々の
等方部分群はそれぞれ SO(2) や $SO$ (3) に同型である. すると, 射影 $\pi$ : $Marrow M/SO(3)$

も層化され, 各層ごとにファイバー束の構造を持つ [1] :

$\dot{M}arrow\dot{M}/SO(3)$ , $M_{1}arrow M_{1}/SO(3)$ , $M_{0}arrow M_{0}/SO(3)$ . (2.7)

ラグランジアン系, ハミルトン系とも, 力学は各々の層ごとに定式化され, SO(3) の
対称性により簡約化される. また, 商空間 $M/SO$ (3) を形状空間と呼ぶ.
ここで, 重心系の配位を記述するのに便利なヤコビベクトル $r_{j}$ を

$r_{j}=( \frac{1}{\mu_{j}}+\frac{1}{m_{j+1}})^{-1/2}(x_{j+1}-\frac{1}{\mu_{j}}\sum_{i=1}^{j}m_{i}x_{i})$ : $j=1,$ $\cdot\cdot 1$ , $N-1$ (2.8)

のように導入する. 但し, $\mu_{j}=\sum_{i=1}^{j}m$i である. $N$ 体重心系は $\mathrm{R}^{3(N-1)}$ に同相であり,

重心系の配位は $N-1$ 個のヤコビベクトルの組と同一視できる :

$M\cong\{x=(r_{1}, \cdots, r_{N-1})|rj\in \mathrm{R}^{3}, j=1, \cdots, N-1\}$ . (2.9)

このヤコビベクトルを用いて, 慣性テンソル $A_{x}$ : $\mathrm{R}^{3}arrow \mathrm{R}^{3}$ は

$A_{x}(v)= \sum_{j=1}^{N-1}r_{j}\mathrm{x}(v\cross r_{j})$ , $v\in \mathrm{R}^{3}$ , (2.10)
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と表わすことができ , $x\in\dot{M}$ における接続形式 $\omega_{x}$ : $T_{x}(\dot{M})arrow so$(3) は

(2.11)$\omega_{x}=R(A_{x}^{-1}(\sum_{j=1}^{N-1}r_{j}\mathrm{x}dr_{j}))$

で定められる. ここで, $R$ は同型写像 $R:\mathrm{R}^{3}arrow so$ (3) である. この接続形式 $\omega_{x}$ は $\dot{M}$

の接空間 $T_{x}(\dot{M})$ の直和分解を与える :

$T_{x}(\dot{M})=V_{x}\oplus H_{x}$ . (2.12)

ここで, $V_{x}:=T_{x}$ (Ox) であり, $H_{x}:=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\omega$x である. また, $V_{x}$ を垂直 (回転) 部分空間
と呼ひ, $H_{x}$ を水平 (振動) 部分空間と呼ぶ. さらに, 2つの部分空間 $V_{x}$ と $H_{x}$ は, 計量

$ds^{2}$
$= \sum_{j=1}^{N-1}d$rj. $drj$ (2.13)

に関して直交する.
今節の最後に, 接続形式と計量を $\dot{M}$ 上の局所座標で表わしておく. 開集合 $U$ を

$\dot{M}/SO$ (3) 内の部分集合とし, $\sigma$ : $Uarrow\dot{M}$ を $U$ 上で定義される局所切断とすると,
$\pi^{-1}$ (U) 内の任意の点 $x$ は

$x=g\sigma(q)=(g\sigma_{1}, \cdots, g\sigma_{N-1})$ , $q\in U,$ $g\in SO(3)$ (2.14)

と表わされる. $g\in SO$ (3) をオイラー角 $(\phi, \theta, \psi)$ で表わし, $q=(q^{1}, \cdots, q^{3N-6})$ とし,

$(q, g)$ を $\dot{M}$ の局所座標とする. このとき, 接続形式 $\omega_{x}$ は

$\omega_{g\sigma}(q)=d_{\mathit{9}g}^{-1}+g\omega_{\sigma(q)}g^{-1}=g(g^{-1}dg+\omega_{\sigma(q)})g^{-1}$ (2.15)

と書ける. ここで,

(2.16)$\omega_{\sigma}$ (q) $:=R(A_{\sigma(q)}^{-1}$ ($\sum_{j=1}^{N-1}\sigma$j(q) $\mathrm{x}d\sigma_{j}(q)$) $)$

とおいた. さらに, $\Lambda_{\alpha}^{a}$ (q) を以下の式で定める :

$\omega$(7(q) $= \sum_{a=1}^{33}\sum_{\alpha=1}^{N-6}\Lambda_{\alpha}^{a}(q)dq^{\alpha}R(e_{a})$. (2.17)

但し, $e_{a},$ $a=1,2$ , $3$ は $\mathrm{R}^{3}$ の標準基底てある. また, 動標構 ua=ge。導入すると, 接
続形式 $\omega_{x}$ は

$\omega_{g\sigma(q)}=\sum_{a=1}^{3}\mathrm{O}$-a $R$(ua), $\Theta^{a}:=\Psi^{a}+\sum_{\alpha=1}^{3N-6}\Lambda_{\alpha}^{a}(q)dq^{\alpha}$ (2.18)
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と表わすことができる. ここで、 $\Psi^{a}$ は

$g^{-1}dg= \sum_{a=1}^{3}\Psi^{a}$R(e$a$ ) (2.19)

で定められる SO(3) の左不変 1-形式である.

開集合 $U$ 上のベクトル場 $\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}$ の水平リフト $( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}$ は,

$\pi_{*}\{$$\omega_{g\sigma(q)}((\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*})=0$ , (2.20)$( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*})=\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}$

を満たすように定められる. SO(3) 上の左不変ベクトル場を K。を用いて, 水平リフト

$( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}$ の局所座標表示

$( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}=\frac{\partial}{\partial q^{\alpha}}-\sum_{a=1}^{3}\Lambda_{\alpha}^{a}\mathrm{G}\mathrm{h}$ , $\alpha=1,2,$ $\cdots$ , $3N-6$ (2.21)

を得る. ここで, SO(3) 上の左不変ベクトル場 K。は, $\Psi^{a}$ と双対関係にある :

$\Psi^{a}(K_{b})=\delta_{b}^{a}$ , $a,$ $b=1,2,3$ . (2.22)

さらに, 1-形式 $dq^{\alpha},$ $\Theta a$ とベクトル場 $( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}$ , K。は

$dq^{\alpha}\{$

$\ominus^{a}$

$( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})=\delta_{\beta}^{\alpha}$ , $dq^{\alpha}(K_{a})=0$ ,
(2.23)

$(( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})=0$ , $\Theta^{a}(K_{b})=\delta_{b}^{a}$ .

を満たし, それぞれ, $\pi^{-1}(U)\cong U\mathrm{x}SO$(3) 上の 1-形式とベクトル場の基底をなす. こ

の結果, 接空間の直交分解 (2.12) に従って, 計量は $dq^{\alpha},$ $\ominus a$ を用いて

$ds^{2}= \sum_{\alpha,\beta}a_{\alpha\beta}d^{\alpha}qd^{\beta}q+\sum_{a,b}A_{ab}\ominus^{a}\Theta^{b}$
(2.24)

と表わすことができる. ここで, $a_{\alpha\beta}$ と A。ゎを

$a_{\alpha\beta}:=ds^{2}(( \frac{\partial}{\partial q^{\alpha}})^{*}:$ $( \frac{\partial}{\partial q^{\beta}})^{*})$ , (2.25)

$A_{ab}:=ds^{2}(K_{a}, K_{b})$ (2.26)

によって導入する.
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3 ラグランジュ系の層化簡約化
古典ラグランジュ系では, オイラー–ラグランジュ方程式が系の運動を記述する. こ

のオイラー–ラグランジュ方程式は変分原理から得ることができる [2]. 本節では, 各

層ごとのラグランジュ系に変分原理でオイラー -ラグランジュ方程式を導き, それを

SO(3) の対称性により各層ごとに簡約化する.

3.1 非特異配位のラグランジュカ学

前節で述べたように, $(q, g)\in\pi^{-1}$ (U) は $\dot{M}$ の局所座標であり, $(\dot{q}, j)\in T_{\sigma(q)}(\pi^{-1}(U))$

である. そこで, $(q, g,\dot{q},\dot{g})$ が $T\dot{M}$ の局所座標となる. だが, (2.18) 式で与えられる接
続形式 $\Theta^{a}$ から, so(3)-値変数垣を

�
$= \xi+\sum_{\alpha}\Lambda_{\alpha}\dot{q}\alpha$

(3.1)

で導入し, $(q, g,\dot{q}, \Pi)$ を $T\dot{M}$ の局所座標とする. ここで,

$\xi=g^{-1}\dot{g}$ , $\Lambda_{\alpha}=\sum_{a}\Lambda_{\alpha}^{a}(q)R(e_{a})$ (3.2)

とおいた. 今, 系にラグランジアン $L$ (q, $g,\dot{q},$ $\Pi$ ) が与えられていると仮定する. このと
き, 固定端条件

$\delta$q(ti) $=0$ , $\delta$g(t$i$ ) $=0$ , $i=1,2$ (3.3)

の下での変分原理

$\delta\int_{t_{1}}^{t_{2}}L(q, g,\dot{q}, \Pi)dt=0$ (3.4)

を適用し, オイラー-ラグランジュ方程式を導ぐ ラグランジアン $L$ の変分は

$\delta L=\sum_{\alpha}\frac{\partial L}{\partial q^{\alpha}}\delta$ q$\alpha+\sum_{\alpha}\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{\alpha}}\delta C+\langle\frac{\partial L}{\partial g},$
$\delta g)+\langle\frac{\partial L}{\partial\Pi},$ $\delta\Pi\rangle$ (3.5)

と表わされる. ここで, $\langle A, B\rangle:=\mathrm{t}\mathrm{r}$ (ATB) とする. 但し, so(3)-値変数�の変分は

$\delta\Pi=[\xi, g^{-1}\delta g]+\sum_{\alpha,\beta}(\frac{\partial\Lambda_{\beta}}{\partial q^{\alpha}}-\frac{\partial\Lambda_{\alpha}}{\partial q^{\beta}})\dot{q}^{\beta}\delta^{\alpha}q+\frac{d}{dt}(g^{-1}\delta g)+\frac{d}{dt}(\sum_{\alpha}\Lambda_{\alpha}\delta q\alpha)$ (3.6)

てあることに注意. すると, 非特異配位のオイラー–ラグランジュ方程式は

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{\alpha}})-\frac{\partial L}{\partial q^{\alpha}}$
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$= \{\frac{\partial L}{\partial\Pi}$ , $\sum_{\beta}K_{\alpha\beta\dot{q}}^{\beta}\rangle-\langle\frac{\partial L}{\partial\Pi},$ $[ \Pi, \Lambda_{\alpha}]\rangle-\frac{1}{2}\{g^{-1}\frac{\partial L}{\partial g}-(\frac{\partial L}{\partial g})^{T}g,$ $\Lambda_{\alpha}\rangle$ , (3.7a)

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\Pi})=[\frac{\partial L}{\partial\Pi},$
$\Pi]-\sum_{\beta}[\frac{\partial L}{\partial\Pi},$

$\Lambda_{\beta}]\dot{q}^{\beta}+\frac{1}{2}(g^{-1}\frac{\partial L}{\partial g}-(\frac{\partial L}{\partial g})^{T}g)$ (3.7b)

となる. 但し, $K_{\alpha\beta}$ は曲率テンソルである :

$K_{\alpha\beta}:= \frac{\partial\Lambda_{\beta}}{\partial q^{\alpha}}-\frac{\partial\Lambda_{\alpha}}{\partial q^{\beta}}-[\Lambda_{\alpha}, \Lambda_{\beta}]$ . (3.8)

ここて, オイラー– ラグランジュ方程式が, 局所切断の選ひ方に依らないことを注
意しておく. 実際, $U\cap U’\neq\emptyset$ を満たす開集合 $U’\subset\dot{M}/SO$(3) に対して, 局所切
断 $\sigma’$ : $U’arrow\dot{M}$ をとる. すると, $q\in U\cap U’$ に対して, $\sigma’(q)=h(q)\sigma(q)$ を満たす
$h(q)\in SO$ (3) が存在する. このとき, 以下のようにテンソルの変換則を濶たす量と,
接続の変換則と同様の変換をする量が存在する :

$A_{\sigma’(q)}=h(q)A_{\sigma(q)}h^{-1}(q)$ , $\Pi’=h(q)\Pi h^{-1}(q)$ ,

$K_{\alpha\beta}’=h(q)K_{\alpha\beta}h^{-1}(q)$ , $\frac{\partial L’}{\partial\Pi},$ $=h(q) \frac{\partial L}{\partial\Pi}h^{-1}(q)$ , etc.

$\Lambda_{\alpha}’(q)=\frac{\partial h}{\partial q^{\alpha}}(q)h^{-1}(q)+h(q)\Lambda_{\alpha}(q)h^{-1}(q)$ , etc.

これらの変換則を用いることによって, オイラー- ラグランジュ方程式が局所切断の
選び方に依らないことを示すことができる.
さて, ラグランジアン $L$ が SO(3)-作用の下で不変であると仮定しよう:

$L(q, f\iota g,\dot{q}, \Pi)=L(q, g,\dot{q}, \Pi)$ , $\forall h\in SO(3)$ . (3.9)

ここて, �は左作用の下で不変であることに注意. $h=$ 一とおいて $t=0$ てこの等式
を微分すると,

$\frac{d}{dt}$ L(q, $\dot{q}$ , $e^{t\eta}g,$ $\Pi$ ) $|_{t=0}= \langle\frac{\partial L}{\partial g},$
$\eta$g $\rangle=\frac{1}{2}\{\frac{\partial L}{\partial g}g^{-1}-g(\frac{\partial L}{\partial g})^{T},$$\eta\rangle=0$ (3.10)

となる. さらに, $\eta\in \mathrm{s}\mathrm{o}(3)$ は任意であるから, ラグランジアンが SO(3)-不変であるた
めの条件として,

$g^{-1} \frac{\partial L}{\partial g}-(\frac{\partial L}{\partial g})^{T}g=0$ (3.11)

を得る. このとき, ラグランジアン $L$ は, 商バンドル

$T\dot{M}/SO(3)\cong T(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}$ (3.12)
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上の関数 $L^{*}$ $(q, q., \Pi)$ に簡約化される. ここで, 上式の右辺はホイットニー和であり, $\tilde{\mathcal{G}}$

は $\mathcal{G}=\mathrm{s}\mathrm{o}(3)$ 上の随伴束 $\overline{\mathcal{G}}=\dot{M}\mathrm{x}$

sO(3)
$\mathcal{G}$ である. このとき, (3.7) 式, (3.11) 式から,

$T(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}$上の簡約化運動方程式

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\dot{q}^{\alpha}})-\frac{\partial L^{*}}{\partial q^{\alpha}}=\langle\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi},$ $\sum_{\beta}K_{\alpha\beta\dot{q}}^{\beta}\}-\langle\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi},$ $[\Pi, \Lambda_{\alpha}]\rangle$ : (3.13a)

$\frac{d}{dt}\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}=[\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi},$
$\Pi]-\sum_{\beta}[\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi},$

$\Lambda_{\beta}]\dot{q}^{\beta}$ (3.13b)

を得る. また, (3.13b) 式 $1\mathrm{h}$ $\frac{d}{dt}\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}=[\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi},$ $\xi$] と変形でき, これより

$\frac{d}{dt}(g\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}g^{-1})=0$ (3.14)

を得る. 即ち, $g \frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}g^{-1}$ は保存量であることがわかる.

定理 1 非特異配位のオイラー-ラグランジュ方程式は (3.7) 式で与えられ, これは

局所切断の選び方に依らない. さらに, ラグランジアンが SO(3)-不変であるとき,
オイラー–ラグランジュ方程式は $T(\dot{M}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}$上の運動方程式 (3.13) に簡約化

される. また, $g \frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}g^{-1}$ は保存量である.

計量の局所座標表示 (2.24) から, 非特異配位の SO(3)-不変なラグランジアンは

$L^{*}$
$(q, \dot{q}, \Pi)=\frac{1}{2}\sum_{\alpha,\beta}a_{\alpha\beta}\dot{q}^{\alpha}\dot{q}^{\beta}+\frac{1}{4}\langle\Pi, RA_{\sigma(q)}R^{-1}\Pi\rangle-V(q)$ (3.15)

で与えられる. 但し, ポテンシャルエネルギーは, 形状空間の座標 $q$ のみに依存する
関数 $V$ (q) を選ぶ. すると, 簡約化運動方程式は

(3.16a)

$\frac{d}{dt}\dot{q}^{\alpha}+\sum_{\beta,\gamma}\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}\dot{q}^{\beta}\dot{q}^{\gamma}+\sum_{\beta}a^{\alpha\beta}\frac{\partial V}{\partial q^{\beta}}$

$= \sum_{\beta,\gamma}a^{\alpha\beta}$ ($A\pi$ . $\kappa_{\beta\gamma}\dot{q}^{\gamma}+\frac{1}{2}\pi$ . ( $\frac{\partial A}{\partial q^{\beta}}-$ $[\Lambda_{\beta}, A]$) $\pi$),
$\frac{d}{dt}$ (A$\pi$ ) $=A \pi \mathrm{x}\pi-\sum_{\alpha}A\pi \mathrm{x}\lambda_{\alpha}\dot{q}^{\alpha}$

(3.16b)

と表わされる. 但し, ベクトル $\pi,$ $\lambda_{\beta},$
$\kappa_{\alpha\beta}$ は

� $=R$(\pi ), $\Lambda_{\beta}=R(\lambda_{\beta})$ , $K_{\alpha\beta}=R(\kappa_{\alpha\beta})$ (3.17)
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で定められる. また, $\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}$ は計量テンソル $a_{\alpha\beta}$ から求まるクリストッフェル記号である :

$\Gamma_{\beta\gamma}^{\alpha}:=\frac{1}{2}\sum_{\delta}a^{\alpha\delta}(\frac{\partial a_{\delta\gamma}}{\partial q^{\beta}}+\frac{\partial a_{\delta\beta}}{\partial q^{\gamma}}-\frac{\partial a_{\beta\gamma}}{\partial q^{\delta}})$ (3.18)

ここで, (a\mbox{\boldmath $\alpha$}\beta )=(a。\beta )-l とした. また, 保存量 $g \frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}g^{-1}$ は全角運動量の $\frac{1}{2}$ であるこ

とが確かめられる :

$g \frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi}g^{-1}=\frac{1}{2}gR(A_{\sigma(q)}\pi)g^{-1}=\frac{1}{2}R(gA,\pi(9))=\frac{1}{2}R(L)$ . (3.19)

ここて, $L$ は全角運動量

$L= \sum_{j}r_{j}\mathrm{x}\dot{r}_{j}=gA_{\sigma(q)}\pi$
(3.20)

である.

の^\urcorner Jfflffl\emptyset #\llcorner \approx \star ‘}&\acute \mbox{\boldmath $\tau$}|6L\acute ,共#,ae’,ffl\acute ffl9/\star$\text{として}\mathbb{H}<.\text{そ_{}arrow C^{\mathrm{s}}}^{\vee}l^{}\mathrm{c}^{\vee\supset\triangleright \text{て_{}\mathrm{I}1}^{\vec{\Xi}}\mathrm{E}\text{し^{}-}C\mathrm{k}^{\backslash }<}\mathrm{a},$

$\cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}q(t)\gamma_{\mathrm{D}^{\vee\supset}}\backslash -.ffl_{\backslash }’\text{変}’ ffl^{\mathrm{I}}p\text{を}\frac{D}{\partial\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\alpha}}=\frac{\partial}{\partial q^{\alpha},l_{\mathrm{L}}^{\backslash }}-\Lambda_{\alpha}1\mathrm{h}.\dot{M}\mathrm{x}_{SO(3)}\mathrm{R}^{3}\cong\tilde{\mathcal{G}}$

$\frac{D}{dt}:=\frac{d}{dt}-\sum_{\alpha}\Lambda_{\alpha}\dot{q}=\sum_{\alpha}\alpha\dot{q}^{\alpha}\frac{D}{\partial q^{\alpha}}$ (3.21)

のように導入すると, (3.16b) 式は

$\frac{D}{dt}(A_{\sigma(q)}\pi)=A_{\sigma(q)}\pi\cross\pi$ (3.22)

と表わすことができる.

3.2 直線状配位のラグランジュカ学

ます, $M_{1}/SO$ (3) の局所座標を導入しよう. $\tilde{U}$ を $M_{1}/SO$ (3) 内の開集合とし, $\overline{\sigma}$ : $\tilde{U}arrow$

$M_{1}$ を $\tilde{U}$ 上で定義される局所切断とする :

$\tilde{\sigma}(\zeta)=(\zeta^{1}e_{3},$ $\cdot\cdot(, \zeta^{N-1}e_{3}),$ $\zeta=(\zeta^{\alpha})\in\tilde{U}$ . (3.23)

すると, $\pi^{-1}$ (U) 内の任意の点 $x$ は

$x=g\tilde{\sigma}(\zeta)=((^{1}ge_{3}, \cdots, \zeta^{N-1}ge_{3}),$ $g\in SO(3)$ (3.24)

と表わされる. ここで, $g$ をオイラー角 $(\phi, \theta, \psi)$ を用いて $g=e^{\phi R(\mathrm{e}\mathrm{s})}e^{\theta R(e_{2})}e^{\psi R(\epsilon_{3})}$ と表わ

すと, オイラー角の 1つ $\psi$ は無効となる. この結果, 配位 $x$ は局所座標 $(\theta, \phi, \zeta^{1}, \cdots, \zeta^{N-1})$

によって指定されることに注意. 以下ては, $g=e^{\phi R(e\mathrm{s})}e^{\theta R(e\mathrm{s})}$ とする. ベクトル場

$\tilde{K}_{1}=-\frac{1}{\sin\theta}\frac{\partial}{\partial\phi}$, $\tilde{K}_{2}=\frac{\partial}{\partial\theta}$ (3.25)
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は SO(3) の軌道に接し, これらが $M_{1}$ 上の垂直ベクトル場の基底となる. また, $M_{1}$ 上

に誘導される計量 $\tilde{ds}^{2}$ は

$ds^{2}= \sum_{\alpha=1}^{N-1}-(\zeta^{\alpha})2$ ($\sin\theta$d$\phi^{2}+d\theta^{2}$ ) $+ \sum_{\alpha=1}^{N-1}$ (d$\zeta$’) $2$ (3.26)

と表わされる. このとき,

$ds^{2}$ ( $\tilde{K}_{a},\tilde{K}_{b})=\sum_{\alpha=1}^{N-1}(\zeta’)^{2}\delta_{ab}$ , $a,$ $b=1,2$ , (3.27a)

$ds^{2}(\tilde{K}_{a},$ $\frac{\partial}{\partial\zeta^{\alpha}})=0$ , $a=1,2$ , $\alpha=1,$ $\cdot\cdot 1$ , $N-1$ , (3.27b)

$ds^{2}( \frac{\partial}{\partial\zeta^{\alpha}},$ $\frac{\partial}{\partial\zeta^{\beta}})=\delta$
0$\beta$

: $\alpha$ , $\beta=1,$ $\cdots$ , $N-1$ (3.27c)

が確かめられ, $\frac{\partial}{\partial(^{\alpha}}$ , $\alpha=1,$ $\cdot\cdot \mathrm{t}$ , $N-1$ が水平ベクトル場の基底となる.

$TM_{1}$ の局所座標は $(\zeta, u,\dot{\zeta},\dot{u})$ である. 但し, $u:=ge$, とおいた. 関係式 $\overline{\xi}=g^{-1}\dot{g}=$

$R(\tilde{\Omega})$ より, $\dot{u}$ は

$\dot{u}=g\tilde{\xi}e_{3}=gR(\tilde{\Omega})e_{3}=g(\tilde{\Omega}\mathrm{x}e_{3})$ (3.28)

と表わせるから, so(3)-値変数�を

� $:=R(\tilde{\Omega}\mathrm{x}e_{3})=[g^{-1}\dot{g}, R(e_{3})]$ (3.29)

により導入する. 以下では, $(\zeta, u,\dot{\zeta}, \Pi)\sim$ を $TM_{1}$ の局所座標とする. 非特異配位の場合
と同様に, 変分原理を用いることにより, 直線状配位のオイラー– ラグランジュ方程式

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\dot{\zeta}^{\alpha}})-\frac{\partial L}{\partial\zeta^{\alpha}}=0$ , (3.30a)

$\tilde{P}(\frac{d}{dt}\frac{\partial L}{\partial\overline{\Pi}}-\{$ (3.30b)$\tilde{P}(\frac{\partial L}{\partial\overline{\Pi}}),\tilde{\xi}$] $- \frac{1}{2}R(g^{-1}\frac{\partial L}{\partial u}))=0$,

(3.30c)$[ \overline{P}(\frac{\partial L}{\partial^{-}\Pi}),$ $\Pi-]=0$

を得る. ここで, $P=I-e_{3}e_{3}^{T}$ であり, $\overline{P}$ は $\tilde{P}R=RP$ を満たす射影作用素である.
さて, ラグランジアン $L$ が SO(3\succ 作用の Tで不変てあると仮定しよう :

$L(\zeta, e^{tR(a)}u,\dot{\zeta},\tilde{\Pi})=L(\zeta, u,\dot{\zeta},\overline{\Pi})$ for all $R(a)\in$ s0(3). (3.31)

ここで, �は左作用の下で不変てあることに注意. $t=0$ でこの等式を微分すると,

$\frac{d}{dt}L(\zeta, e^{t}" a)_{u,\dot{\zeta}}$, $\tilde{\Pi})$ $|_{\mathrm{t}=0}=R(a)u \cdot\frac{\partial L}{\partial u}=a1(u\mathrm{x}\frac{\partial L}{\partial u})=0$ (3.32)
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となり, $a\in \mathrm{R}^{3}$ は任意であるから,

$u \mathrm{x}\frac{\partial L}{\partial u}=(ge_{3})\cross(gg^{-1}\frac{\partial L}{\partial u})=g(e_{3}\mathrm{x}g^{-1}\frac{\partial L}{\partial u})=0$ . (3.33)

この結果, ラグランジアンが SO(3)-不変であるための条件として,

(3.34)$\tilde{P}(R(g^{-1}\frac{\partial L}{\partial u}))=0$

を得る. このとき, ラグランジアン $L$ は, 商バンドル

$TM_{1}/SO(3)\cong T(M_{1}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}_{1}$ (3.35)

上の関数 $L^{*}$ $(\zeta, \zeta.,\tilde{\Pi})$ に簡約化される. ここで, $\overline{\mathcal{G}}_{1}$ は $M_{1}/SO$ (3) 上のあるベクトル束で
ある. このとき, (3.30) 式, (3.34) 式から, $T(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}$ 上の簡約化運動方程式

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\dot{\zeta}^{\alpha}})-\frac{\partial L^{*}}{\partial\zeta^{\alpha}}=0$ , (3.36a)

$\tilde{P}(\frac{d}{dt}\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi-}$ $-\{$ (3.36b)$\overline{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\overline{\Pi}})$ , $\tilde{\xi}])=0$ ,

(3.36c)$[ \tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi\sim}),\overline{\Pi}]=0$

を得る. また, (3.36b) 式, (3.36c) 式から,

$\frac{d}{dt}(g\{$ (3.37)$\tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\overline{\Pi}}),$ $R(e_{3})]g^{-1})=0$

を得る. 即ち, $g[ \tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\overline{\Pi}}),$ $R(e_{3})]g$-1 は保存量であることがわかる.

定理 2 直線状配位のオイラー– ラグランジュ方程式は (3.30) 式で与えられ, これは
局所切断の選び方に依らない. さらに, ラグランジアンが SO(3)-不変であるとき,
オイラー-ラグランジュ方程式は $T(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}$ 上の運動方程式 (3.36) に簡約

化される. また, 9 $[ \tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\overline{\Pi}}),$ $R$ (e3)] $g^{-1}$ は保存量である.

$N$ 体系の直線状配位のラグランジアンは

$L^{*}( \zeta,\dot{\zeta}, \Pi)\sim=\frac{1}{2}\sum_{\alpha}(\dot{\zeta}^{\alpha})^{2}+\frac{1}{4}\rho(\zeta)\langle\sim\Pi,$ $\Pi)\sim-V_{1}(\zeta)$ (3.38)

で $5\wedge$えられる. 但し, $\rho(\zeta)=\sum_{\alpha}(\zeta^{\alpha})^{2}$ とおいた. また, ポテンシャルエネルギーは,

形状空間の座標 $\zeta$ のみに依存する関数 $V_{1}$ (\mbox{\boldmath $\zeta$}) を選ぶ. すると, 直線状配位の簡約化運動
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方程式は

$\frac{d}{dt}\dot{\zeta}^{\alpha}+\frac{\partial V_{1}}{\partial\zeta^{\alpha}}=\zeta$

’ $|\tilde{\Omega}\cross e_{3}|^{2}-$

’
(3.39a)

$\frac{d}{dt}(\rho(\zeta)\tilde{\Omega}\mathrm{x}e_{3})=P((\rho(\zeta)\overline{\Omega}\mathrm{x}e_{3})\mathrm{x}\tilde{\Omega}$) (3.39b)

と表わされる. また, 保存量 $g[ \tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\overline{\Pi}}),$ $R(e_{3})]g$-1 は

$g[ \tilde{P}(\frac{\partial L^{*}}{\partial\Pi\sim}),$ $R(e_{3})]g^{-1}= \frac{1}{2}g[RP(\rho(\zeta)\overline{\Omega}\mathrm{x}e_{3})$ , $R(e_{3})]g^{-1}$

$=- \frac{1}{2}R(g\overline{M})$ (3.40)

と計算される. ここで,

$\overline{M}:=\rho(\zeta)$ P$(\overline{\Omega})=\rho(\zeta)$ e3 $\cross(\overline{\Omega}\mathrm{x}e_{3})$ (3.41)

とおいた. これは body フレームでみた全角運動量である. この結果, 全角運動量 $g\overline{M}$

が保存されることが分かる.

4 ハミルトン系の層化簡約化
古典ハミルトン系でも同様に, ハミルトンの運動方程式が変分原理から各層で得る
ことができ, SO (3) の対称性により各層ごとに簡約化される.

4.1 非特異配位のハミルトンカ学
$T\dot{M}$ の局所座標は $(q, g,\dot{q}, \Pi)$ て与えられた. この系にラグランジアン $L(q\sim, q., \Pi)$ が

与えられていると仮定すると, $(\dot{q}, \Pi)$ に共役な運動量 $(p, \mathcal{M})$ は

$p_{\alpha}= \frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{\alpha}}$ , $\mathcal{M}=2\frac{\partial L}{\partial\square }$ (4.1)

により定められる. そこで, $(q, g,p, \mathcal{M})$ を $T^{*}\dot{M}$ の局所座標とする. このとき, ハミル
トニアン $H$ は

$H(q, g,p, \mathcal{M})=\sum_{\alpha}p_{\alpha}\dot{q}^{\alpha}+\frac{1}{2}\langle \mathcal{M}, \Pi\rangle-L(q, g,\dot{q}, \Pi)$ (4.2)

で俟えられる.
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古典ハミルトン系でもラグランジュ系と同様に, 変分原理からハミルトン方程式が
導かれる. 実際, 境界条件

$\delta$q(t$i$ ) $=0$ , $\delta$g(ti) $=0$ , $\delta$p(ti) $=0$ , $\delta \mathcal{M}(ti)=0$ , $i=1,2$ (4.3)

の下で変分原理

$\int_{t_{1}}^{t_{2}}$ ($\sum_{\alpha}p_{\alpha}\frac{dq^{\alpha}}{dt}+\frac{1}{2}\langle \mathcal{M}, \square \rangle-H(q, g,p, \mathcal{M})$) $dt=0$ (4.4)

を適用すると, 非特異配位のハミルトン方程式

$\dot{q}^{\alpha}=\frac{\partial H}{\partial p_{\alpha}}$ , $\Pi=2\frac{\partial H}{\partial \mathcal{M}}$ , (4.5a)

$\dot{p}_{\alpha}+\frac{\partial H}{\partial q^{\alpha}}=\frac{1}{2}\{\mathcal{M}$ , $\sum_{\beta}K_{\alpha\beta}\frac{\partial H}{\partial p_{\beta}}\succ\frac{1}{2}\langle \mathcal{M}$ , $[2 \frac{\partial H}{\partial \mathcal{M}},$ $\Lambda_{\alpha}]\rangle$

$+ \frac{1}{2}\{g^{-1}\frac{\partial H}{\partial g}-(\frac{\partial H}{\partial g})^{T}g,$ $\Lambda_{\alpha}\}$ , (4.5b)

$\dot{\mathcal{M}}=[\mathcal{M}$ , $2 \frac{\partial H}{\partial \mathcal{M}}]-\sum_{\beta}[\mathcal{M}, \Lambda_{\beta}]\frac{\partial H}{\partial p_{\alpha}}-(g^{-1}\frac{\partial H}{\partial g}-(\frac{\partial H}{\partial g})^{T}g)$ (4.5c)

を得る.
さて, ハミルトニアン $H$ が SO(3)-作用の下で不変であると仮定しよう:

$H(q, hg,p, \mathcal{M})=H(q, g,p, \mathcal{M})$ , $\forall h\in SO(3)$ . (4.6)

ここで, �は左作用の下で不変であるから, $\mathcal{M}$ も左作用の下で不変であることに注意.
$h=e^{t\eta}$ とおいて $t=0$ でこの等式を微分すると,

$\frac{d}{dt}$H $(q, e^{t\eta}g,p, \mathcal{M})|_{t=0}=\langle\frac{\partial H}{\partial g},$
$\eta$g $\rangle=\frac{1}{2}\{\frac{\partial H}{\partial g}g^{-1}-g(\frac{\partial H}{\partial g})^{T},$ $\eta\}=0$ (4.7)

となる. さらに, $\eta\in s\mathrm{o}(3)$ は任意であるから, ハミノレトニアンが SO(3)-不変であるた
めの条件として,

$g^{-1} \frac{\partial H}{\partial g}-(\frac{\partial H}{\partial g})^{T}g=0$ (4.8)

を得る. このとき, ハミルトニアン $H$ は, 商バンドル

$T^{*}\dot{M}/SO(3)\underline{\simeq}T^{*}(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}^{*}$ (4.9)
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上の関数 $H^{*}(q,p, \mathcal{M})$ に簡約化される. ここで, 上式の右辺はホイットニー和てあり,
$\tilde{\mathcal{G}}^{*}$ は $\mathcal{G}^{*}\cong \mathrm{s}\mathrm{o}(3)$ 上の余随伴束 $\tilde{\mathcal{G}}^{*}:=\dot{M}\mathrm{x}_{SO(3)}\mathcal{G}$ * である. このとき, (4.5) 式, (4.8) 式
から, $T^{*}(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}^{*}$ 上の簡約化運動方程式

(4.10b)

$\dot{q}^{\alpha}=\frac{\partial H^{*}}{\partial p_{\alpha}}$ , $\Pi=2\frac{\partial H^{*}}{\partial \mathcal{M}}$ , (4.10a)

$\dot{p}_{\alpha}+\frac{\partial H^{*}}{\partial q^{\alpha}}=\frac{1}{2}\{\mathcal{M}$ , $\sum_{\beta}K_{\alpha\beta}\frac{\partial H^{*}}{\partial p_{\beta}}\}-\frac{1}{2}\langle \mathcal{M}$ , $[2 \frac{\partial H^{*}}{\partial \mathcal{M}},$ $\Lambda_{\alpha}]\rangle\dot{\prime}$

$\dot{\mathcal{M}}=[\mathcal{M}$ , $2 \frac{\partial H^{*}}{\partial \mathcal{M}}]-\sum_{\beta}[\mathcal{M}, \Lambda_{\beta}]\frac{\partial H^{*}}{\partial p_{\alpha}}$ (4.10c)

を得る. また, (4.10c) 式は $\dot{\mathcal{M}}=[\mathcal{M}, \xi]$ と変形でき, $g\mathcal{M}g$
-1 が保存量であることが分

かる :
$\frac{d}{dt}(g\mathcal{M}g^{-1})=0$ . (4.11)

定理 3 非特異配位のハミルトン方程式は (4.5) 式で与えられ, これは局所切断の選

ひ方に依らない. さらに, ハミルトニアンが SO(3\succ 不変であるとき, ハミルトン方

程式は $T^{*}(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}^{*}$ 上の運動方程式 (4.10) に簡約化される. また, $g\mathcal{M}g$
-1 は

保存量である.

非特異配位の SO(3)-不変なハミルトニアンは

$H^{*}(q,p, \mathcal{M})=\frac{1}{2}\sum_{\alpha,\beta}a^{\alpha\beta}p_{\alpha}p_{\beta}+\frac{1}{4}\langle \mathcal{M}$ , $\tilde{A}^{-1}\mathcal{M}\rangle+V(q)$ (4.12)

で与えられる. 但し, $\tilde{A}^{-1}=RA^{-1}R^{-1}$ とおいた. ここて, ベクトル値変数 $M$ を

$\mathcal{M}=R(M)$ (4.13)

で定める. すると, 簡約化運動方程式は

$\dot{q}^{\alpha}=\sum_{\beta}$
a0$\beta$p$\beta$ , $\pi=A^{-1}M$ , (4.14a)

$\dot{p}_{\alpha}-\sum_{\beta,\gamma,\mu}$
af3prZ $p,p_{\beta}+ \frac{\partial V}{\partial q^{\alpha}}$

$= \sum_{\beta,\gamma}M\cdot\kappa$0
$\beta^{a^{\beta\gamma}}p,$ $- \frac{1}{2}M$ . ( $\frac{\partial A^{-1}}{\partial q^{\alpha}}-$ [A$\alpha$ ’

$A^{-1}$]) $M$ , (4.14b)

$\frac{dM}{dt}-\sum_{\alpha,\beta}a^{\alpha\beta}p_{\alpha}\lambda_{\beta}\mathrm{x}M=M\mathrm{x}A^{-1}M$ (4.14c)

と表わされる. また, $g\mathcal{M}g^{-1}=R$ (gM) であるから, 全角運動量 $L=gM$ が保存さ
れることが分かる.
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4.2 直線状配位のハミルトンカ学

$TM_{1}$ の局所座標は $(\zeta, u,\dot{\zeta}, \Pi)\sim$ で与えられた. この系にラグランジアン $L(\zeta, u,\dot{\zeta}, \Pi)\sim$

が午えられていると仮定すると, $((.\cdot, \Pi-)$ に共役な運動量 $(\varpi, \mathcal{M}-)$ は

$\varpi_{\alpha}=\frac{\partial L}{\partial\dot{\zeta}^{\alpha}}$ , $\overline{\mathcal{M}}=2\frac{\partial L}{\partial\Pi\sim}$ (4.15)

により定められる. そこで, $(\zeta, u, \varpi,\overline{\mathcal{M}})$ を $T^{*}M_{1}$ の局所座標とする. このとき, ハミ

ルトニアン $H$ は

$H( \zeta, u, \varpi,\overline{\mathcal{M}})=\sum_{\alpha}\varpi_{\alpha}\dot{\zeta}^{\alpha}+\frac{1}{2}\langle\overline{\mathcal{M}}$, $\Pi\rangle\sim-L(\zeta, u,\dot{\zeta},\tilde{\Pi})$ (4.16)

で与えられる. 非特異配位の場合と同様に, 変分原理を適用することにより, 直線状
配位のハミルトン方程式

(4.17c)

$\dot{\zeta}^{\alpha}=\frac{\partial H}{\partial\varpi_{\alpha}}$ , $\tilde{\Pi}=2\frac{\partial H}{\partial\overline{\mathcal{M}}}$ , (4.17a)

$\partial$H
$\dot{\varpi}_{\alpha}=-\overline{\partial\zeta^{\alpha}}$

, (4.17b)

$\tilde{P}$ ($\overline{\mathcal{M}}$

.
$-[\tilde{P}(\overline{\mathcal{M}}),\tilde{\xi}]+R$ $( \tilde{g}^{-1}\frac{\partial H}{\partial u}))=0$,

$[\tilde{P}(\overline{\mathcal{M}}),$ $2 \frac{\partial H}{\partial\overline{\mathcal{M}}}]=0$ $(4.17\mathrm{d})$

を得る.
さて, ハミルトニアン $H$ が SO(3)-作用の Tで不変であると仮定しよう :

$H(\zeta, e^{tR(a)}u, \varpi,\overline{\mathcal{M}})=H(\zeta, u, \varpi,\overline{\mathcal{M}})$ for all $R(a)\in so(3)$ . (4.18)

ここで, $\tilde{\Pi}$ は左作用の下で不変であるから, $\overline{\mathcal{M}}$ も左作用の下で不変であることに注意.
$t=0$ でこの等式を微分すると,

$\frac{d}{dt}$H $( \zeta, e^{tR(a)}u, \varpi,\overline{\mathcal{M}})|_{t=0}=R(a)u\cdot\frac{\partial H}{\partial u}=a((u\mathrm{x}\frac{\partial H}{\partial u})=0$ (4.19)

となり, $a\in \mathrm{R}^{3}$ は任意であるから,

$u \mathrm{x}\frac{\partial H}{\partial u}=\tilde{g}(e_{3}\mathrm{x}\tilde{g}^{-1}\frac{\partial H}{\partial u})=0$ . (4.20)

この結果, ハミルトニアンが SO(3)-不変であるための条件として,

$P( \tilde{g}^{-1}\frac{\partial H}{\partial u})=0$ (4.21)
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を得る. このとき, ハミルトニアン $H$ は, 商バンドル

$T^{*}$ M1/SO(3) $\cong T^{*}(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ (4.22)

上の関数 $H^{*}$ $(\zeta, \varpi,\tilde{\Pi})$ に簡約化される. ここで, $\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ は $M_{1}/SO$ (3) 上のある余ベクトル
束である. このとき, (4.17) 式, (4.21) 式から, $T^{\mathrm{r}}(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ 上の簡約化運動方
程式

$\dot{\zeta}^{\alpha}=\frac{\partial H^{*}}{\partial\varpi_{\alpha}}$ , $\tilde{\Pi}=2\frac{\partial H^{*}}{\partial\overline{\mathcal{M}}}$ , (4.23a)

$\dot{\varpi}_{\alpha}=-\frac{\partial H^{*}}{\partial\zeta^{\alpha}}$

ラ
$\tilde{P}(\overline{\mathcal{M}}$

.
$-[\tilde{P}(\overline{\mathcal{M}}),\tilde{\xi}])=0$ , (4.23b)

$[\tilde{P}$ (句 , $2 \frac{\partial H^{*}}{\partial\overline{\mathcal{M}}}]=0$ (4.23c)

を得る. また, これらの式から,

$\frac{d}{dt}(g\overline{\mathcal{M}}g^{-1})=0$ (4.24)

であることが確かめられる. 即ち, $g\overline{\mathcal{M}}g^{-1}$ は保存量であることが分かる.

定理 4 直線状配位のハミルトン方程式は (4.17) 式で与えられ, これは局所切断の選
ひ方に依らない. さらに, ハミルトニアンが SO(3)-不変であるとき, $\mathrm{I}\mathrm{o}_{\backslash }^{\neg}\backslash$ルトン方

程式は $T^{*}(M_{1}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ 上の運動方程式 (4.23) に簡約化される. また, $g\overline{\mathcal{M}}g^{-1}$

は保存量てある.

$N$ 体系の直線状配位のハミルトニアンは

$H^{*}( \zeta, \varpi, \mathcal{M})=\frac{1}{2}\sum_{\alpha}\varpi_{\alpha}^{2}+\frac{1}{4\rho(\zeta)}\langle \mathcal{M}, \mathcal{M}\rangle+V_{1}(\zeta)$ (4.25)

で与えられる. すると, 直線状配位の簡約化運動方程式は

\mbox{\boldmath $\zeta$}.\mbox{\boldmath $\alpha$}=\mbox{\boldmath $\varpi$}。’ $\tilde{\Omega}\mathrm{x}e_{3}=\frac{1}{\rho(\zeta)}\overline{M}$, (4.26a)

$\dot{\varpi}_{\alpha}=\frac{(^{\alpha}}{\rho(\zeta)^{2}}|\overline{M}|^{2}.-\frac{\partial V_{1}}{\partial\zeta^{\alpha}}$ , $\frac{d}{dt}\overline{M}=P(\overline{M}\mathrm{x}\tilde{\Omega})$ (4.26b)

と表わされる. また, $g\overline{\mathcal{M}}g^{-1}=R(g\overline{M})$ であるから, 全角運動量 $g\overline{M}$が保存される

ことが分かる.
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5 3体系のラグランジュカ学
今節では, 直線状配位付近でのオイラー– ラグランジュ方程式について考察する. 簡

単のため, 3 体系を扱う. 形状空間 $M/SO$ (3) の内部座標 $q=(q_{1}, q2, q_{3})$ を

$q_{1}=r_{1}$ , $q_{2}=r_{2}\cos\varphi$ , $q_{3}=r_{2}\sin\varphi$ (5.1)

で定める. 但し, $r_{1},$ $r_{2},$ $\varphi$ は

$r_{1}=||$r1, $r_{2}=||$ r2 $||$ , $\cos\varphi=\frac{r_{1}\cdot r_{2}}{||r_{1}||\cdot||r_{2}||}$ (5.2)

である. そして, 局所切断 $\sigma(q)=$ ( $\sigma_{1}$ (q), $\sigma_{2}(q)$ ) を

$\sigma$ 1 $(q)=q_{1}e_{3}$ , $\sigma$2 $(q)=q_{2}e_{3}+q_{3}e_{1}$ (5.3)

のように定める. ここで,

$\{(q_{1}, q_{2}, q_{3})|q_{1}\geq 0, q_{3}\geq 0\}$ (5.4)

と取ることにより, $\sigma$ は $M/SO$ (3)全体て定義することができる. $q_{1}=0$のときは 2粒子
の衝突による直線状配位を表わし, $q_{3}=0$ のときは直線状配位となり, $q_{1}=q_{2}=q_{3}--0$

のときは 3 重衝突配位を表わす.
任意の配位 $x\in M$ は, $q\in M/SO$(3), $g\in SO$ (3) を用いて,

$x=g(q_{1}e_{3}, q_{2}e_{3}+q_{3}e_{1})$ (5.5)

と表わされる. この局所座標表示を用いて, 必要な幾何学的量 (慣性テンソルや計量な
ど) を計算することができる. 例えば, 接続形式に付随した一般化速度は

$\pi=\Omega+\frac{q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}}e_{2}$ (5.6)

となる. これらの量を用いて, 3体系の簡約化運動方程式を書きTすことがてきる. \S 3
て述べたように, $(q, g,\dot{q}, \pi)$ が $T\dot{M}$ の局所座標である. 直線状配位への極限 $q_{3}arrow 0$ を

考える. これに伴 $\mathrm{A}\backslash$ , オイラー角のひとつ $\psi$ が無効となることに注意する. すなわち,

$x=e^{\phi}$R(e$3$ )
$e$
eR(e2) ( $q_{1}e_{3}$ , $q_{2}e_{3}+q_{3}\cos\psi e1+q3$ $\sin\psi$e2) (5. 7)

において $q_{3}arrow 0$ とすると, $TM_{1}$ の局所座標 $(\overline{q},\sim g, \overline{q}., \Omega\tilde)$ が得られる. 但し,

$\tilde{q}=(q_{1}, q_{2})$ , $\tilde{g}=e^{\phi R(e_{3})}e^{\theta R(\mathrm{e}_{2})}$ , $\tilde{\Omega}=P(\Omega)$ (5.8)

てある.
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図 1: $\dim$ M-dim $M_{1}=2$ と座標系

非特異配位の簡約化運動方程式が $q_{3}arrow 0$ の極限て, 直線状配位の簡約化運動方程式
に一致するかを考察する. (3.16a) 式から, 3体系の簡約化運動方程式の振動部分は

$\frac{d}{dt}\dot{q}_{1}-\frac{q_{1}(q_{3}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{3})^{2}}{(q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2})^{2}}+\frac{\partial V}{\partial q_{1}}=q_{1}(\pi_{1}^{2}+\pi_{2}^{2})+\frac{2q_{1}(q_{3}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{3})}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}}\pi_{2}$ , (5.9a)

$\frac{d}{dt}$ $.2- \frac{q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}}(\frac{2(q_{3}\dot{q}_{1}-q_{1}\dot{q}_{3})}{q_{1}}+\frac{q_{2}(q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2})}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}})+\frac{q_{1}^{2}+q_{3}^{2}}{q_{1}^{2}}\frac{\partial V}{\partial q_{2}}-\frac{q_{2}q_{3}}{q_{1}^{2}}\frac{\partial V}{\partial q_{3}}$

$=q_{2}( \pi_{1}^{2}+\pi_{2}^{2})+\frac{2q_{3}}{q_{1}^{2}}(q_{2}q_{3}(\pi_{1}^{2}-\pi_{3}^{2})+(q_{2}^{2}-q_{3}^{2})\pi_{1}\pi_{3})$

$-2 \pi_{2}(\frac{q_{3}\dot{q}_{1}-q_{1}\dot{q}_{3}}{q_{1}}+\frac{q_{2}(q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2})}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}})’$. (5.9b)

$\frac{d}{dt}$ $.3- \frac{q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}}(\frac{2(q_{1}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{1})}{q_{1}}+\frac{q_{3}(q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2})}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}})-\frac{q_{2}q_{3}}{q_{1}^{2}}\frac{\partial V}{\partial q_{2}}+\frac{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}}{q_{1}^{2}}\frac{\partial V}{\partial q_{3}}$

$=q_{3}( \pi_{2}^{2}+\pi_{3}^{2})-\frac{2q_{2}}{q_{1}^{2}}(q_{2}q_{3}(\pi_{1}^{2}-\pi_{3}^{2})+(q_{1}^{2}+q_{2}^{2}-q_{3}^{2})\pi_{1}\pi_{3})$

$-2 \pi_{2}(\frac{q_{1}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{1}}{q_{1}}+\frac{q_{3}(q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2})}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}})$ (5.9c)

と書き下すことができる. また, 回転部分 (3.16b) 式は

$\frac{d}{dt}((q_{1}^{2}+q_{2}^{2})(\begin{array}{l}\Omega_{1}\Omega_{2}0\end{array}))+\frac{d}{dt}(\begin{array}{l}-q_{2}q_{3}\Omega_{3}q_{3}^{2}\Omega_{2}+q_{2}\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2}-q_{2}q_{3}\Omega_{1}+q_{3}^{2}\Omega_{3}\end{array})$

$=(q_{1}^{2}+q_{2}^{2})(\begin{array}{l}\Omega_{2}\Omega_{3}-\Omega_{1}\Omega_{3}0\end{array})+qX$ $(\begin{array}{l}0\Omega_{1}\Omega_{3}-\Omega_{1}\Omega_{2}\end{array})+q2q_{3}(\begin{array}{l}\Omega_{1}\Omega_{2}\Omega_{1}^{2}+\Omega_{3}^{2}-\Omega_{2}\Omega_{3}\end{array})+(q2\dot{q}_{3}-q_{3}\dot{q}_{2})$ $(\begin{array}{l}\Omega_{3}0-\Omega_{1}\end{array})$

(5.10)
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となる.
今, $q_{3}arrow 0$ の極限を考えると, (5.10) 式は

(5.11)$\mathrm{d}$
$((q_{1}^{2}+q_{2}^{2})(\begin{array}{l}\Omega_{1}\Omega_{2}0\end{array}))=(q_{1}^{2}+q_{2}^{2})(\begin{array}{l}\Omega_{2}\Omega_{3}-\Omega_{1}\Omega_{3}0\end{array})$

となり, これは直線状配位の簡約化運動方程式の回転部分 (3.39b)

(5.12)$\frac{d}{dt}$ ( $(q_{1}^{1}+q\mathrm{b})$ $(\begin{array}{l}\Omega_{2}-\Omega_{1}0\end{array}))=(q_{1}^{2}+q\mathrm{H})(\begin{array}{l}-\Omega_{1}\Omega_{3}-\Omega_{2}\Omega_{3}0\end{array})$

と同値である. また, (5.9) 式は $q\mathrm{a}arrow 0$ の極限で

$\frac{d}{dt}\dot{q}1+\frac{\partial V}{\partial q_{1}}|_{q}3=0$ $=q_{1}(\Omega_{1}^{2}+\Omega_{2}^{2})$ , (5.13a)

$\mathrm{e}_{\dot{q}},$
$+ \frac{\partial V}{\partial q_{2}}|_{q\mathrm{s}=}0$

$=q_{2}(\Omega_{1}^{2}+\Omega_{2}^{2})$ , (5.13b)

$\frac{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}}{q_{1}^{2}}\frac{\partial V}{\partial q_{3}}|_{q}3=0$ $=- \frac{2q_{2}(q_{1}^{2}+q_{2}^{2})}{q_{1}^{2}}\Omega_{1}\Omega_{3}-\frac{2(q_{1}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{1})}{q_{1}}\Omega_{2}$ (5.13c)

となる. (5.13a) 式, (5.13b) 式は, 直線状配位の簡約化運動方程式の振動部分 (3.39a)
と一致する. 残る (5.13c) 式からは, 拘束条件

$\frac{\partial V}{\partial q_{3}}|_{q_{3}=0}=0$ , $\Omega_{3}=0$ , $q_{1}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{1}=0$ (5.14)

が導かれる. この拘束条件の解釈は, $\frac{\partial V}{\partial q_{3}}|_{q3}=0=0$ は直線分子が折れ曲る方向の力が

0, $\Omega_{3}=0$ は直線軸周りの角運動量が 0, $q_{1}\dot{q}_{2}-q_{2}\dot{q}_{1}=0$ は $\dot{r}_{1}//\dot{r}_{2}$ と同値であり, 重心

の周りに回転しても直線を保つ条件であるといえる. この解釈は, 物理的に妥当な結
果であると考えられる.

6 まとめ

古典ラグランジュ系では, オイラー–ラグランジュ方程式が系の運動を記述する. 各
層ごとのラグランジュ系に変分原理てオイラー–ラグランジュ方程式が導かれ、 それ
は SO(3) の対称性により各層ごとに簡約化された. このとき, 各層ごとに定義される
接続形式に付随した接バンドル上の局所座標をとることにより, 方程式系の簡約化の
見通しが良くなる.
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・非特異多体系に対するオイラー- ラグランジュ方程式は $TM$上で定義される. 商
バンドノレの同相 $T\dot{M}/SO(3)\cong T(\dot{M}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}$ に従って, $T\dot{M}$ 上で定義された
オイラー-ラグランジュ方程式は, $T(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}$ 上の運動方程式へ簡約化さ
れた. ここで, $\tilde{\mathcal{G}}=\mathrm{i}\mathrm{x}_{SO(3)}\mathcal{G}$ , $\mathcal{G}=\mathrm{s}\mathrm{o}(3)$ である.

・直線状多体系に対するオイラー-ラグランジュ方程式は $TM_{1}$ 上で定義される. 商
バンドノレの同相 $TM_{1}/SO(3)\cong T(M_{1}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}_{1}$ に従って, $TM_{1}$ 上で定義さ
れたオイラー– ラグランジュ方程式は, $T(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}$ 上の運動方程式へ簡
約化された. ここで, $\overline{\mathcal{G}}_{1}$ は $M_{1}/SO$ (3) 上のあるベクトル束てある.

古典ハミルトン系でも同様に, ハミルトンの運動方程式が変分原理から各層で得る
ことができ , SO(3) の対称性により各層ごとに簡約化された. また, 余接バンドル上
の局所座標として古典ラグランジュ系て選択した局所座標とそれに対応する一般化運
動量を用いると, 方程式系の簡約化の見通しが良くなる.

・非特異多体系に対するハミルトンの運動方程式は $T^{*}\dot{M}$ 上で定義される. 商バン
ドノレの同相 $T^{*}\dot{M}/SO(3)\underline{\simeq}T\sim\dot{M}/SO(3))\oplus\overline{\mathcal{G}}^{*}$ に従って, $T^{*}\dot{M}$ 上て定義された
ハミルトンの運動方程式は, $T^{*}(\dot{M}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}$” 上の運動方程式へ簡約化された.
ここで, $\tilde{\mathcal{G}}^{*}.=\dot{M}\mathrm{x}$

so(3)
$\mathcal{G}^{*},$ $\mathcal{G}‘\cong \mathrm{s}\mathrm{o}(3)$ てある.

・直線状多体系に対するハミルトンの運動方程式は, $T^{*}M_{1}$ 上で定義される. 商バ
ンドノレの同相 $T$“ $M_{1}/SO(3)\cong T^{*}(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ に従って, $T^{*}M_{1}$ 上て定義さ
れたハミルトンの運動方程式は, $T^{*}(M_{1}/SO(3))\oplus\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ 上の運動方程式へ簡約化さ
れた. ここで, $\tilde{\mathcal{G}}_{1}^{*}$ は $M_{1}/SO$ (3) 上のある余ベクトル束である.
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