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概要

Lipsman はベキ零リー群が線形空間にアファイン変換として作用するとき,
その作用が固有であることと (CI) 条件を満たすことが同値てあると予想し
た. しかし, この予想には反例があり, (CI) 条件は固有より真に弱い条件てあ
ることが分かった. 今回は, この反例とそこから生じた新しい問題, その問題
に対する部分的な解答を紹介したい.

1 Introduction
線形空間にアファイン変換として作用するベキ零リー群について, Lipsman は次のよ
うに予想した.

Conjecture 1(Lipsman, 1995). 単連結かつ連結なベキ零リー群 $L\subset \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathbb{R}^{n})$ が $\mathbb{R}^{n}$

に自然に作用しているとき, この作用が固有であることと, (CI) 条件を満たすことは同
値である.

ここで固有とは Palais[7] によって定義された概念であり, 固有な作用は良い振る舞いを
することが知られている. 実際, (非コンパクトな) リー群が多様体に作用しているとき, そ
の商空間は一般には Hausdorff にならないが, 作用が固有ならば商空間は常に Hausdorff
となる. さらに, 固有な作用が固定点自由ならば商空間には多様体の構造が自然に入る.
しかし, コンパクト群の作用が常に固有であるのに対し, 非コンパクト群の作用が固有

であるか否かの判定は一般には難しい.
一方, (CI) 条件は小林俊行 [2] によって定義された概念である. それ自体にさほど意味

はないが, 固有性に比べて判定が容易であるという利点を持っている. $\cdot$

従って, 仮に Lipsman予想が正しいとすれば (つまり固有と (CI) が同値ならば), それ
は作用の固有性の良い判定条件を与えたことになる.
残念なことに最近 Lipsman予想の反例が見つかり, (CI) は固有よりも真に弱い条件で
あることが分かった [9]. そこで, 新しく次のような問題を考えたい.

問題 $A$ : 「固有 $\Leftrightarrow(\mathrm{C}\mathrm{I})+\alpha$」 となる $\alpha$ としてどのような条件があるか.
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しかし, 今のところ条件 $\alpha$ は全く見えていない. そこで, 問題 $A$ を考える手掛かりとし
てもう少し取り組み易い次のような問題を考える.

問題 $A’$ : どのような条件下で 「固有 \Leftrightarrow (CI)」 となるか.

今回はこの問題 $A’$ について考えたい.

2 Background
リー群 $L$ が多様体 $M$ に作用しているとき, この作用の固有性と (CI) 条件は次のよう

に定義される.

Definition 2. (1) 作用が固有である. $\Leftrightarrow$ 次の写像

$L\mathrm{x}Marrow M\mathrm{x}M$ , $(l, x)|\prec(lx,x)$ (1)

が proper写像 (コンパクト集合の逆像がコンパクト).

(2) 作用が (CI) 条件をみたす \Leftarrow \rightarrow 任意の固定部分群

$L_{x}:=\{l\in L|lx=x\}$ $(x\in M)$ (2)

がコンパクト.

特に, 多様体 $M$ が等質空間 $G/H$ と表示でき , $L$ が $G$ の部分群であるとき, $L$ と $H$ の

間には次のような面白い対称性が表れる.

Proposition 3. 次は同値.

(1) $L$ の $G/H$への作用が固有 { $(CI)$ , 固定点自由} である.

(2) $H$ の $G/L$への作用が固有 { $(CI)$, 固定点自由} である.

(3)(L, $G,$ $H$) が固有 { $(CI)_{f}$ 固定点自由} てある.

(4) $(H, G, L)$ が固有 { $(CI)$, 固定点自由} てある.

ここで, リー群 $G$ とその閉部分群 $L,$ $H$ に対し, 三つ組 $(L, G, H)$ が固有 { $(\mathrm{C}\mathrm{I})$ , 固定点
自由} であるとは次のように定義される.
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Definition 4. (1) (L, $G,$ $H$) が固有 $\Leftrightarrow$ $G$ の任意のコンパクト集合 $S$ に対して,
$L\cap SHS^{-1}$ がコンパクト.

(2)(L, $G,$ $H$) が (CI) $\Leftrightarrow G$ の任意の元 $g$ に対して, $L\cap gHg^{-1}$ がコンパクト.

(3)(L, $G,\dot{H}$) が固定点自由 $\Leftrightarrow G$ の任意の元 $g$ に対して, $L\cap gHg^{-1}$ が自明 ($\{e\}$ に

等しい).

Definition4 の対称性から, Proposition 3 の $(3),(4)$ が同値であることは容易に分かる.
また, $(1),(3)$ が同値であることは, 直接計算によって確かめられる. これによって $(1),(2)$

が同値であるという作用の性質に関する対称性も分かる. また, 三つ組 $(L, G, H)$ に関す

る固有性, (CI) 条件, 固定点自由性について, 次の基本的性質が成り立つ.

Proposition 5. (1) (L, $G,$ $H$) が固有 $\Rightarrow(L, G, H)$ は (CI)条件を満たす-

(2)(L, $G,$ $H$) が固定点白自 $\Rightarrow(L, G, H)$ は (CI)条件を満たす

(3) $L$ または $H$ がコンパクトのとき $(L, G, H)$ は常に固有である.

(4) $G$ が単連結かつ連結なベキ零リー群のとき,
$(L, G, H)$ が (CI)条件を満たす $\Leftrightarrow$ (L, $G,$ $H$) が固定点自由.

3 Lipsman’s conjecture
これらの記号を使って, Conjecture 1 を言い替えてみる. $N$(n) を $n$次の上三角行列全

体のなすベキ零リー群とする. $L\subset \mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}(\mathbb{R}^{n})$が単連結かつ連結なベキ零リー群ならば, 適
当に基底を取り直すことで, $L\subset N(n)\ltimes \mathbb{R}^{n}$ とできる. 従って, Conjecture 1 は次のよう
に言うこともてきる.

$G:=N$(n) $\mathrm{x}\mathbb{R}^{n}$ とその部分群 $H:=N$(.n), $L\subset G$ に対し,

問題 $P_{n}$ : (L, $G,$ $H$) が固有 $\Leftrightarrow(L, G, H)$ が (CI)

となるか ?

一般に “固有 $\Rightarrow(\mathrm{C}\mathrm{I})$
” であるから, この問題の non-trivial な部分は “(Cy\Rightarrow 固有 95 であ

る. さらに, Proposition 5 より, (CI) は固定点自由と言い替えてもよい.



$\ovalbox{\tt\small REJECT}$は小林 [1], $P_{3}$ は Lipsman[5], $P_{4}$ は [8] により真であることが示されている. しかし, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

には反例が存在する [9]. この反例は次の節で構成する. $N(5)\ltimes \mathbb{R}^{5}$ は, $N(n)\ltimes \mathbb{R}^{n}(n\geq 5)$

に自然に埋め込めることから, 結局 $P_{n}(n\geq 5)$ は偽であることが分かる.

従って, この側面からの問題 $A’$ への一つの解答は, $\lceil P_{n}(n\leq 4)$ は真, それ以上は偽」
となる.
問題 $A’$ に対する別の切り口として, 次のような問題を考えることもできる.

$G$ を単連結で連結な $k$-stepベキ零リー群としたとき, その連結閉部
分群 $L,$ $H\subset G$ に対して,

問題 $Q_{k}$ :
$(L,\cdot G, H)$ が固有 $\Leftrightarrow(L, G, H)$ が (CI)

となるか ?

問題 $P_{n}$ では $G,H$ を指定しているが, $Q_{k}$ ては $G$ がベキ零てあることにのみ要請して
いる.

$Q_{2}$ は Nasrin Iま [6] により真であることが示されている.
ベキ零リー群 $N(n)\ltimes \mathbb{R}^{n}$ は, $n$-stepベキ零てあるから, 一般に

$Q_{n}\Rightarrow P_{n}$ (3)

が成り立つ.
従って, $P_{5}$ の反例はそのまま $Q_{5}$ の反例でもある. また, この反例を少しいじることで

$Q_{4}$ の反例も作ることができる. つまり $Q_{k}(k\geq 4)$ は偽てある. 最後に残った命題は $Q_{3}$

である. この $Q_{3}$ が真てあることは Section 6 で述べる.

以上をまとめると, 問題 $A’$ に対して現在得られている解答は次のようになる.

固有と (CI) は同値か ?

$P_{n}$

$n=2$ YES
$n=3$ YES
$n=4$ YES
$n\geq 5$ NO

$Q_{k}$

$k=2$ YES
$k=3$ YES
$k\geq 4$ NO
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4 A counterexample to Lipsman’s conjecture $(P_{5})$

この節では, $P_{5}$ の反例を構成する. より具体的には $V=\mathbb{R}^{5},$ $G:=N$(5) $\kappa V,$ $H:=N(5)$

とし, $G$ の部分群 $L\subset G$ で, $(L, G, H)$ が (CI) 条件を満たすが, 固有とならない例を作る.
佳を $G$ のリー環とし, 9 の元 $X,$ $\mathrm{Y}$ を次のようにとる.

$X:=((\begin{array}{lllll}0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0\end{array}),$ $(\begin{array}{l}10000\end{array})$ ), $\mathrm{Y}:=($ , $(\begin{array}{l}01000\end{array}))$

このとき, $X$ と $\mathrm{Y}$ は可換であり, $\text{佳}$ の部分環【と, $G$ の閉部分群 $L$ を次のように定めるこ
とができる.

$1:=\{aX+b\mathrm{Y}|a, b\in \mathbb{R}\}$ , $L$ $:=\{\exp(aX+b\mathrm{Y})|a, b\in \mathbb{R}\}$ . $(4)$

このとき,

1. (L, $G,$ $H$) は (CI).

2. (L, $G,$ $H$) は固有でない.

1 は直接計算により得られる. また, 2 は,

$S:=\{$ $|e=\pm\sqrt{3}$ , $-2\sqrt{3}\leq f\leq 0\}$ (5)

とおけば,
$L\cap SHS^{-1}$ (6)

は非コンパクトになり, $(L, G, H)$ が固有でないことが分かる.
実際, (6) は非有界集合

$\{l(a)=s_{1}(a)h(a)s_{2}^{-1}(a)| a\geq 1\}$ (7)
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を含んでいる. 但し, ここで

$l(a):=\exp(aX-2E^{\mathrm{Y})}a^{2}3$ ’

$s_{1}(a):=(\begin{array}{l}00-\sqrt{3}0-^{\underline{2}\mathcal{L}3}a\end{array})$ , $s_{2}(a):=(\begin{array}{l}000\sqrt{3}-^{\underline{2}C3}a\end{array})$ ,

$h(a):=(^{1}$

$01a01$
$\frac{1}{2}a^{2}0a1$

$E \frac{\frac 2611}{2}a^{2})a_{3}^{2}aa^{3}1$

てある.

5 Acounterexample to $Q_{4}$

次に $Q_{4}$ の反例を作る. 記号は前の節と同じものを用いる.’ $G$ のリー
.
佳 $=\mathfrak{n}(5)\ltimes V$

の部分空間, $\text{佳^{}\prime}$ を

佳’ $:=\mathbb{R}X\oplus \mathbb{R}\mathrm{Y}\oplus V$ (8)

て定義する. $X$ と $\mathrm{Y}$ は可換であり, $V$ は佳のイデアルてあることから, $\text{佳^{}\prime}$ は佳の部分リー
環である. また, $\text{佳^{}\prime}$ は 4-stepベキ零であるから, $G’:=\exp(\text{佳^{}\prime})$ とおけば,

1. (L, $G’,$ $H$) は (CI).

2. (L, $G’,$ $H$) は固有でない.

となり, $Q_{4}$ の反例が得られる.

6 Asolution to $Q_{3}$

最後に $Q_{3}$ について述べる. 具体的には次の定理が成り立つ.

Theorem 6. $G$ を連結かつ単連結な 3-stepベキ零リー群とし, $L,$ $H$ をその閉部分群とし

たとき, $(L, G, H)$ が固有 $\Leftrightarrow$ (L, $G,$ $H$) が (CI)



詳しい証明は省略し, 大まかな方針を紹介する.
non-trivial な部分は, (Cy\rightarrow 固有 であるから, 固有でないと仮定して, (CI) でないこ
と示せばよい. 従って, Proposition 5 の (4) より $X\epsilon$ 【, $\mathrm{Y}arrow \mathfrak{h},$ $tarrow G$ で,

$X=$ Ad(t)Y $\neq 0$ (9)

なるものがとれることを示せば十分である事が分かる.
$(L, G, H)$ が固有でないとすると, $G$ のコンパクト集合 $S$ で, $L\cap SHS^{-1}$ がコンパクト

にならな $\mathrm{b}^{\mathrm{a}}$ ものがとれる. そこで, 点タリ $X_{\dot{\iota}}\in \mathfrak{l},$ $\mathrm{Y}_{i}\in \mathfrak{h},$
$r_{\dot{l}},$

$s_{\dot{\iota}}\in S$ で,

$e4=e^{r_{i}}e^{Y}.\cdot e-s:\in L\cap SHS^{-1}$ , $||X$f $||arrow 0$ $(iarrow 0)$ . (10)

となるものを取る事が出来る. CampbeU-Hausdorffの公式を利用して (10) を展開した後,
うまく変形すると次の式が得られる.

$X$f $= \log(e^{\tau \mathrm{z}}e^{-s}):+\mathrm{A}\mathrm{d}(e^{\frac{1}{2}(r+s:)}):\mathrm{Y}_{i}+\frac{1}{24}[X_{i}+\mathrm{Y}_{1}., [\mathrm{Y}_{\dot{*}},X_{\dot{l}}]]$ . (11)

ここで, 両辺を $||X_{\dot{*}}||$ で割り, $iarrow\infty$ とすれば, (9) に近い形が得られるが, このままでは
最後の項 $\frac{1}{24}[X_{i}+\mathrm{Y}_{i}, [\mathrm{Y}_{\dot{l}},X_{\dot{l}}]]$ が邪魔になる.
そこで, (11) において,

$X_{i} arrow X_{i}-\frac{1}{24}\phi$(X$i$ , $x_{i}$ ) (12)
$\mathrm{Y}_{\dot{l}}arrow \mathrm{Y}.\cdot-\frac{1}{24}\phi$ (y, $y_{\dot{\mathrm{t}}}$ ) (13)

$\frac{1}{2}(r_{i}+s_{i})arrow\frac{1}{2}(r_{i}+s_{i})+\frac{1}{8}[x_{i}, y_{i}]$ (14)

と各項を少しすらす事で, $\frac{1}{24}$ $[X_{1}$. $+\mathrm{Y}_{\dot{l}}, [\mathrm{Y}_{i},X_{1}.]]$ を打ち消すことができ , (9) が得られる. 但

し, ここて, $x_{i},$ $y_{i}$ は,
$X_{i}-x.\cdot\equiv \mathrm{Y}.\cdot-y_{\dot{l}}$

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ [佳, 佳]

を満たすコンパクト列であり, $\phi$ は次のように定義されている.

$\phi(\alpha,\beta):=[2\alpha-\beta, [\alpha,\beta]]$ (15)
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