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WHITTAKER FUNCTIONS FOR $P_{J}$-PRINCIPAL SERIES
REPRESENTATIONS OF $Sp(3, \mathrm{R})$

MIKI HIRANO (平野 幹)
TAKAYUKI ODA (織田 孝幸)

1. INTRODUCTION

このノートでは、 $Sp(3, \mathrm{R})$ のヤコビ放物部分群から誘導された一般主系列表現に
対する Whittaker模型について、その第 2種球関数の明示公式を扱う。 ここで、 第
2 種球関数とは模型から定まるホロノミック系の確定特異点におけるべき級数解の
ことであり (cf. [2], [3]) $\text{、}$

保型形式論においては Poicar6級数の構成に応用が知ら
れている $([9], [10])_{\text{。}}$ 詳しい計算などについては論文 [5] を参照のこと。

2. PRELIMINARIES

2.1. Groups and algebras. この小節では、 このノートで必要となる Lie群および
Lie環に関する記号を準備する。 $M_{n}(\mathrm{R})$ で $n$ 次の実正方行列の全体をあらわし、 $1_{n}$

および $O_{n}$ をそれぞれ $n$ 次の単位行列およびゼロ行列とする。 さて、 $G$ を次で定義
される 3 次実シンプレクティック群 $Sp(3, \mathrm{R})$ とする :

$G=Sp(3, \mathrm{R})=\{g\in M_{6}(\mathrm{R})|^{t}gJ_{3}=J_{3}g^{-1}, \det g=1\}$ , $J_{3}=(\begin{array}{ll}O_{3} 1_{3}-1_{3} O_{3}\end{array})$ .

このとき、 $\theta(g)={}^{t}g^{-1},$ $g\in G$ , で定義される $G$ の Cartan対合 $\theta$ に対し、 $\theta$ の固定点
の集合 $I\acute{\iota}=\{g\in G|\theta(g)=g\}$ は 3 次ユニタリ群 $U(3)$ と同型な $G$ の極大コンパクト
部分群となる。

$G$ の Lie環を佳と書く :

佳 $=\mathit{5}\mathrm{p}(3, \mathrm{R})=\{X\in M_{6}(\mathrm{R})|J_{3}X+{}^{t}XJ_{3}=0\}$ .
$\mathrm{C}$ artan対合 $\theta$ の微分に対する $\pm 1$ 固有空間を $\epsilon$ および $\mathfrak{p}$ とおくと、

$\not\in$ $=$ $\{X\in(\begin{array}{ll}A B-B A\end{array})|A,$ $B\in M_{3}(\mathrm{R}),{}^{t}A=-A,{}^{t}B=B\}$ ,

や $=$ $\{X\in(\begin{array}{ll}\mathrm{A} BB -A\end{array})|A,$ $B\in M_{3}(\mathrm{R}),{}^{t}A=A,{}^{t}B=B\}$ ,

となる。 このとき、 $\mathfrak{g}$ の Cartan分解 $\mathrm{g}=\mathrm{t}\oplus \mathfrak{p}$ が成立する。 ここで、 $\not\in\simeq \mathrm{u}(3)$ はん

の Lie環であるが、 $\mathrm{u}(3)$ と $\mathrm{t}$ の同型写像 $\kappa$ を次のように定めておくことにする。

$\kappa$ : $\mathrm{u}(3)\ni X\vdash+\frac{1}{2}(\begin{array}{ll}X+\overline{X} \sqrt{-1}(\overline{X}-X)\sqrt{-1}(X-\overline{X}) X+\overline{X}\end{array}) \in \mathrm{f}$ .$\hslash-$.
$\iota\iota(^{\theta}\mathit{1}\Rightarrow Arightarrow\overline{2}\mathrm{t}\sqrt{-1}(X-\overline{X})$ $X+\overline{X}$ $/\mathrm{c}\vee\cdot$

一般に、 Lie 環 [の複素化 ( $\otimes_{\mathrm{R}}\mathrm{C}$ を【 $\mathbb{C}$ と書くことにする。 各 $1\leq i\leq 3$ に対し
$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\kappa(\sqrt$-1Eのとおく。ただし、 $E_{ij}$ は $M_{3}(\mathrm{R})$ における ( $\mathrm{i}$ ,j)j行列単位。 このとき、
$\mathfrak{h}=\mathrm{R}T_{1}\oplus \mathrm{R}T_{2}\oplus \mathrm{R}T_{3}\subset\epsilon$ は $\mathfrak{g}$ のコンパクト Cartan部分環となる。 各 $1\leq \mathrm{i}\leq 3$
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に対し、 h。上の線形形式 $\beta_{i}$ を $\beta_{i}(Tj)=\sqrt{-1}\delta_{ij},$ $1\leq j\leq 3$ によって定義すると、
$(\mathfrak{h}\mathbb{C},\mathrm{g}_{\mathbb{C}})$ のノレートの集合は

$\Delta=\Delta(\mathfrak{h}_{\mathbb{C}},$ $\mathrm{g}_{\mathbb{C}})=\{\pm 2\beta_{i}(1\leq i\leq 3),$ $\pm\beta_{i}\pm\beta_{j}$ ( $1\leq i$ く $j\leq 3$ ) $\}$

で与えられ、 $\Delta$ の部分集合 $\Delta^{+}=$ { $2\beta_{i}(1\leq i\leq 3),$ $\beta_{i}$ 土 $\beta j(1\leq i<j\leq 3)$ } は正
ルート系をなす。 また、

$\Delta_{c}^{+}=\{\beta_{i}-\beta_{j}(1\leq \mathrm{i}<j\leq 3)\}$ , ム n+ $=\{2\beta_{i}(1\leq \mathrm{i}\leq 3), \beta_{i}+\beta_{j}(1\leq i<j\leq 3)\}$

で与えられる集合 $\Delta_{\mathrm{c}}^{+}$ および $\Delta_{n}^{+}$ はそれぞれコンパクトおよび非コンパクト正ルー
トの集合であり、 $\epsilon_{\mathbb{C}}$ および $\mathfrak{p}_{\mathbb{C}}$ の分解

セ $\mathbb{C}=\mathfrak{h}_{\mathbb{C}}\oplus$ ( $\oplus_{\beta\in\Delta}$才 $\mathrm{g}_{\pm\beta}$ ), $\mathfrak{p}_{\mathbb{C}}=\mathfrak{p}_{+}\oplus \mathfrak{p}_{-}$ , $\mathfrak{p}_{\pm}=\oplus_{\beta\in\Delta_{n}^{+}}\mathfrak{g}_{\pm\beta}$

が成立する。 ここに、各ルート $\beta\in\Delta$ に対して $\mathrm{g}_{\beta}$ は対応するルート空間を意味する。
さて、そ。および pよの基底を以下のようにとる。 $\mathrm{u}(3)$ から $\mathrm{e}$ への同型写像 $\kappa$ の複素化
への延長を再び $\kappa$ とかく。 このとき、各 $1\leq \mathrm{i}\leq 3$ に対して $\kappa(E_{ij})\in \mathfrak{b}_{\mathbb{C}\text{、}}\mathrm{i}\neq j$ に対
して $\kappa(E_{ij})\in \mathrm{g}_{\beta_{\dot{\tau}}-\beta_{j}}$ となり、集合 $\{\kappa(E_{ij})|1\leq \mathrm{i},j\leq 3\}$ は $\mathrm{E}_{\mathbb{C}}$ の基底をなす。 一方、

$p\pm:\{X\in M_{3}(\mathrm{C})|X={}^{t}X\}\ni X\vdash\Rightarrow(\pm\sqrt{-1}XX$ $\pm\sqrt{-1}X-X)\in \mathfrak{p}\pm$

で定義される写像 $p\pm$ と $1\leq i,j\leq 3$ に対して

$X_{\pm ij}=p \pm(\frac{E_{ij}+E_{ji}}{2}),$ $1\leq i\leq j\leq 3$

とおく。 このとき、 $X_{\pm ij}\in B\pm(\beta_{\mathrm{i}}+\beta_{j})$ であり、集合 $\{X_{\pm ij}|1\leq i\leq j\leq 3\}$ は pよの基
底をなす。

$H_{1}=$ diag $(1_{2}0,0, -1,0_{7}0),$ $H_{2}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}$ $(0,1,0,0, -1,0),$ $H_{3}=\mathrm{d}i\mathrm{a}\mathrm{g}(0,0,1,0,0, -1)$

に対し、 $a_{\mathfrak{p}}$ を $a_{\mathfrak{p}}=\mathrm{R}H_{\mathrm{I}}\oplus \mathrm{R}H_{2}\oplus \mathrm{R}H_{3}$ とおくと、 $a_{\mathfrak{p}}$ は $\mathfrak{p}$ の極大可換部分環となる。
このとき、 各 $1\leq i\leq 3$ に対し $\mathrm{e}_{i}(H_{j})=$ $\delta_{ij}$ , $1\leq\dot{J}\leq 3$ によって $e_{i}\in a_{\mathfrak{p}}^{*}$ を定義する
と、 集合

$\sum=\sum(a\mathfrak{p}’ 9)=$ { $\pm 2e_{i}(1\leq i\leq 3)$ , $\pm e_{i}\pm ej(1\leq\dot{l}$ く $j\leq 3)$ }
は $(a_{\mathfrak{p}},\mathfrak{g})$ の制限 Jレート系を与え、 $\Sigma$ の部分集合 $\Sigma^{+}=\{2e_{i}(1\leq \mathrm{i}\leq 3),$ $e_{i}\pm ej(1\leq$

$\mathrm{i}<j\leq 3)\}$ は正ルート系をなす。 さらに、 各 $\alpha\in\Sigma$ に対する制限ルート空問を佳。
とかき、次のように制限ルートベクトル $E_{\alpha}\in \mathfrak{g}_{\alpha}$ を選んでおく :

$E_{2\mathrm{e}\mathrm{i}}=(\begin{array}{ll}O_{3} E_{ii}O_{3} O_{3}\end{array}),$ $1\leq i\leq 3$
フ

$O_{3}$

$O_{3}$ $O_{3}$

$E_{e_{\mathrm{i}}}+ \in_{J}=(\frac{O_{3}|E_{iji}+E_{I}}{O_{3|}1O_{3}-}.),$ $E_{\mathrm{e}_{j}-\mathrm{e}_{j}}=(\begin{array}{ll}E_{ij} O_{3}O_{3} -E_{ji}\end{array}),$ $1\leq \mathrm{i}<j\leq 3$ ,

とし、 $E_{-\alpha}=\theta E_{\alpha},$ $\alpha\in\Sigma^{+}$ とおく。 $| \tau_{\mathfrak{p}}=\sum_{\alpha\in\Sigma^{+}}\mathrm{g}_{\alpha}$ とおけば、佳の岩澤分解佳 $=$

$\mathfrak{n}_{\mathfrak{p}}\oplus\alpha_{\mathfrak{p}}\oplus$ そが成り立ち、 また、 $A=\exp a_{\mathfrak{p}},$ $N=\exp \mathfrak{n}_{\mathfrak{p}}$ に対して $G$ の岩澤分解
$G=NAK$ が成り立つ。
次に、佳の部分環 $\mathfrak{n}\iota_{J},$ $a_{J},$ $\mathfrak{n}_{J}$ を、

$E_{ij}$

$O_{3}$ $-E_{ji}$

$\mathrm{m}_{J}=\mathrm{R}H_{3}\oplus \mathfrak{g}_{2e_{3}}\oplus \mathrm{g}_{-2e_{3}}\simeq\epsilon \mathfrak{l}(2, \mathrm{R}),$ $a_{J}=\mathrm{R}H_{1}\oplus \mathrm{R}H_{2},$ $\mathfrak{n}_{J}=\oplus_{\alpha\in\Sigma}+\backslash \{2\mathrm{e}_{3}\}9\alpha$,
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で定義し、 $G$ の部分群 $M_{J},$ $A_{J},$ $N_{J}$ を、

$M_{J}$ $=$ $Z_{f_{\mathrm{L}}’}(a_{J_{2}})\exp\iota \mathfrak{n}_{J_{2}}$

$=$ $\{1_{6}, \mu_{1}\}\mathrm{x}\{1_{6}, \mu_{2}\}\mathrm{x}\exp\iota \mathfrak{n}_{J_{2}}$

$=$ $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}\epsilon_{1}$

$\epsilon_{2}$

$ac$

$\epsilon_{1}$

$\epsilon_{2}$

$db\ovalbox{\tt\small REJECT}|\epsilon_{i}\in\{\pm 1\},$ $(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in SL(2_{7}\mathrm{R})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ,

$\epsilon_{1}$

$\epsilon_{2}$

$a$ $b$

$c$

$\epsilon_{1}$

$\epsilon_{2}$

$d$

および
$A_{J}=\exp a_{J},$ $N_{J}=\exp \mathfrak{n}_{J}$ ,

で定義する。 ここに、 $Z_{F\acute{i}}^{\cdot}(a_{J})$ は $K$ における $a_{J}$ の中心化群で、 $\mu_{i}=\exp\pi T_{i}$ とお

いた。 このとき、 $P_{J}=M_{J}A_{J}N_{J}$ は単純ルート $2e_{3}$ に対応する $G$ の放物部分群、
$\mathfrak{p}_{J}=\mathrm{m}_{J}\oplus a_{J}\oplus \mathfrak{n}_{J}$ は P」の Lie環となり、右辺はその Langlands分解を与えている。
このノートでは、 P」を $G$ の Jacobi放物部分群と呼ぶことにする。

22. Representations. 次に、上で定義した群 $K,$ $G$ , および $N$ の表現について扱う。
最高ウェイトの理論によれば、 $G$ の極大コンパクト群 $K\simeq U(3)$ の既約表現の同

値類は最高ウェイトの集合 $\Lambda=\{\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})|\lambda_{i}\in \mathrm{Z}, \lambda_{1}\geq\lambda_{2}\geq\lambda_{3}\}$ によって

パラメーターづけされる。 このパラメーター $\lambda\in \mathrm{A}$ に対応する $I\{’$ の表現を $(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})$

と書くことにすると、 $\tau_{\lambda}$ の表現空間 $V_{\lambda}$ は最高ウェイト $\lambda$ に対する G-パターンの集
合 $G(\lambda)$ によってパラメーターづけされる Gelfand-Zelevinsky基底 $\{f(M)\}_{M\in G(\lambda)}$ を

持つ。 ここに、 $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})\in \mathrm{A}$ に対する $\mathrm{G}$-パターン $M\in G(\lambda)$ とは、 条件
$\lambda_{1}\geq\alpha_{1}\geq\lambda_{2}\geq\alpha_{2}\geq\lambda_{3}$ および $\alpha_{1}\geq\beta\geq\alpha_{2}$ をみたす 6 つの整数よりなる三角列

$M=(\begin{array}{lll}\lambda_{1} \lambda_{2} \lambda_{3}\alpha_{1} \alpha_{2} \beta\end{array})$

のことである。 Gelfand-Zelevinsky 基底 $\{f(M)\}$ の定義、 および $\{f(M)\}$ 上の $\mathrm{f}_{\mathbb{C}}$ の

明示的作用については、論文 [1] および [4] を参照せよ。 $\lambda=(m, m, m)$ であるとき、

対応する表現 $(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})$ は 1 次元表現で、任意の $v\in V_{\lambda}$ に対して

$\tau_{\lambda}(\kappa(E_{ii}))v=m\iota),$ $(1\leq \mathrm{i}\leq 3)$ , $\tau_{\lambda}(\kappa(E_{ij}))v=0,$ $(i\neq j)$ ,

によって $\epsilon_{\mathbb{C}}$ は作用する。 また、 $\mathfrak{p}_{\mathbb{C}}$ は $K$ の随伴表現によって KK加群となるが、分解
pC=p+\oplus p- はその既約分解を与え、 同型 $\mathfrak{p}_{+}\simeq V(2,0,0)$ および $\mathfrak{p}_{-}\simeq V(0,0,-2)$ が成り

旦つ。
$\sigma=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, D)$ を、 らが $\{1_{6}, \mu_{i}\}$ 上の指標、 $D=D_{k}^{\pm}$ が Blattner $\prime k\backslash \circ$ラメーター十 k

を持つ $\exp \mathrm{m}_{J}\simeq SL(2, \mathrm{R})$ の離散系列表現であるような $M_{J}=\{1_{6}, \mu_{1}\}\mathrm{x}\{1_{6},\mu_{2}\}\rangle\langle$

$\exp \mathfrak{m}_{J}$ の表現とする。 さらに、 $\nu$ を $A_{J}$ 上の疑指標とする。 このとき、 Jacobi放物部
分群 PJ=MJAJN」から誘導された $G$ の一般主系列表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{J}}^{G}(\sigma\otimes\nu\otimes 1_{N_{J}})$ を、 こ

のノートでは $G$ の $P_{J}$-主系列表現と言う。次に述べる乃-主系列表現の $K$-type に対
する重複度公式は、誘導表現に対する Frobenius 相互律によって示すことが出来る。

Proposition 2.1. $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(D)$ を $D=$ つ$k+$ のとき $1_{\text{、}}$ D=Dk- のとき一 l で定義する。
このとき、パラメーター $\lambda\in \mathrm{A}$ に対応する既約 KK加群 $(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})$ の、 P」主系列表現
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$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{J}}^{G}(\sigma\otimes\iota/\otimes 1_{N_{J}})$ の $I\{^{r}$ への制限における重複度 $m_{\lambda}$ は次で与えられる :

$m_{\lambda}=\neq\{M\in G(\lambda)|k\equiv w_{3}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2),k\leq \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(D)w_{3}\epsilon_{i}(\mu_{i})=(-1)^{w_{i}},$$\mathrm{i}=1,2\}$ .

ここに、 $w=(w_{1_{7}}w_{2}, w_{3})$ は

$w_{1}=\beta,$ $w_{2}=\alpha_{1}+\alpha_{2}-\beta,$ $w_{3}=\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}-\alpha_{1}-\alpha_{2}$

で定義される $M\in G(\lambda)$ のウェイトである。

上の命題によれば、 $\sigma=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, D_{k}^{+})$ が条件 $\epsilon_{1}(\mu_{1})=\epsilon_{2}(\mu_{2})=(-1)^{k}$ をみたすと
き、 $K$-type $\tau(k,k,k)$ は既約 $P_{J}$-主系列表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{J}}^{G}(\sigma\otimes\iota/\otimes 1_{N_{J}})$ において重複度 1 であ
り、 また $\tau(k-2,k-2,k-2)$ は $K$-type として現れないことがわかる。 この場合、 \mbox{\boldmath $\tau$}(k,痢を
既約 $P_{J}$-主系列表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F_{J}}^{G}(\sigma\otimes l/\otimes 1_{N_{J}})$ のコーナー $I_{\acute{1}}$-type と呼ぶ。

$\eta$ を $N$ のユニタリ指標とし、 $\eta$ の微分も同じ記号で表すとする。今、

箕 pab $=\mathfrak{n}_{\mathrm{p}}/[\mathfrak{n}_{\mathfrak{p}}, \mathfrak{n}_{\mathfrak{p}}]\simeq$ 佳 $\mathrm{e}_{1}-\mathrm{e}_{2}\oplus \mathrm{g}_{\mathrm{e}_{2}-\mathrm{e}_{3}}\oplus$ 佳 $2\mathrm{e}_{3}$

であることから、 $\eta$ は

$\eta(E_{e_{1}-\mathrm{e}_{2}})=2\pi\sqrt{-1}c_{12},$ $\eta(E_{e_{2}-\mathrm{e}_{3}})=2\pi\sqrt{-1}c_{23},$ $\eta(E_{2\mathrm{e}_{3}})=2\pi\sqrt{-1}c_{3}$

なる 3 つの実数 $c_{12},$ $c_{23}$ , C3 $\in \mathrm{R}$によって定められることがわかる。特に、 $c_{12}c_{23}c_{3}\neq 0$

なる実数 $c_{12},$ $c_{23},$ $c_{3}$ によって定められる $N$ の指標 $\eta$ を非退化指標と呼ぶ。

3. WHITTAKER FUNCTIONS

$I\acute{\mathrm{t}}$ の有限次元表現 $(\tau, V_{7}.)$ と $N$ の非退化指標 $\eta$ に対し、 $C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ で条件

$\varphi(ngk)=\eta(n)\tau(k)^{-1}\varphi(g)$ , $(n,g, k)\in N\cross G\mathrm{x}K$.
をみたす滑らかな関数 $\varphi$ : $Garrow V_{\tau}$. のなす空問をあらわす。 このとき $G$ の岩澤分解
$G=NAK$ により、 関数 $f\in C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ はその $A$ への制限 $f|_{A}$ によって定まる
ことがわかる。 また、 表現空間

$C_{\eta}^{\infty}(N\backslash G)=\{\varphi\in C"(G)|\varphi(ng)=\eta(n)\varphi(g), (n,g)\in N\mathrm{x}G\}$ ,

上の右移動により与えられる $\eta$ から誘導された $G$ の C0誘導表現を $C$“ $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\eta)$ とす
る. このとき、 $(\tau^{*}, V_{\tau}*)$ で $(\tau, V_{\tau})$ の反町表現、 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ で $V_{\tau}$ . $\mathrm{x}\mathrm{V}_{\tau}^{\vee}$上の標準的双線型形式を
あらわすと、 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}(\tau^{*}, C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\eta))$ と $C_{\eta,r}^{\infty}(N\backslash G/K)$ は関係 $\iota(v^{*})(g)=\langle v^{*}, F^{[\iota]}(g)\rangle$ ,
$v^{*}\in V_{\tau}*,$ $g\in G$ により定まる $\iota\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}(\tau^{*}, C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\eta))$ と $F^{[\iota]}\in C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ の

対応により同型となる。
さて、 $G$ の既約許容表現 $(\pi, H_{\pi})$ とその $K$-type$($ \mbox{\boldmath $\tau$}*, $V_{\tau}*)$ をとり、 さらに $\tau^{*}$ の $\pi$ へ

の埋め込み $i\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}(\tau^{*}, \pi)$ をひとつ固定する。 このとき、 $\pi$ および $C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\eta)$ に
おける K\eta 有限ベクトルたちのなす ( $\mathrm{g}_{\mathbb{C}}$ , K)K層群の問の絡空間

$\mathrm{I}=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\eta,\pi\langle \mathrm{g}_{\mathbb{C}},K)(\pi, C^{\infty}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\eta))$

の各元 $T$ に対し $T_{i}$ $\in C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ が関係 $T(i(v^{*}))(g)=\langle v‘, T_{i}(g)\rangle,$ $v^{*}\in V_{\tau}*,$ $g\in G$

により定まる。 そこで、

Wh
$(\pi, \eta, \tau)=\cup.,\{T_{i}|T\in \mathrm{I}_{\eta,\pi}\}i\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{K}(\tau\pi)$
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によって定義される $C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ の部分空間Wh $(\pi, \eta, \tau)$ を、 $(\pi, \eta, \tau)$ に対するWhit-
taker 関数の空間と呼ぶことにする。

4. DIFFERENTIAL EQUATIONS

$\epsilon_{i}(\mu_{i})=(-1)^{k}$ をみたす $M_{J}$ の表現 $\sigma=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, D_{k}^{+})_{\text{、}}$ および $(\dot{\nu}_{1\}}\iota\nearrow_{2})\in \mathrm{C}^{2}$ に対
して $\nu$ (diag ( $a_{1}$ , a2, 1, $a_{1}^{-1},$ $a_{2}^{-1},1)$ ) $=a_{1}^{\nu_{1}}a_{2}^{\nu_{2}}$ で定義される $A_{J}$ 上の疑指標 $\nu$ に対して、

$G$ の PJP二系列表現 $\pi=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{J}}^{G}(\sigma\otimes\nu\otimes 1_{N_{J}})$ を考える。 また、 $\pi$ は既約であると仮
定する。 このとき、 $\tau=\tau(-k,-k,-k)$ とすると $\pi$ のコーナー If-type は $\tau$ の反傾表現
$\tau^{*}=\tau(k,k,k)$ で与えられる。 さらに、 $\eta$ を $c_{12},$ $c_{23},$

$c_{3}\in \mathrm{R}$ により定まる $N$ の非退化指
標とする。 この節および細節では、 上の表現の組 $(\pi, \eta, \tau)$ に対する Whittaker 関数
の空間 Wh $(\pi, \eta, \tau)$ について議論する。

Definition 41. 各 $1\leq \mathrm{i}\leq 3$ に対し、 \pm \pm カイラル行列 $m_{i}(C_{\pm})$ を

$m_{1}(C_{\pm})=[_{X_{\pm 12}}X_{\pm 11}$ $X_{\pm 12}X_{\pm 22}X_{\pm 13}X_{\pm 23}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $m_{2}(C_{\pm})=|\begin{array}{lll}M_{\pm 11} -M_{\pm 12} M_{\pm 13}-M_{\pm 12} M_{\pm 22} -M_{\pm 23}\end{array}|$ ,
$\mathrm{L}X_{\pm 13}$ $X_{\pm 23}$ $X_{\pm 33}\rfloor$ $\lfloor$ $M_{\pm 13}$ $-M_{\pm 23}$ $M_{\pm 33}$ $\rfloor$

および $m_{3}(C_{\pm})=\det(m_{1}(C_{\pm}))$ で定義し、 $C_{2i}=\mathrm{T}\mathrm{r}$ $(m_{i}(C_{+})m_{i}(C-))$ とおく。 $arrowarrow$

に、 各 $1\leq \mathrm{i}\leq j\leq 3$ に対し、 M甥は行列 $m_{1}(C_{\pm})$ の ( $i$ , j)j斗行列式とする、すな
わち

$M_{\pm 11}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 22} X_{\pm 23}X_{\pm 23} X_{\pm 33}\end{array}|,$ $M_{\pm 22}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 11} X_{\pm 13}X_{\pm 13} X_{\pm 33}\end{array}|,$ $M_{\pm 33}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 11} X_{\pm 12}X_{\pm 12} X_{\pm 22}\end{array}|$ ,

$M_{\pm 12}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 12} X_{\pm 23}X_{\pm 13} X_{\pm 33}\end{array}|,$ $M_{\pm 13}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 12} X_{\pm 22}X_{\pm 13} X_{\pm 23}\end{array}|,$ $M_{\pm 23}=|\begin{array}{ll}X_{\pm 11} X_{\pm \mathrm{l}2}X_{\pm 13} X_{\pm 23}\end{array}|$ .

このとき、容易に確かめられるように、

$C_{2i}\in U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{K}=$ {$X\in U$ (佳 $\mathbb{C})|$ Ad $(k)X=X,$ $k\in K$}
が成り立つ。

Remark 42. $n$ 旧説シンプレクティック群 $Sp(n, \mathrm{R})$ にお $\prime_{\sqrt}\mathrm{a}$ても、 各 $1\leq \mathrm{i}\leq n$ (こ

対して $U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{K}$ の元 $C_{2i}$ を同様に定義することが出来る。特に、 $C_{2n}$ は本質的に所謂

Maass シフト作用素である。 (cf. [7])

さて、上で定義した $U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{K}$ の元 $C_{2i}$ の $C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ 上の明示的な作用について
考える。 次の補題は、岩澤分解 $\mathrm{g}=\mathfrak{n}_{\mathfrak{p}}\oplus a_{\mathfrak{p}}\oplus\not\in$ に従った順序による書き換えによっ
てこの作用の明示公式が得られることを示している。

Lemma 43. $f\in C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)$ とする。 このとき、 $X\in U(\mathrm{f}_{\mathbb{C}}),$ $Y\in U(\mathrm{n}_{\mathrm{p}\mathbb{C}})_{J}Z\in$

$U(a_{\mathfrak{p}\mathbb{C}})$ および $a\in A$ に対し、 (Ad $(a^{-1})Y$ ) $ZXf(a)=\eta(Y)\tau(-X)(Zf)(a)$ 6’戒り立

つ。 特 (こ、 $a=$ diag( $a_{1}$ , a2, $a_{3},$
$a_{1}^{-1},$ $a_{2}^{-1},$ $a_{3}^{-1}$ ) $\in A$ (こ対して、 $H_{i}f(a)=a_{i} \frac{\partial}{\partial\alpha_{i}}f(a)$ で

あり、 また

$E_{e_{1}-e_{2}}f(a)=2 \pi\sqrt{-1}c_{12}\frac{a_{1}}{a_{2}}f(a)$, $E_{e_{2}-e_{3}}f(a)=2 \pi\sqrt{-1}c_{23}\frac{a_{2}}{a_{3}}f(a)$ ,
$E_{2e_{3}}f(a.)=2\pi\sqrt{-1}c_{3}a_{3}^{2}f(a)$ ,

および $E_{\alpha}f(a)=0,$ $\forall\alpha\in\Sigma^{+}\backslash \{e_{1}-e_{2}, e_{2}-e_{3},2e_{3}\}_{f}$ が成り立つ。
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さて、Wh$(\pi, \eta, \tau)$ の各元の $A$-動径威分、すなわちその $A$への制限がみたすホロノ
ミック系を明示的 (こ記述する。以下では、$A=$ {diag $(a_{1}$ , a2, $a_{3},$

$a_{1}^{-1},$ $a_{2}^{-1},$ $a_{3}^{-1})|a_{i}>0$ }
の座標として、

$x_{1}=( \pi c_{12}\frac{a_{1}}{a_{2}})^{2},$ $x_{2}=( \pi c_{23}\frac{a_{2}}{a_{3}})^{2},$ $x_{3}=4\pi c_{3}a_{3}^{2}$ ,

で定まる座標 $x=(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ を用いることにする。

Theorem 44. Whittaker 関数 $f\in$ Wh $(\pi, \eta, \tau)$ の AA動径成分 $f|_{A}$ のなす空間を

Wh$(\pi, \eta, \tau)|_{A}$ とかく。 このとき、 $\varphi\in \mathrm{W}\mathrm{h}(\pi, \eta, \tau)|_{A}$ は次のホロノミック系をみたす :

(1) $\{$

$D_{2} \varphi(x)=\frac{1}{4}\chi_{2,k,l/}$ ,
$D_{3}\varphi(x)=0$ ,
$\mathcal{D}_{4}\varphi(x)=\frac{1}{16}\chi_{4,k,\iota/}$ .

ここに、 変数 $x_{i}$ に関する Euler 作用素を $\partial_{i}=x_{i}\frac{\partial}{\partial x_{\mathrm{a}}}$ とかくとき、 $D_{2},$ $D_{3},$ $D_{4}$ は以下

で定義されるそれぞれ 2, 3, 4 階の微分作用素である :

$D_{2}$ $=$ $( \partial_{1}+\frac{k}{2}-3)(\partial_{1}-\frac{k}{2})+(-\cdot\partial_{1}+\partial_{2}+\frac{k}{2}-2)(-\partial_{1}+\cdot\partial_{2}-\frac{k}{2})$

$+(- \cdot\partial_{2}+\partial_{3}-\frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)(-\cdot\partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})$

$-2x_{1}-2x_{2}$ ,

$D_{3}$ $=$ $( \partial_{1}-\frac{k}{2}-1)\{(-\partial_{1}+\partial_{2}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})(-\partial_{2}+\cdot\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})+x_{2}\}$

$+x_{1}(- \partial_{2}+\cdot\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})$ ,

$D_{4}$ $=$ $\{(-\partial_{1}+\partial_{2}+\frac{k}{2}-\frac{3}{2})(-\partial_{2}+\partial_{3}-\frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)+x_{2}\}$

. $\{(-\partial_{1}+\cdot\partial_{2}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})(-\partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})+x_{2}\}$

$+( \partial_{1}+\frac{k}{2}-\frac{5}{2})(-\partial_{2}+\partial_{3}-\frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)$

. $( \partial_{1}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})(-\partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})$

$+ \{(\partial_{1}+\frac{k}{2}-\frac{5}{2})(-\partial_{1}+\partial_{2}+\frac{k}{2}-2)+x_{1}\}$

. $\{(\partial_{1}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})(-\cdot\partial_{1}+\partial_{2}-\frac{k}{2})+x_{1}\}$

$-2x_{1}(- \partial_{2}+\ - \frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)(-\partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})$
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$+2x_{1}x_{2}-2x_{2}( \partial_{1}+\frac{k}{2}-\frac{5}{2})(\partial_{1}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})$ .

また、 固有値は以下で与えられる :
$\chi_{2,k,\nu}=\{\nu_{1}^{2}-(k-3)^{2}\}+\{\nu_{2}^{2}-(k-2)^{2}\},$ $\chi_{4,k,\nu}=\{\iota/_{1}^{2}-(k-2)^{2}\}\{\nu_{2}^{2}-(k-2)^{2}\}$ .

Proof. $U(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}})^{K}$ の元 $C_{2}$ および $C_{4}$ の Wh$(\pi, \eta, \tau)$ 上の作用は明らかにスカラー作用
であり、 その固有値は、それぞれ $\chi 2,k,\nu$ および $\chi_{4,k,l/}$ で与えられる。 また、 これらの
$C_{\eta,\tau}^{\infty}(N\backslash G/K)|_{A}$ 上の明示的な作用については Lemma 43 により (多少の計算の後)

得られる。 これより、 2 階および 4 階の微分方程式を得る。
作用素 $C_{6}$ も同様にスカラー作用であるが、 これについてはより詳細に見る。 定

義より、作用素 $m_{3}(C_{-})$ は $\pi$ の Harish-Chandra加群において If-type $\tau^{*}=\tau(k,k,k)$ を

$\tau(k-2,k-2,k-2)$ に写像する。 しかしながら、 \mbox{\boldmath $\tau$}(結み) は $\pi$ のコーナー If-typeであるから、

$\tau(k-2,k-2,k-2)$ は $\pi$ の $I\{^{r}$-type に現れないので、Wh$(\pi, \eta, \tau)$ の各元は $m_{3}$ (C-) の作用に
よって消えることがわかる。 このことより、 3 階の微分方程式を得る。 $(\mathrm{Q}.\mathrm{E}.\mathrm{D})$

ここで得られたホロノミック系の解については次節で議論する。
この定理の系として、Whittaker関数の空間の次元について言及しておくことにす

る。上の定理と Kostant ([6] Theorem 68.1) および松本 ([8] Corollary 222, Theorem
6.2.1) の結果を組み合わせることにより、次の主張が得られる。

Corollary 45. 絡空間 $\mathrm{I}_{\eta,\pi}$ およびWhittaker 関数の空間 Wh $(\pi, \eta, \tau)$ の次元は次で
与えられる :

dimc $\mathrm{c}$ Wh $( \pi_{7}\eta, \tau)=\frac{1}{2}|W|=24$ .

ここに、 $W=W(\mathrm{g}, a_{\mathfrak{p}})\simeq\{\pm 1\}^{3}\mathrm{x}\mathfrak{S}_{3}$ は $a_{\mathfrak{p}}$ に関する (小さい) Weyl群である。 特
に、 $\pi$ の Harish-Chandra加群の Bernstein 次数は 24 である。

5. SECONDARY WHITTAKER FUNCTIONS

前節で得たホロノミック系 (1) ?i点 $(x_{1}, x_{2}, x_{3})=(0,0,0)$ において正規交叉する

3 つの divisor $x_{1}=0,$ $x_{2}=0,$ $x_{3}=0$ に沿った確定特異性を持つ。 この節では、 点
$(x_{1}, x_{2}, x_{3})=(0,0,0)$ のまわりにおける系 (1) のべき級数解を第 2種Whittaker 関数
と呼び $($ cf. $[3])_{\text{、}}$ これを決定する。
まず最初に、 第 2 種Whittaker $7\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \text{数^{}\prime}$ #こ対する 24 個の#‘’tf量を与える。 系 (1) の点

$(x_{1}, x_{2}, x_{3})=(0,0,0)$ における黄雲性根 $\gamma=(\gamma_{1}, \gamma_{2}, \gamma_{3})$ に対して $\delta=(\delta_{1}, \delta_{2}, \delta_{3})=$

$(\gamma_{1}, -\gamma_{1}+\gamma_{2}, -\gamma_{2}+\gamma_{3})$ とおくと、 5 は以下で与えられる :

(2) $\delta=\sigma(\frac{\epsilon_{1}\nu_{1}}{2},$ $\frac{\epsilon_{2}\nu_{2}}{2},$ $\frac{k-1}{2}),$ $\epsilon_{1},$
$\epsilon_{2}\in\{\pm 1\},$ $\sigma\in \mathfrak{S}_{3}$

ここに、 $\mathfrak{S}_{3}$ は 3 次対称群である。
さて、 このノートの主結果である第 2 種Whittaker 関数の明示公式は次の定理で

与えられる。

Theorem 51. ホロノミック系 (1) の各特性根 $\gamma\in \mathrm{C}^{3}$ に対して、

$M_{\gamma}(x)=x^{\frac{\mathrm{s}}{12}+\gamma_{1}}x^{\frac{5}{22}+\gamma 2}x_{3}^{3+\gamma \mathrm{s}} \exp(-\frac{x_{3}}{2})\sum_{l,m,n\geq 0}C_{l,m,n}^{\gamma}x_{1}^{l}x_{2}^{m}x_{3}^{n}$
,
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とおく。 ここで、 $M_{\gamma}(x)$ のべき級数部分における係数 $\{C_{l,m,n}^{\gamma}\}$ は次で定義される :
1, $m,$ $n\in \mathrm{Z}_{\geq 0^{\text{、}}}$ および定数 $a,$ $b,$ $c,$ $a’,$ $b’,$ $c’$ に対し、

$k_{l,m,n}$ $=$ $k_{l,m,n}(a, b, c, a’, b’, c’)$

$=$ $\frac{1}{n!}$ . $\frac{(m+a)_{n}(-l+b)_{n}}{(c)_{n}}4F3(1-n-m-a,1-n+l-b,c-n,$$1-n-c,-m+a’,l+b’,$ $|1)$ .

とおく。 ここに、 $(a)_{n}$ は Pochhammer 記号、 $pqF$ は一般超幾何関数をあらわす (cf.
$[11])_{\text{。}}\gamma$ に対応する $\delta=(\mathit{5}_{1}, \delta_{2}, \delta_{3})$ について $\delta_{3}\neq\frac{k-1}{2}$ のとき、

$C_{l,m,n}^{\gamma}$ $=$ $\frac{1}{m!}\Gamma\ovalbox{\tt\small REJECT} m-n\mathrm{I}\alpha_{1},l+\alpha_{2},$$m+\alpha_{3},n+\alpha_{4},l+\alpha_{5}l+m-n+\alpha_{2},$
$\alpha_{1},\alpha_{3},$ $\alpha_{4},\alpha_{5},$

$\alpha_{6},$
$l+\alpha_{6}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\rangle\langle k_{l,m,n}(\alpha_{4_{7}}-\alpha_{2}+1, -\alpha_{3}+\alpha_{4}+1,0, \alpha_{2}+\alpha_{4}-1, \alpha_{3}+\alpha_{4}-1)$

と定義する。 こ乙に、 パラメータ $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{6}$ は

$\alpha_{1}=-\mathit{5}_{3}+\underline{k}\pm \mathrm{z}^{1}$

’
$\alpha_{2}=\delta_{1}-\delta_{3}+1$ , $\alpha_{3}=\delta_{*}-\delta_{3}+1$ ,

$\alpha_{4}=\delta_{*}+\delta_{3}+1$ , $\alpha_{5}=\delta_{1}-\frac{k-3}{2}$ , $\alpha_{6}=-\delta_{2}+\ovalbox{\tt\small REJECT}$

および $\delta_{*}=\delta_{1}+\mathit{5}_{2}-\frac{k-1}{2}$ で与えられる。 $\delta_{3}=\frac{k-1}{2}$ のときは、 $m\geq n$ に対して

$C_{l,m,n}^{\gamma}$ $=$ $\frac{1}{(m-n)!l!}\Gamma\ovalbox{\tt\small REJECT} l+\beta_{1},$

$l+\beta_{2},$

$n+\beta_{3},m+\beta_{1},m+\beta_{4}l+m-n+\beta_{1},\beta_{2},$$\beta_{3},\beta_{1},\beta_{4}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\mathrm{x}k_{m,l,n}(\beta_{3}, -\beta_{1}+1, -\beta_{2}+\beta_{3}+1,0, \beta_{1}+\beta_{3}-1, \beta_{2}+\beta_{3}-1)$,

$m<n$ に対して $C_{l,m_{\dagger}n}^{\gamma}=0$ と定義する。 ここに、 パラメータ $\beta_{1},$
$\cdots,$

$\beta_{4}$ は

$\beta_{1}=\delta_{1}-\frac{k-3}{2},$ $\beta_{2}=\delta_{1}-\delta_{2}+1,$ $\beta_{3}=\delta_{1}+\delta_{2}+1,$ $\beta_{4}=\delta_{2}-\frac{k-3}{2}$

で与えられる。 このとき、集合 $\{M_{\gamma}(x)\}$ はホロノミック系 (1) の点 $x=(0,0,0)$ に
おける基本解系を与える。

Proof. この定理を得るためには、 まずホロノミック系 (1) をその形式的べき級数解
の係数に対する差分方程式系に書き換える。 このようにして得られた差分方程式系
は (1) と同値であるが、 この差分方程式系は適当な F\Gamma 因子を出すことにより、 次の
Key Lemma に帰着することが出来る。 (Q.E.D.)

Lemma 52. 定数 $a,$ $b,$ $c,$ $a’,$ $b’,$ $c’$ は条件 $c,$ $c’\not\in \mathrm{z}_{\leq 0},$ $a,$ $b\not\in \mathrm{Z}$ をみたすとする。 この

とき、 $\{k_{l,m,n}\}$ は次の 2 つの差分方程式をみたす。

$f1(l, m, n.)k_{l,m,n}=f_{2}(l, m, n)k_{l,m,n-1}+2(m-a’)(m+a-c)k_{l,m-1,n}$ ,
$g(l, m, n)k_{l,m,n}=(m-a’)(m+a-c)k_{l,m-1,n}-(l-b)(l+b’-c’)k_{l-1,m,n}$ .

ここに、

$f_{1}(l, m)$ $=$ $n^{2}+(-2m+2a’+c-1)n+2(m-a’)(m+a-c)$ ,
$f_{2}(l, m, n)$ $=$ $n^{2}-(m+l-2a’-a-b+2)n-(a+a’-1)(m+l-a’-b+1)$ ,
$g(l, m, n)$ $=$ $(l-m-a-b+c)n-(l+m-a’-b)(l-m-a-b+c)$ ,

であり、 $l_{J}m,$ $n$ のいずれかが負であるときは $k_{l,m,n}=0$ であると約束する。
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6. APPENDIX

ここでは、 $G$ の極小放物部分群から誘導された主系列表現に対する Whittaker 関
数について、 それらがみたすホロノミック系を与えることにする。

$I\dot{\iota}^{\Gamma}$ における $a_{\mathfrak{p}}$ の中心化群 $Z_{K}(\alpha_{\mathfrak{p}})$ を M。と力 $1\text{く}$ と、

$M_{0}=\{1_{6}, \mu_{1}\}\mathrm{x}\{1_{6}, \mu_{2}\}\mathrm{x}\{1_{6}, \mu_{3}\}$

である。また、このとき $P_{0}=M_{0}AN$ は $G$の極小放物部分群で、右辺はその Langlands
分解を与える。 $\sigma=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2},\epsilon_{3})$ を $\epsilon_{i}$ が $\{1_{6},\mu_{i}\}$ 上の指標であるような $M_{0}$ の表現、 $\nu$

を孟上の疑指標とする。 このとき、 極小放物部分群 $P_{0}$ から誘導された $G$ の主系列
表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{0}}^{G}(\sigma\otimes\nu\otimes 1_{N})$ について、 その $I\acute{\iota}$-type の重複度は次で与えられる。

Proposition 61. パラメーター $\lambda\in \mathrm{A}$ に対応する既約 K\in 加力 $(\tau_{\lambda}, V_{\lambda})$ の、 主系列
表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{0}}^{G}(\sigma\otimes \mathrm{t}/\otimes 1_{N})$ の Ifへの制限における重複度 $m_{\lambda}$ は次で与えられる :

$m_{\lambda}=\#\{M\in G(\lambda)|\epsilon_{i}(\mu_{i})=(-1)^{w;}!.1\leq i\leq 3\}$ .

ここに、 $w=(w_{1_{7}}w_{2}, w_{3})$ は $M\in G(\lambda)$ のウェイトである。

この命題より、 $G$ の主系列表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{0}}^{G}(\sigma\otimes\nu\otimes 1_{N})$ が 1 次元表現 $\tau(k,k,k)$ を K-type
に持つ必要十分条件は

$\epsilon_{1}(\mu_{1})=\epsilon_{2}(\mu_{2})=\epsilon_{3}(\mu_{3})=(-1)^{k}$

であることがわかる。
以下、 $1\leq \mathrm{i}\leq 3$ に対して $\epsilon_{i}(\mu_{i})=(-1)^{k}$ をみたす $M_{0}$ の表現 $\sigma=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \epsilon_{3})_{\text{、}}$ お

よび $(\nu_{1}, \nu_{2}, \nu_{3})\in \mathrm{C}^{3}$ に対して $\nu$ ( $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}$ ( $a_{1}$ , a2, $a_{3}$ , $a_{1}^{-1},$ $a_{2}^{-1},$ $a_{3}^{-1})$ ) $=a_{1}^{\nu_{1}}a_{2}^{l/_{2}}a_{3}^{\nu_{3}}$ で定義さ
れる $A$ 上の疑指標 $\nu$ に対する $G$ の主系列表現を $\pi=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{0}}^{G}(\sigma\otimes\nu\otimes 1_{N})$ とおく。 こ

のとき、 $\pi$ は \mbox{\boldmath $\tau$}=\mbox{\boldmath $\tau$}(-k.-k.殉およびその反傾表現 $\tau^{*}=\tau_{(k,k,k)}$ を $Ii^{r}$-type に持つ。 ま

た、 $\eta$ を $c_{12},$ $c_{23}$ , C3 $\in \mathrm{R}$ により定まる $N$ の非退化指標とする。 このとき、 上の表現
の組 $(\pi, \eta, \tau)$ に対して、Wh$(\pi, \eta, \tau)$ の各元のん動径成分がみたすホロノミック系を
PJ\hslash 一系列表現の場合と同様にして明示的に記述することができる。

Theorem 62. $\varphi\in \mathrm{W}\mathrm{h}(\pi, \eta, \tau)|_{A}$ は次のホロノミック系をみたす :

(3) $\{$

$D_{4} \varphi(x)=\frac{*1}{16}\tilde{\chi}_{4,k,\nu}D_{2}\varphi(x)=\frac\tilde{\chi}_{2,k,\nu},$

,
$D_{6} \varphi(x)=\frac{1}{64}\tilde{\chi}_{6,k,\nu}$.

ここに、 $D_{2}$ および $D_{4}$ は Theo $rem$ 44 で定義されたそれぞれ 2, 4 階の微分作用素、
$D_{6}$ は以下で定義される 6 階の微分作用素である :

$D_{6}$ $=$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}(.\partial_{1}+\frac{k}{2}-2)\{$ (- $\partial_{1}+\partial_{2}+\frac{k}{2}-\frac{3}{2}$) $(- \partial_{2}+\partial_{3}-\frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)+x_{2}\}$

$+x_{1}(- \partial_{2}+\partial_{3}-\frac{x_{3}}{2}+\frac{k}{2}-1)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

. $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\partial_{1}-\frac{k}{2}-1)\{$ $(- \partial_{1}+\partial_{2}-\frac{k}{2}-\frac{1}{2})$ $(- \partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}-\frac{k}{2})+x_{2}\}$
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$+x_{1}$ $(- \partial_{2}+\partial_{3}+\frac{x_{3}}{2}$ $- \frac{k}{2}$) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

,

また、 固有値は次で与えられる :
$\tilde{\chi}_{2,k,\nu}$ $=$ $\{\nu_{1}^{2}-(k-3)^{2}\}+\{\nu_{2}^{2}-(k-2)^{2}\}+\{\nu_{3}^{2}-(k-1)^{2}\}$,

$\tilde{\chi}_{4,k,\nu}$ $=$ $\{\nu_{2}^{2}-(k-1)^{2}\}\cdot\{\nu_{3}^{2}-(k-1)^{2}\}+\{\nu_{1}^{2}-(k-2)^{2}\}\cdot\{\nu_{3}^{2}-(k-1)^{2}\}$

$+\{\nu_{1}^{2}-(k-2)^{2}\}\cdot\{\nu_{2}^{2}-(k-2)^{2}\}$ ,
$\tilde{\chi}_{6,k,\nu}$ $=$ $\{\nu_{1}^{2}-(k-1)^{2}\}\cdot\{\nu_{2}^{2}-(k-1)^{2}\}\cdot\{\nu_{3}^{2}-(k-1)^{2}\}$ .

また、Whittaker 関数の空間の次元については以下が成立する。

Corollary 63.
$\dim_{\mathrm{C}}\mathrm{I}_{\eta,\pi}=\dim_{\mathrm{C}}$ Wh$(\pi, \eta, \tau)=|W|=4\mathrm{S}$ .
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