
65

A double-exponentially growing solution
of the two-dimensional ideal Boussinesq equations:

its further evolution stages and response to disturbances

藤 定義、 松本剛、 山田良透、 宮下尚 *

京都大学・理、 * IBM 東京基礎研究所

2次元非粘性 Bousinesq方程式の初期値問題を数値的に解いて、温度の勾配の最大
値が 2重指数関数で増大すること、更にその後自己相似的な発展が始まり等温線が
有限時間で無限に伸長し爆発が起きる可能性を示唆する結果を得た。

1 はじめに

3 次元 Euler方程式の初期値問題の適切性は未解決の難問である $[1, 2]$ . コンピュータの発展
に伴い多くの研究者がこの難問に挑んできたが、決定的な結果は今だ得られて $\iota\cdot\backslash$な $\mathfrak{i},\backslash$ . しかし
ながら、一連の研究により、任意の初期条件に対しては構造の形成が起き、 発散を引き起こす
と考えられている 2 次の非線形性が逓減され発散を抑制する’$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}1e_{\mathrm{J}}\mathrm{t}\cdot \mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{I}1}$

$()\mathrm{f}$ nonleax$\circ$ity’(以-F非

線形性の逓源と呼ぶ) が起きることが知られるようになってきた. 従って、有限時問発散を実
現するためには、少なくとも「非線形性の逓減」を起こさな $\iota\backslash$ような初期条件を選ぶ必要があ

ると考えられている. このような初期条件でもっとも可能性の高いものは Pelz が導入した高

対称性を持つものであろう [3].
3 次元 Ellle\iota 方程式の特異点発生の問題は、古くは乱流のエネルギー散逸の問題と関連して
考えられてきた [2]. Kolmogorov の乱.$lJ\mathrm{f}\mathrm{i}_{1}\backslash \cdot \text{理}$論では非粘性の極限におし ‘てもエネルギー $\#^{t}.\chi \mathrm{j}\mathrm{g}\mathrm{F}\mathrm{h}\yen;arrow$

限に留まるという仮説をもとに、有名なエネルギースペクトルの 5/3乗則を導いた. これは、

非 $.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\backslash }$ \eta ‘*^極限で J‘-\not\in ^k^\not\in 場が自己相似生を持ちかつ滑らかさを失うことを示唆する. このよう $fg\mathrm{f}^{\mathrm{a}}\varpi$が

有限時闇に形成されるならば、 $\mathrm{F}_{\lrcorner}^{\tau}\tau \mathrm{I}1\mathrm{e}\mathrm{r}$方程式の爆発と密接に関連するはずであるが、乱流理論
の側からは爆発を示唆する結果は得られていない 6
本報告では、 2次元アクティブスカラーの爆発問題を数値的に取り扱う $[1, 2]$ . 良ぐ知られ

ているように、 2 次元 Euler方程式は爆発はしない. これは渦度が保存することを用 1,‘て証明
される .–方、アクティブスカラーは速度場とカップルしており, このために渦度は保存しな

い, その爆発問題は未解決である. 今、 スカラー場を $\theta$ と置くと、スカラー場と速度場の時問
発展は次の方程式に従う.

$( \frac{\partial}{\partial t}+u\cdot\nabla)\theta$ $=$ $0_{\dot{J}}$

$(1\grave{)}$

$( \frac{\partial}{\partial \mathrm{f}}.+u\cdot\nabla)\omega$ $=$ $F(\theta_{j}\nabla\theta)$ . (2)

このとき, $\chi\equiv\nabla^{[perp]}\theta$ $=(\partial\theta/\partial.y_{i}-^{t}\partial\theta/\partial x)$ と $\text{定}--\cdot \mathrm{g}-\wedge$されるベクトル量 $\chi\mathrm{F}\mathrm{h}_{\text{、}}$ 次 $\mathit{0}\mathrm{J}?\xi_{Il}\backslash .$} $\Gamma^{f}x^{\hat{x}}\mathit{7}j\text{程}$式 $f \mathrm{i}\prod\overline{\mathrm{n}.}$

型の方程式に従う.

$( \frac{\partial^{\backslash }\prime}{\partial\dagger_{I}}+u\cdot\nabla)\chi=(\chi\cdot\nabla)u$ . (3)
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このことからも理解できるように, 2 次元アクティブスカラー方程式系では解が荷限時問発散
する可能性を排除できない.
アクティブスカラー場 $1^{(]}$ を磁気スカラーポテンシャルとすると方程式 (1), (2) は磁気流体力

学 (MHD) の基礎方程式となる. また, 速度場の方程式を

$u=(-\triangle)^{-1/2}\nabla^{[perp]}\theta$ (4)

とおくと, 準地衡近似方程式 (QG) となる, 本報告では, $\theta$ を温度場とし $F=\partial\theta_{/}’‘\partial x$ と置いて

得られる $\mathrm{B}\mathrm{o}n\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{q}$ 方程式を扱う.
これらの 3つの場合に対して, 有限時間発散を起こす場合に満たすべき判定条件である $\mathrm{B}_{\mathrm{L}^{1}\mathrm{d}}‘ 1-$

Kato-M‘ajda の基準 $[1, 4]$ が求められている. $\mathrm{B}_{011\mathrm{b}^{\tau}}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{q}$ 方程式の場含は, もし $t=T$で発散す
るならば以下の条件を満たさなければならない [5].

$\oint_{0}^{T}|\omega|_{\mathrm{c}\mathrm{c}}(t)\mathrm{d}t=\infty$ , (5)

$\oint_{0}^{T}\oint_{0}^{t}|\theta_{x}|_{\infty}(_{\backslash }9)\mathrm{d}.\mathrm{s}\mathrm{d}t=\infty$ . (6)

2 2次元自由熱意混系
Bousinesq方程式はその導出に Bousinesq近似が用いられており, 浮力が働く場合の流体運

動を記述する. 以下便宜的にこの系を 2 次元自由対流 (FC) と呼ぶことがある, 2 次元理想
$\mathrm{B}_{\mathrm{C}\mathrm{J}11}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{s}^{\backslash }\iota\iota \mathrm{q}$ 方程式は, 熱対流系を記述するのみならず, 3 次元軸対称旋回流の局所近似からも
得られ, 3次元 Euler方程式と密接に関連している [6]. Pumir と Siggia はアダプティブメッシュ
を用いて数値的に解き, 有限時間発散を示唆する結果を得た [6]. その後, 追試が行われたが,
$\mathrm{E}$ と Sllll は, BKM 基準式 (5) (6) を導き, Pumir と Siggi の初期条件からは爆発が起きない
可能性が高いことを示した $[\tilde{\mathfrak{v}}]$ .
ところで, $2\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{C}$系は粘性効果が加わると 3 次元 Navier-Stakes方程式と同様にカスケード

を通して維持される乱流状態が存在する [7]. ただし, カスケードするのはエネルギーではな
く, 非粘性での保存量である温度のバリアンス

$S= \frac{1}{2}\int T^{2}dx$ (7)

である”. 以下, この量 $S$ をエントロピーと呼ぶことにする. また, �句 $\equiv\chi$ を $\mathrm{T}$渦度と呼
ぶ. 粘性効果がある場合, 方程式系は次のように拡散項と粘性項をそれぞれ含む,

$( \frac{\partial}{\partial t}i_{\mathrm{t}}u\cdot\nabla)\theta=\kappa\triangle^{r\iota}\theta$ , (8.)

$( \frac{\partial}{t9t}+u\cdot\nabla)\omega=$ $\frac{\partial\theta}{\partial x}+\iota/\triangle^{n}\omega$ . (9.)

ここで, $\nu..\kappa$. はそれぞれ動粘性係数、熱拡散係数である. また, $n=1$ の場合は通常の拡散,
粘性項であるが, 数値計算の便宜のため $n=\mathrm{S}$ の場合 (超拡散 超粘性) も以下扱う. 速度場は

*正確には $\mathrm{T}$ の任意関数は保存する,
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非圧縮条件 $\nabla\cdot u$ を満たすものとする. この系では, $y$ 方向下向きに重力が働いており周囲よ
り高温の領域は上昇し, 低温の領域は下降することに注意をして欲しい.
エントロピーの低波数側から高波数側へのカスケードを仮定すると、エントロピー散逸率 $\epsilon_{\theta}$

と浮力項の係数 \mbox{\boldmath $\alpha$}g(ここでは 1 とおいた) を用いて次元解析することにより、慣性領域におけ
るエネルギースペクトル $E(k)$ とエントロピースペクトル $S(k)$ は以下のように決まる [?]:

$E(k..$ }$= C_{E}\epsilon_{\theta}^{2/\overline{\mathrm{i}}}’(\not\subset \mathrm{t}^{J}g)^{4/\dot{\mathrm{i}\}}}k^{-- 11/\overline{\theta}},$(10)

$S(k)$ $=$ $C_{6’}.\epsilon_{\theta}^{46}(/’\alpha g)^{-2/5}k^{-7/5}$ . (11)

$$ で $C_{B},$ $C_{S}$. は普遍定数と考えられる. ただし, エントロピー散逸率は次式で定義される.

$\epsilon_{\theta}=\langle\epsilon_{\theta}(x, t)\rangle=\kappa\langle\nabla’\Gamma. . \nabla T\rangle$ . (12)

ここで紹介したエントロピーカスケード基づく議論は, 3次元 Navier-Stokes乱流における Kol-
$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}10^{\tau\prime}$. のカスケード理論 $(.1_{\iota}^{\mathrm{t}}\prime 41)$ に対応するものであり、 $\mathrm{B}\circ 1\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{J}- \mathrm{O}\mathrm{b}_{11}\mathrm{k}1_{1}\mathrm{o}\mathrm{v}(\mathrm{B}\mathrm{O})$ スケーリン

グと呼ばれる 4

図 1 に発達した $2\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{C}$乱流の $\mathrm{T}$渦度の絶対値のスナップショットを示す. この図からも分か
るように, $\mathrm{T}$渦度は自己相似的な速度場に伸長を受けるため、 紐状の構造をとる. 更にこの紐

が様々なスケールのキノコ状の構造 (力– $\Delta$ ) を形成しながらエントロピーのカスケードを
維持している.

図 1: 丁渦度場の絶対値のスナップショット
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3Cordoba-Feffermanの理論
本章では、 $\mathrm{Q}\mathrm{G}$方程式の有限時間発散探求に関する研究とそれに関連した C.ordoba-Fefferman

(CF) の理論を紹介する.
$\mathrm{Q}\mathrm{G}$ 方程式は、 Contalltin ら [9] によって $\mathrm{f}$初めてその爆発問題が数値的に取り扱われ、有限
時間発散が示唆された. その後、大木谷と山田 [10] は精度の高い数値計算を行い、アクティブ
スカラー場の勾配 ( $\mathrm{T}$渦度) の最大値が 2重指数関数で増加することを示した. 更に粘性を加え
た場合に、 エネルギーの散逸率が最大値を取る時刻が非粘性の極限で発散することを示した.
その後、温度場がサドル構造を持つ流れでは爆発が起こらないことが Cordoba[ll] によって、
また粘性拡散項がある場合の正則性は Constantin と $\mathrm{W}^{7}\tau 1[14]$ によってそれぞれ証明された.

Cordoba と $\mathrm{F}_{\mathrm{P},}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}11[1_{}^{\gamma}‘]$ は一般的なアクティブスカラー場に対して、 速度場が局所的に無
限大にならなければそのレベルセットが $t=T$ で合体 (シャープフロントの形成) する形の発
散は起きないことを示した. 証明の詳細は論文を参照して頂くとして、物理的にはアクティブ
スカラー場が Lagrange の意味での保存量であることを利用している. 2 本のレベルセットが
囲む有限の幅の領域でその面積を保存したまま幅が有限時間で 0 に成るためには、幅に相対的
に領域の長さを無限大にしなければならず、 これが実現するためには速度が無限大になる必要
があるということである. 彼らはこの議論を進めて $\mathrm{Q}\mathrm{G}$方程式では幅が時機の 2重指数関数で
下からおさえられることを示した [13]. この議論には、時闇微分を含まないスカラーと速度の
関係式 (4) が用いられているために、 $2\mathrm{D}\mathrm{F}\mathrm{C}$系には適用できない.

$\mathrm{C}_{J}’\mathrm{F}$ の理論では、速度場の局所的な一様性が仮定されている. 面積を保存したまま 0 様に伸
ばされるので有限時間で幅が 0 になるためには速度の無限大が必要となるのである.
もし、速度場がこの意味での 0 様性を満たさないとする. 長さ $l$ だけ離れた点の速度差が $l^{\alpha}$

でスケールされるとしよう, また、長さスケールが時間と共に小さくなるとするとし、 スケー
ルが $1/\alpha$ になるのに $\triangle t_{n}$ かかるとする. ここで、長さスケール $l_{n}$ の領域が $l_{n-\vdash 1}=l_{n}/a$’にな
るときにその長さが $\gamma$

:倍になるとする. ただし、 $\Delta\prime t_{n}=\beta’\Delta t_{n-1},$ $\beta<1$ を満たすとする. つま
り、長さスケールが $1/\alpha$ になるのにかかる時間はその前のステップにかかった時間より,3倍短
くなるとしている. この自己相似的な縮小過程で形成されるフラクタルな構造のフラクタル次
元 $d_{f}$, が In $.//\mathrm{l}\mathrm{n}\prime \mathrm{Y}$ で与えられる.
いま $l\mathrm{V}$ ステップ回の縮小が起きたとすると、最初の長さが $I_{0}$, だった領域は、 $N$ ステップ後

には、 $l_{IN}=(\gamma/\alpha)^{N}L_{0}$ となる. このとき $N$ ステップ後の局所的な速度差 n、は、

$v_{N}= \frac{l_{N}}{\Delta_{N}}=\frac{1.l_{0}}{(\alpha\beta)^{N}\triangle_{\mathrm{f}\mathrm{J}}}$ (13)

と見積もることができる. 従って、 $\alpha_{\gamma^{!}}7$ が 1 以上ならば塀は発散しない. 一方、初期の領域の
幡を $\delta_{0}$. とし、 $N$ ステップ後の幅を $\delta_{N}$ とすると面積保存の関係式 $L_{0}\delta_{0}=L_{N}\delta_{N}$ から、

$\delta_{N}=(_{\wedge}^{\underline{\alpha_{l}}},)\delta_{0}$ (14)

と見積もれる. もし、 $\gamma^{J}/\alpha>0$ ならば幅は 0 に収束し, このときフラクタル次元は 1 よりも大
きい. $N$ ステップ回縮小を繰り返すのに必要な時間 $T_{h’}l.\mathrm{f}$

$\prime T_{N}=\sum_{n=1}^{l\backslash \mathrm{r}}$ \Delta ち $= \triangle t_{0}\frac{1--\beta^{N-1}}{1-\mathit{3}}$
$(\mathrm{J}5.)$
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と与えられるので、幅が 0 に成るまでにかかる時聞は有限であることがわかる, 以上のように、
レベルセットに囲まれた領域が自己相似的に伸縮縮小されるならば、速度は発散することなく
有限時問で幅が 0 になる、 すなわち爆発することが可能である.

4 数値計算

4.1 計算スキーム

基礎方程式 (8),(9) の初期値問題を 2重周期領域 $[0, 2\pi]\backslash \nearrow\acute{\backslash }[0$ ,2司において数値的に解いた 4 数
値スキームとして空間方向には $\mathrm{j}$ 擬スペクトル法、時間発展に 4次精度ルンゲ・クッタ法を用
いた $[7, 8]$ . ここでは一般性を失うことなく $\mathrm{r}xg=1$ とおける. 粘性、拡散効果を含む場合は

簡単のためプランドル数 $Pr=\iota\nearrow/b^{A}$ を 1 と置いた.

本報告では、非粘性 (理想) 系の他に, 比較のために通常の粘性、拡散項をもつ系と $\triangle^{8}$ の超

粘性・超拡散項を持つ系を扱う
$\mathrm{A}$

}. 用いたパラメター値、モード数、 を表 1 にまとめた, 非粘性

($.\text{理}$想) $7’\mp_{\text{、}}$では
$\text{、}$

$\mathrm{R}_{\backslash }\not\equiv$闇発展に伴いモー緻を $2^{9}$ から $2^{12}$ まで増やしている. 理 $\#.\mathrm{f}\exists\tau\tilde{\phi_{\text{、}}}d^{\text{、}、}$では $.-\hat{\frac{arrow}{\Pi^{\vec}}}$} $.\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{F}_{\mathrm{F}1}^{\cdot}l^{\lrcorner}\dot{\mathrm{g}}$

の確認が必要であるが、詳細は省略する.

表 1: 数値計算に用いたパラメータ. 超粘性では $\triangle^{8}$ を用いた. li‘$\sqrt$

- は一次元方向のモード数を表\not\supset -.

DNS では各成分に対し $N^{2}$ 個の Fourier モードを用いた.

4.2 初期条件

初期条件には、以下のような中央が高温で、 その両脇に温度フロントを持つ状態を用
$1_{\mathit{1}}\backslash$た.

$x\leq\pi$ の時 :

$x_{c}=$ $\pi/2-a\llcorner\backslash ^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{n}(y)$,

$\omega$ $=$ $0.1\exp\{-0.5*[(x-x_{c})/w]^{2}\}$ , (16)

$T$ $=$ 0.5 $\{1.0 \frac{}{}\mathrm{e}\tau \mathrm{f}[(x-x_{c}.)_{l}/\sqrt{2}?\mathit{1}’,]\}$ . (17)

f本来は粘性と拡散の両効果を議論すべきであるが、以下では簡単のためプラントノレ数 $(Pr=\nu/\kappa\cdot)$ が 1 であ

る場合を扱い、代表して粘性係数にのみ言及する, また、分子運動の効果を無視する極限を J[粘’比極限とよぶこ
とにする.
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$x\geq 7\Gamma$ の時 :
$X_{\mathrm{C}}^{\backslash }$ $=$ $3\pi/2+a\mathrm{f}^{\mathrm{T}},\mathrm{i}\mathrm{n}(y)$ ,

$\omega$ $=$ $-\mathrm{t}\mathrm{J}.1\exp\{-0.5*[(x-x_{c})/\tau v]^{2}\}$, $(1\mathrm{S})$

$T$ $=$ 0.5 $\{1.0+\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}[(.x_{\mathrm{c}}--x_{l})/\sqrt{2}\cdot lv]\}$ . $\langle$ 19)

ここで、 $ll$ はフロントの三角関数的変動の振輻、 $w$ はフロントの幅を表すパラメターで、それ
ぞれ $0.3_{\text{、}}$ 0.4.とした. また. $\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}(x)=\frac{2a}{\sqrt{\pi}},[_{11}^{x}\mathrm{e}\mathrm{x}’\mathrm{p}(-\cdot\xi^{2})d\xi$. である.

初期条件は,, $x=r_{1}$ に対して温度は対称、渦度は反対称である. この対称性は、 理想、粘性
の両場合で時間発展に対して保存される. 従って、以下では、 スナップショットは片側の領域
でのみ表示する場合がある.
図 2 に初期の温度、 ? 丁度の絶対値、三度の等高図を示す, 中央に高湿、両側に低温領域が

ある. ただし、相対的に幅の広い $T$渦層が形成されている. 低温域は浮力により下降し、高温
域は上昇するが、 この流れによって温度の境界すなわち $\mathrm{T}$

. 渦度の強い領域は伸長され薄くなり
$\mathrm{T}$ 渦度が増大する.

図 2: 初期条件, 左から温度、 $\mathrm{T}$ 渦度の絶対値、渦度.

5 結果

以下では、非粘性 (理想) 状態と粘性のある場合の結果を報告する.

5.1 初期発展 :2重指数関数的な発展
$\mathrm{Q}\mathrm{G}$ 方程式では、有限時闇発散は起きず、渦度の勾配の最大値は 2 重指数関数で増大するこ
とが確かめられている. 2次元理想 $\mathrm{B}\mathrm{o}11\mathrm{f}$”

$\mathrm{i}\mathrm{I}1\mathrm{e}_{\iota}..\mathrm{s}\mathrm{q}$方程式の場合、 BKM基準によれぽ、有限時間発
散が起きるとすると $\mathrm{T}$渦度と渦度の最大値が発散するのでこの二つの量の最大値をモニター
する. 図 3 に DNS で得られた結果を示した. $\mathrm{T}$ 渦度の最大値に重なっている実線は、 2重指数
関数型の発展

$\chi_{m\mathrm{s}L\mathit{1}}.(t)=F_{a}$ \epsilon \rightarrow ぐ p{\Gamma 7b $\exp(F_{c}t)$ } (20)
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を仮定し最小自乗法を用いて 1 $\underline{/\backslash }t\leq 5$ の範囲でパラメターフィッティングを行ったものであ
る. 得られたフィッティングパラメター値は表 2 にまとめた. また、渦度に間しては、 渦度と

$\mathrm{T}$ 渦度が満たす関係式 (21) を嗣いて、 丁渦度の最大値 $\chi,,\iota m^{r}$. を 2 重指数関数にフィッティング
して得た近似式 (20) を積分して得た式 (22) をプロットした,

$\frac{D^{J}\omega}{Dt}=-\frac{\dot{\{}?\theta}{\partial x^{\backslash }}\sim|\chi|$ . (21)

$\omega_{m},(t)$ $= \omega(0)+\int_{1\mathrm{J}}^{\mathrm{g}},\iota_{max}.(s)\mathrm{d}s=\omega(0)\dashv-\int_{\zeta)}^{t}F_{a}\mathrm{c}^{1}.\mathrm{x}\mathrm{p}\{F_{b}\mathrm{e}\mathrm{x}’\mathrm{p}(F_{\mathrm{C}^{\backslash }}\mathrm{s})\}\mathrm{d}_{9_{\backslash }}$. (22)

表 2: 近似式 (20) のフィッティングパラメター値

$. \Xi \mathrm{n}\varpi\frac{\in}{\mathrm{x}}$

$\mathrm{t}|\mathrm{m}\mathrm{e}$

図 3: $\mathrm{T}$ 渦度と渦度の最大値 $\chi_{n\iota ax}$ と $\omega_{n’ x\iota x}$ の時間発展. 実線はフィッティング関数 (20) と (22).

この結果は、 2 次元理想 Bousinesq系でも $\mathrm{C}\mathrm{F}$ の理論が適応できることを示唆している. ま

た、秩序形成に伴う非線形効果の逓減が起きていることを示していると思われる. 以上のこと
より、少なくとも我々の用いた初期条件では、有限時間発散は起きないことが結論できる. し

かしながら、更に時間発展を追うと、一様な伸長を生じさせていた上昇下降する高温、低温塊
が周期境界条件のため再接近する. この結果温度境界の伸長を引き起こしていた速度場が変形
を受けることになる. 図 7 に伸長を受けていた $\mathrm{T}$渦層が変形を始めた様子が見て取れる. 残念
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ながら、 この時刻では既に数値計算の精度を越えているため参考程度にならない. 比較のため
に、 粘性がある場合の同じ時刻の $\mathrm{T}$昏乱場を図 7 に描いた. これら二枚の図は、 $\mathrm{T}$ 渦層が層よ
りも相対的に大きなスケールの流れ場によって変形を受けていることを示している. 以上、 2
重指数関数的な増大で形成された面出層が大きなスケールの流れ場によって流されることによ
り変形を受けることを示した. 次節では、粘性が有限な場合に粘性効果にそれほど影響を受け
ない大きなスケールの流れによる $\mathrm{T}$ 渦層の発展の様子を調べる.

52 後期発展

$\mathrm{Q}\mathrm{G}$ 方程式では, 粘性が十分弱い場合の発展の様子が大木谷と山田によって詳細に調べられ
ている. 非粘性の場合に今度の最大値が 2重指数関数的に発散することを反映して、粘性を小
さくして行くとエネルギー散逸が極大となる時刻 $t_{\max}$ がレイノルズ数の 0448乗で増えてくこ
とが報告されている. 仮に非粘性の極限で有限時間で発散するとすると、 $t_{mox}$ は有限値に収束
するはずであるという予想に反する結果である. 比較のために、図 4 に丁渦度のバリアンスの
時間発展を示した. 明らかに $.t_{rmx}$ の顕著な増大は見られず、むしろ収束するように見える. 図

5 には、 バリアンスを温度拡散係数で割ったエントロピー散逸率の内聞発展を示した. この図
からは、拡散係数が 100 倍程変化しても散逸率は高々5 割程度しか変化しない, 乱流の統計と
直接比べられないが、 この結果は、 良く知られている 3 次元 Navier-Stokes方程式に従う乱流
に対する Kolmogorovの仮説が成り立つ、すなわちエネルギー散逸率が粘性係数に依存しない
独立な量であることと矛盾しない結果であることに注意して欲しい.

$am\mathrm{s}$

$\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{R}’ M\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{R}0*\overline{=}\mathrm{F}\circ \mathrm{R}09\mathrm{A}$

$\mathrm{o}m\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{R}\acute{2}\mathfrak{B}\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{R}\prime \mathrm{l}\mathrm{A}\mathrm{c}\mathrm{a}\Re.\ldots\ldots.\cdot$

.

.. $’_{}.\cdot.$

.
$0\Omega 5$

$\hat{\alpha\Leftrightarrow}$ $\mathrm{u}\frac{*\mathrm{r}}{.}\Xi\frac{\simeq\circ\infty \mathrm{L}}{\mathrm{B}}.\triangleright \mathrm{e}$

.

$\mathit{0}\alpha \mathrm{s}0B150D0D2$

,
$.’..\cdot.\cdot.\cdot..\cdot.//’.\cdot;.\cdot\acute{j}/_{f}/^{J^{^{}}}’.\cdot.\cdot,\cdot.\cdot..\cdot\backslash /^{\prime 1}\}_{\backslash }\prime\prime.._{\mathrm{f}}1i\cap \mathrm{t}^{l.\cdot.\cdot\backslash }.....\cdot...\mathrm{i}_{\dot{1}}’.i_{}\backslash .\cdot _{\dot{}}\acute{\backslash }/_{i^{i}}\theta^{\backslash }\backslash _{\backslash \backslash /^{\wedge}\mathrm{t}^{\backslash }\backslash .’\cdot\backslash _{\backslash }}\backslash \backslash _{i_{\iota_{[searrow]\triangleright}}}\backslash \backslash .\backslash .\backslash \backslash .\cdot\backslash \backslash \cdot.\backslash \backslash 4\backslash .\cdot\backslash \cdot.\cdot\ldots$

$.\cdot\acute{\dot{}}_{\iota}..J_{1^{\backslash }\backslash }^{\mathrm{i}\eta^{_{}}}J.\cdot.\mathrm{v}_{}\dot{\iota}1_{}^{}.$.

$-\cdots\cdots\cdot-\vee-\nearrow^{r}.’$
.

$\prime\prime’./\prime\prime\prime\cdot..\cdot.$

.
$\backslash _{\backslash }^{\backslash }\backslash .\backslash \cdot.-\cdots-\cdot\sim_{-}\ldots$

$0_{\mathit{0}\mathrm{z}1}\ldots....\ldots\ldots..’\ldots.:’$

. $.$

a
$\mathrm{t}m\prime 0$

,2 ,4 $’\epsilon$ $\prime \mathrm{g}$ $2a$

図 4: 温度のバリアンスの時間発展 図 5: エントロピー散逸率の時間発展

今回の弱い粘性がある場合の結果から、非粘性極限を推測するの危険ではあるが、少なくと
も有限時間発散の可能性は否定できないであろう. しかしながら,、前節で見たように、非粘性
(理想) 系の結果は有限時間発散を支持していない. ただし、 $\mathrm{C}\mathrm{F}$ の理論の仮定が成り立たない
状況が起こっていることが推測できる. 事実今回の弱い粘性の結果から推測される有限時聞発
散の起こる時刻は、 2重指数関数的な増大が終わる時刻以降であり、新たな発展段階がありう
ることを示唆している.
以下、粘性が弱い場合に実空間での $\mathrm{T}$渦度場の発展の様子を調べ有限時闇発散が起こり得る
状況に付いて考察する. 図 6 は、粘性がある場合の $\mathrm{T}$融雪の最大値の時間発展を示している.
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この図から、 時亥|J $t$ $=6.2$ $\langle$ らいまでは粘性が弱ければ、 2重指数関数的に増大するがその時
刻以降は増大が押えられることが分かる. 先にも述べたように、非粘性 (理想) 系の場合この
時刻が今回の計算の限界であるので非粘性の計算ではこれ以上追求できない. ちなみに $t=11$

は、 エントロピー散逸率が極大値を取る時刻である.

$\simeq\approx \mathrm{g}\vdash^{1}\geq\succ\circ\backslash$

$\check{.\Xi\varpi\circ\varpi\frac{\mathrm{E}}{\mathrm{x}}}$

time

図 6: $\mathrm{T}$渦度の最大値の時間発展

時刻 $t=6.2$ では、 一様な $\mathrm{T}$渦層の伸長が変化し始める. 粘性に依らないことから粘性の効
かない大きなスケールの現象であると推測できる. 従って粘性の弱い場合を考察することで新
たな発展段階に付いての知見が得られると思われる,
図 7 には、 $t=\zeta y.2$後の $\mathrm{T}$ 渦度場の発展を描いた. $\mathrm{T}$渦度場は鏡像対称性を持つので領域の

半分のみ示した, 右側は 3 枚は FCRIIH(超粘性) の場合である. 中央に形成された強い丁渦
層が層の右側で上昇する高温域と左側で下降する低温域がすれ違う様子が見て取れる, 時刻
$t=6.2$ ではこの二つの温度塊が $\mathrm{T}$渦層を挟んで同じ高さになる, 更に時間が進むと温度塊は
互いに巻き込むように運動始めそれにつれて $\mathrm{T}$ 渦層も巻き始める. 理想系 (FCI) と FCRIIH
の時刻 $t=6.7\check{\mathfrak{o}}$ での $\mathrm{T}$渦層のパターンが良く一致していることに注目して欲しい. ただし、 $\mathrm{T}$

.

渦層は 6倍程度理想系の場合の方が強い. また、 この時刻では理想系は申央の巻上がる $\mathrm{T}$渦層

中心付近にモード数不足による乱れが生じていることからも分かるようにすでに精度的に破綻
していることに注意して欲しい. 以上のように、 初期に 2重指数関数的に発達した $\mathrm{T}$ 渦層は、

大きなスケールの温度塊の運動によりその発展が転移すると示唆される.
図 8-10 には、 FCRI 1H の場合の $\mathrm{T}$渦度の絶対値の時間発展を描いた. 図の中央で巻上がっ

た $\mathrm{T}$ 渦層は, 時間発展ともに至るところで渦を巻き始める. 図 10では自己相似的に伸長され
た $\mathrm{T}$渦層が領域全体に広がっている様子が見える. 特徴的なのは発達した乱流の場合とは異
なり, キノコ状のプリュームではなく大小さまざまなサイズの渦巻が形成されている. ここで
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は, 超粘性を用いた結梨のみ示したが, 粘性効果が比較的大きい場合にも同様の自己相似的な
渦巻構造が形成される. しかしながら, 粘性効果により形成された $\mathrm{T}$ 渦屡は早い時期に融合し
細かいスケールが消える. もちろん, 粘性が効かないスケールのパターンは良く似ていること
は言うまでもない.

図 7: $\prime \mathrm{I}^{\backslash }$ 渦痩の絶対殖のスナップショット. 左から FCI(理想) 時刻 $\mathrm{t}=_{-}^{-}.?,.75_{\text{、}}$ FCIIH (超粘性){ $.— 6.\overline{/}_{\mathrm{t}})$「
$\backslash$

$6.5_{\text{、}}6.25$ . 流れ場は左右が鏡像対称であるから、 FCT は左側半分、FCHH は右側半分をそれぞれ描いた.

図 8: FCRIIH の $\prime \mathrm{r}$ 渦度の絶対値のスナップショット. 左から $t— 7.2^{r}|\mathrm{J}_{\backslash }t..--7.5_{\text{、}}t,$ $=\overline{\prime}.7.5_{\text{、}}t=\mathrm{S}.()$

図 11 に超粘性 (FCRIIH) の場合のエントロピースペクトル (温度のパワースペクトル) の時
問発展を描いた. この図から, $t=6.2$ の遷移時刻以降巾則域が形成されること, また $t=11$

付近のエントロピー散逸が最大値を取る時刻以降は乱流にほぼ一致する巾則域に遷移すること
がわかる. $t$. $=6.2$ から $t=10$程度の時間では実空間の丁渦層の自己枳似的な発展に対応する
巾則が実現される. この時間帯でのスペクトルの巾はおおよそ -2.5 であるがその値の意味は
良く分かっていない.
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図 9: FCRIIH の $\mathrm{T}$ 家度の絶対値のスナップショット. 左から $t\ldots-..8.25_{\text{、}}$ t.–.. $8.5_{\backslash }$ t–.. $\mathrm{S}.7.5_{\text{、}}t,$ $=9.0$

図 10: FCRIIH の $\mathrm{T}$ 渦度の絶対値のスナップショット. 左から $t–\sim 9.25_{\backslash }$ t— 9. $\mathrm{c}$

「
$\}_{\backslash }f,$ $=9.7_{\mathrm{t}1}^{r}$

6 結論

本報告では, 2 次元のアクティブスカラー場の一つである, $\mathrm{B}(\mathrm{J}11\}^{\tau},\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}\backslash ’ \mathfrak{k}1$方程式に従う温度場

の初期値問題の適切性を直接シミュレーションを用いて調べた. 式 (17)-(19) で与えられた初

期条件に対して, $\mathrm{T}$渦度の最大値が 2 重指数関数 (式 $\mathfrak{i}.20$ ) $)$ で増大することを確かめた. 実空間

では, 温及び高温の塊が浮力によりそれぞれ下降上昇する時に作られる流れ場によって $\mathrm{T}$渦層

が伸長されることに対応する. この状況は, $\mathrm{Q}\zeta_{\acute{\mathrm{I}}}$. 方程式に従うアクティブスカラーに対して得
られた $\mathrm{C}\mathrm{F}$ の理論が仮定する条件を満たすことから予想される結果である. こ lJjJ 2重指数関数

増大を実現する速度場は, 低高両温度塊が浮力により逆方向に移動することから形成される.
しかしながら, この低高両温度塊は周期境界条件により接近しすれ違いを起こす. このすれ違
いによって 2重指数関数増大から新たな発展段階に遷移すると示唆される. 本報告で用し $\backslash$た理

想系は, この遷移時刻を越えた辺りでシミュレーションの精度が保証されなくなるために, 遷
移が理想系で実際に観測されるかどうか断定できない.
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図 11: FCRIIH のエントロピースペクトル : $t—\epsilon,7,8\backslash 9,10,12$

遷移を引き起こす低高両温度塊の運動は $r1^{\mathrm{t}}$ 躍層の特徴長さに比べ大きなスケ–]の現象で
あるために粘性の影響をあまり受けないものと推測できる. 実際 表 1 にまとめた粘性効果を
含む 7っの場合ではこの遷移がほぼ同時刻に起こることから, 遷移が粘性に依らないことが示
唆される. 更に, 図 5 が示すように, エントロピー散逸率が最大値を取る時刻が非粘性の極限
で一定値に収束することが推定できる. この結果は, 粘性効果のある $\mathrm{Q}\mathrm{G}$ 方程式で得られた最
大値を取る時刻が $\nu^{-0.488}$. のように粘性に強く依存し非粘性の極限で無限大となることとは大
きく異なる 6
新たな発展段階では, $\mathrm{T}$渦層は自己相似的に伸長を受ける. この新たな発展段階を自己相似

的発展段階と呼ぶことにする. 自己相似的発展段階では弱い粘性の場合に得た結果から有限時
間発散が起き得ることが示唆された. この結果は $\mathrm{C}^{\mathrm{I}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{k}_{\mathrm{J}}\mathrm{a}$ 等の理論の導く結論と矛盾するよう
に思われる, $\mathrm{C}\mathrm{F}$ の理論では, アクティブスカラーの 2本のレベルセットによって囲まれる領
域 (丁渦層) が局所的に $-arrow$様に伸長される場含を扱っている. この領域の面積は保存されるの
で, 有限時間でレベルセットの間隔が 0 になるには伸長の速度が無限大なることが要請される.
しかしながら速度場は無限大にはならないので, 有限時間発散は起きないと結論する. 一方,
自己相似的発展段階では 3章で示したように, $\mathrm{T}$

.渦層がスケ– $\mathit{1}\mathrm{s}$に依存した局所的な速度差に
よって伸長されると考えると速度が発散すること無く有限時間で無限に伸びることを示すこと
ができる. この速度差のスケーリングは, 図 11 のスペクトルが示すように発達した乱流のス
ケーリングとは異なる可能性が高い.
本報告では, 適当な初期条件に対して発展の初期は $\mathrm{T}$渦度の最大値が 2重指数関数的な増大

を行うが, その後自己相似的発展段階に遷移する可能性が高いことを理想系と弱い粘性系の直
接シミュレーションにより示した. 更に, 自己相似的発展段階では有限時間での発散を否定で
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きない可能性を得た. 理想系の初期値問題は発達した乱流の性質とは無関係と考える研究者が
多いが, 本研究は逆に結び付く可能性を示すものである.
今後の課題としては, より多くのモード数を用いた精度の高い数値計算を行い理想系で遷移
が起きていることを確認すること, 弱い非粘性系で自己相似的発展段階のスケーリング則を確
定させることが挙げられる. 更に詳細な研究を通して有限時闘発散が実際に起こり得るかどう
かを明らかにすることは視野に入りつつあると思われる.

参考文献

[1] Majda, A..J. and Bertozzi, A. $\mathrm{I}_{I}.$ . ’Vorticity $\mathrm{c}\iota i\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{r}\epsilon\grave,\mathrm{f}\mathfrak{i}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{F}1\mathrm{o}\mathrm{w}^{\backslash },$
$\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{n}1\mathrm{b}\iota^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}$ Uni-

versity $\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\iota}\mathrm{s}_{\backslash }2002$

[2 大木谷耕司、「渦運動力学の基礎」物性研究 $82- 3\dot{(}.2004$ ) $391$

[3] Pelz, R. B., Phys. Rev, E. 55 [1997) 1617

[4] Beal, T., Kato, T., an$\mathrm{n}\mathrm{d}$ Majda, A., $C’,ommun$ . $\Lambda lath$ Fhys. 94 $(19\mathrm{S}4)61$

$[\overline{i)}]\mathrm{E}$ , W. and Shu, $\mathrm{C}.\mathrm{W}$ . : Phys. $Flu\uparrow_{j}d_{B}$. $6(199\iota 4)49$

[6] Pumir, A. $\mathrm{a}^{l}$nd Siggia, $\mathrm{E}.\mathrm{D}.\urcorner Phy_{S\tau}F.luids_{\backslash }\mathrm{A}4\dot{(}1992$ ) $1472$

[7] $\mathrm{T}\dot{\mathrm{o}}11$ , S. and Suzuki, $\mathrm{E}_{\backslash }.Phys^{1}.$ Rev. Lett..73, $($. $19^{\iota \mathrm{y}arrow 4)}1501$

[8] Toh, S. and Matsumoto, T.,. $Phy_{i\mathrm{j}}.$ Fluids, 15(2003) 3385

[9] Constan tin, P. $\mathrm{I}4’1\mathrm{a}\mathrm{j}\mathrm{d}\mathrm{a}$ , A. J. and Tab $\mathrm{a}\mathrm{k}_{\urcorner}$ E. G.. Nonl.inearity 7 $(]994)1995$

[10] Ohkitani, K. azld $\mathrm{Y}_{\dot{\mathrm{C}}}^{r}.\cdot\iota \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{c}1_{c\mathrm{t}}^{l},$ M. ., $Ph\mathrm{t}_{\backslash }\mathit{1}9$ . $\Gamma^{\mathit{4}}l\tau\iota irls_{\dot{J}}9(1997)876$

[i1] Cordoba, E., $d4n.n$ . $hI_{\Gamma \mathit{1}},th$. $148(.]99\overline{8})1135$

[12] Cordoba E. and $\mathrm{D}\mathrm{c}^{3}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}.\mathrm{a}\mathrm{n}\backslash$ C., $C’omm,ur\iota.$ Pur.e, A$ppl,$ $M\mathrm{r}\iota tf\iota$. $55(2002)225$

[13] $\mathrm{C}‘.\gamma \mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{b}.\mathrm{a}_{\backslash }$

, E. and Defferman,C., J. $A_{7}ne\tau$. $ft’lath,.$ Phys. 15 (2002) $\vec{\mathrm{t}}_{\}}^{l}6.5$

[14] Constantin, P. and $\mathrm{W}\mathrm{x}\iota,$ J., $5’I\mathrm{A}M$ J. Math. $A_{7l}al$ . $30(199^{\mathrm{L}}.3)937$


