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$n$個の Shift Functionについて
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Tokai University

$\mathbb{Q}$ は有理数, $\mathbb{Z}$ は整数全体の集合, $n$ は正の整数とする. $x,y\in \mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}$ に和 $+$

と $n$ 個の 1 変数関数 $\sigma_{k},(1\leq k\leq n)$ を次のように定義する.

$(x+y)(i_{1}, \ldots,i_{n})=x(i_{1}, \ldots, i_{n})$ 十 $y(i_{1}, \ldots, i_{n})$

$\sigma_{\overline{\mathrm{A}}}.(x)(i_{1}, \ldots, i_{n})=x(i_{1,\ldots,k-1}i.,i_{k}$. $+1, i_{k+1}, \ldots,i_{n})$

つまり, $\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}$ の元は $n$ 次元空間の整数点に有理数を並べたもので, 和は各成分

の和, $\sigma_{k}$ は $k$ 番目の方向に 1 つずらす同型写像である (この $\sigma_{k}$. たちを shift
function と呼ぶ). 構造 $(\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}, +,\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{n})$ の性質について考える.

$(\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}, +)$ が divisible であることと, $\sigma\kappa$. たちが $+$ を保存し互いに可換であ

ることから, 変数 $x_{i}(i<l)$ とパラメータ $a_{i}\in \mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}(i<m)$ を持つ positive

atomic formula は次の形をしていると考えてよい.

$\sum_{i=1}^{l}f_{i}(x_{i})+\sum_{i=1}^{m}g_{i}(a_{i})=0$

ただしん $g_{i}\in \mathbb{Q}[\sigma_{1}, \ldots,\sigma_{n}]$ は $\mathbb{Q}$ 上の $n$ 変数多項式で, $f_{i}(x_{i}),g_{i}(a_{i})$ は写像

$\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{n}$ から生成される, 環 $\mathbb{Q}[\sigma_{1}, \ldots,\sigma_{n}]$ の群 $(\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}, +)$ への自然な作用で

ある. $n=1$ のときはこの環が単項イデアル整域であることを使って次の性
質がわかる.

Fact I ([IW3], [W]) $(\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}}, +, \sigma)$ は

$\bullet$ quantifierを消去することができる

・聾$asi$-minimal(任意の 1変数論理式は, 解集合または解集合の補集合が
可算) である

$\bullet$ $\omega$ -stableである

$n>1$ のときはこの方法は使えない (グレブナ基底を使えばよいかもしれな
い, 勉強中). 例えば
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Example 2 $\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{2}}$ で $\sigma_{1}(x)=x$ の解は $x(i_{1}, i_{2})=q_{i_{2}}$ という形をしていれ

ばよい. 各 i2 に対して $q_{i_{2}}\in \mathbb{Q}$ は任意にとれるから解集合は非可算となり
quasi-minimalではなくなる. 同様に $n>1$ のとき $\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}$ で $\sigma_{k}(x)=x$ の解集

合も非可算.

しかし, $n$ 個の atomic formula の共通解を可算にすることはできる.

Example 3 $\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{2}}$ で $\sigma_{1}\{x$ ) $=x\wedge\sigma_{2}(x)=x$ の解は $x(i_{1}, i2)=q$ (各 $\mathrm{i}_{1}$ , i2 (こ

ついて $q$ は同じ) で $q\in \mathbb{Q}$ のとり方は可算だから解集合は可算. 同様に $\mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}$

で $f1(x)=a_{1}\Lambda\cdots\Lambda f_{n}(x)=a_{n}$ の解も可算, ただしゐ $\in \mathbb{Q}[\sigma_{i}]-\{0\}(\mathit{1}$変数

多項式), $a_{i}\in \mathbb{Q}^{\mathbb{Z}^{n}}$ (パラメータ).

また, $n$個の atomic formulaがあっても共通解が非可算になる場合もある.

Example 4 $f=(\sigma_{1}-1)(\sigma_{1}-2),$ $g=(\sigma_{1}-1)(\sigma_{1}-3)$ のとき, $f(x)=0$ と

$g(x)=0$ との共通解は $(\sigma_{1}-1)x=0$ .

これらの例から, atomic formulaたちの共通解が可算になるための条件を
次のように予想する.

Conjecture 5 $\bullet$ $n$個未満の ato$mic$ formulaたちの共通解が可算になる
ことはない.

$\bullet$ $n$ 個の unary atomic fomula $f_{i}(x)=a_{i}(1\leq i\leq n)$ の共通解が可算に

なるための条件は

1.

$1\leq\dot{\tau}\leq n\cup\{A\vec{B} : A, B\in P(f_{\dot{7}})\}$

の張る空間が $n$ 次元.

2. $i\neq j$ ならば $P(f_{i})\neq P(f_{j})$ .

ただし, $f\in \mathbb{Q}[\sigma_{\mathrm{b}}, . . ,\sigma_{n}]$ に対して

$P(f)=$ { $(i_{1},$
$\ldots,$

$i_{n})\in \mathbb{Z}^{n}$ : $f$ の中の $\Pi_{1\leq k\leq n}\sigma_{k}^{i_{k}}$. の係数 $\neq 0$}

で, 各義は (必要ならば $f_{i}(x)=a_{i}$ 全体を $\sigma_{k}^{-1}$. で移して) 次数最小に

なっているとする.
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