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1. 序文

塩田 [9] は、 $0\leq$
.

$r<\infty$ のとき、 任意の $C^{r}$ Nash 多様体は、 アフィンであることを証

明した。 $M=(\mathbb{R}, +, \cdot, >, \ldots)$ を $\mathbb{R}$ の標準構造 $\mathcal{R}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >)$ の順序極小拡大とする。

$\mathcal{M}=\mathcal{R}$ ならば、デファイナブル $C^{r}$ 多様体は、 $C^{r}$ Nash多様体である。 $\mathcal{M}$ 上のデファイ

ナブル $C^{r}$ カテゴリーは、 $C^{r}$ Nash カテゴリーの一般化である。

順序極小構造の参考文献は、 [1], [3], [10] である。 ここでは、 “デファイナブル” は、 “パ

ラメータつきで $\mathcal{M}$ 上デファイナブル” を表し、 多様体は、すべて境界をもたないとする。

さらなる順序極小構造の性質・構成法が、 [2], [4], [8] によって研究されている。 また、

デファイナブルカテゴリーはセミアルジェブリックカテゴリーの一般化であり、 $\mathcal{R}$ 上の

デファイナブルカテゴリーはセミアルジェブリックカテゴリーに一致する。
$r$ が非負整数で $\mathcal{M}$ が多項式的有界 (指数的) ならば、デファイナブルぴ多様体は、 ア

フィンである [7] $([5])\circ$

以下がこれらの結果を拡張したものである。

定理 LL $0\leq r<\infty$ ならば、 任意のデファイナブルぴ多様体 $X$ は、 アフィンである。

Nash カテゴリー $(\mathrm{i}.\mathrm{e}. \mathrm{A}4=\mathcal{R})$ であっても、 定理 1.1 で $r=\infty$ ととることができない

$[9]_{\mathrm{Q}}$

定理 1J と 13[5] より、 以下の定理を得る。
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定理 L2. $1\leq s<r<\infty$ とするとき、任意のデファイナブル $C^{s}$ 多様体は、 デファイナ

ブル $C^{r}$ 微分同相を除いて、 ただひとつのデファイナブル $C^{r}$ 多様体構造をもつ。

2. デファイナブルぴ多様体

$K\subset \mathbb{R}^{n}$ と $L\subset \mathbb{R}^{m}$ をデファイナブル集合とする。写像 $f$ : $Karrow L$がデファイナブルと

は、 $f$ のグラフ $(\subset K\mathrm{x}L\subset \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{m})$ がデファイナブルとなることである。 $U\subseteq \mathbb{R}^{n}$ と

$V\subset \mathbb{R}^{m}$ をデファイナブル開集合とし、 $0\leq r\leq\acute{\iota}d$ とする。 $C^{r}$ 写像 $f$ : $Uarrow V$ がデファ

イナブル $C^{r}$ 写像とは、 それがデファイナブルとなることである。デファイナブル $C^{r}$ 写

像 $h$ : $Uarrow V$ がデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像 ($r=0$ のときは、 デファイナブル同相

写像) とは、 デファイナブル $C^{r}$ 写像 $k$ : $Varrow U$ が存在して、 $h\mathrm{o}k=id$ かつ $k\mathrm{o}h=id$

となることである。

定義 21. ([6]) $0\leq r\leq\omega$ とする。

(1 $\grave{}\mathbb{R}^{n}$ のデファイナブル部分集合 $X$ が $\mathbb{R}^{n}$ の $d$次元デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体とは、

零点 $x\in X$ に対して、 $\mathbb{R}^{n}$ の原点におけるデファイナブル開近傍 $U_{x}$ から $\mathbb{R}^{n}$ の $x$ における

デファイナブル開近傍 $V_{x}$ へのデファイナブル $C^{r}$ 微分同相写像 ($r=0$ のときは、 デファ

イナブル同相写像) $\phi_{x}$ が存在して、 $\phi_{x}(0)=x,$ $\phi$ ($\mathbb{R}^{d}$ 口 $U_{x}$ ) $=X\cap V_{x}$ とできることである。

ただし、 $\mathbb{R}^{d}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の最後の ( $n$ 一 $d$) 成分が 0 となる部分集合を表す。

(2) $d$次元デファイナブルぴ多様体 $X$ とは、 $C^{r}$ 多様体であって、有限個のチャート { $\phi_{i}$ :
$U_{i}arrow \mathbb{R}^{d}\}$ が存在して、 各 $i,$ $j$ に対して、 $\phi_{i}(U_{i}\cap U_{j})$ が $\mathbb{R}^{d}$ のデファイナブル開部分集合
$\vee T_{\text{、}^{}\backslash }$ 写像 $\phi_{j}0\phi_{i}^{-1}|\phi_{i}(U_{i}\cap Uj)$ : 鈎 ( $U_{i}$ 口 $U_{j}$ ) $arrow\phi_{j}$ ( $U_{i}$ 口 $U_{j}$ ) 力\leq デファイナブル $C^{r}$ 微分同相

写像 ($r=0$のときはデファイナブル同相写像)であることである。 このとき、 このチャ–

トをデファイナブル $C^{r}$ という。

(3) $X(Y)$ をデファイナブルぴ多様体でそのデファイナブル $C^{r}$ チャートをそれぞれ

$\{\phi$嫁$U_{i}arrow \mathbb{R}^{n}\}_{i}$ $(\{\psi j : V_{j}arrow \mathbb{R}^{m}\}j)$ とする。 $C^{r}$ 写像 $f$ : $Xarrow Y$ がデファイナブ

ル $C^{r}$ 写像とは、 各 $i,$ $j$ に対して、 $\phi_{i}(f^{-1}(Vj)\cap U_{i})$ が $\mathbb{R}^{n}$ で開かつデファイナブルで、
$\mathrm{t}l’j\mathrm{o}f\mathrm{o}\phi_{i}^{-1}$ : $\phi_{i}(f^{-1}(Vj)\cap U:)arrow \mathbb{R}^{m}$ がデファイナブル $C^{r}$ 写像であることである。

(4) $X$ と $Y$ をデファイナブル $C^{r}$ 多様体とする。 $X$ が $Y$ とデファイナブル $C^{r}$ 微分同相

($r=0$ のときはデファイナブル同相) とは、 デファイナブル $C^{r}$, 写像 $f$ : $Xarrow Y$ と

$h:Yarrow X$ が存在して $f\mathrm{o}h=i.d$ かつ $h\mathrm{o}f=id$ となることである。
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(5) デファイナブルぴ多様体がアフィンとは、それがある $\mathbb{R}^{n}$ のデファイナブル $C^{r}$ 部分

多様体とデファイナブル $C^{r}$ 微分同相 ($r=0$ のときはデファイナブル同相) となること

である。

3. 定理の証明

命題 3.1. $X$ をアフィンデファイナブルぴ多様体、 $V$ を $X$ のデファイナブル閉集合、

$r$ を非負整数とする。 このとき、 非負デファイナブル $C^{r}$ 関数 $f$ : $Xarrow \mathbb{R}$ が存在して、

$f^{-1}(0)=V_{0}$

証明 32[6] より、 $X$ は、 ある $\mathbb{R}^{l}$ の閉デファイナブル $C^{r}$ 部分多様体とデファイナブル
$C^{T}$ 微分同相である。 $X$ とその像を同一視する。 . このとき、 $V$ は $\mathbb{R}^{l}$ の閉集合なので、 [3]

回忌、 デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\phi$ : $\mathbb{R}^{l}arrow \mathbb{R}$ で $\phi^{-1}(\mathrm{O})=V$ を満たすようにできる。 $\phi$ を制

限することにより、 デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\psi$ : $Xarrow \mathbb{R}$ で $\psi^{-1}(\mathrm{O})=V$ を満たすものを得

る。 よって、 $f:=\psi^{2}$ : $Xarrow \mathbb{R}$ が求める関数である。 口

以下は、 デファイナブル 1 の分解である。

命題 32. $r$ を非負整数、 $\{U_{i}\}_{i=1}^{k}$ をデファイナブル $C^{r}$多様体 $X$ のデファイナブル開被覆と

する。このとき、デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\lambda_{i}$ : $Xarrow \mathbb{R}(1\leq i\leq k)$ が存在して、 $0\leq\lambda_{:}\leq 1$ ,

supp $\lambda_{i}\subset U_{i^{\text{、}}}\sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}=1$ を満たす。

$X$ がアフィンのとき、 命題 32 は 48[6] で知られている。

証明. まず、 $X$ のデファイナブル開被覆 $\{V_{i}\}_{i=1}^{k}$ で、 $\overline{V_{i}}\subset U_{i},$ $(1\leq i\leq k)$ を満たすもの

が存在することを証明する。 ただし、 $\overline{V_{i}}$ は $X$ における $V_{i}$ の閉包とする。

$k$ に関する帰納法で証明する。 $k=1$ のときは、 明らかである。 $X$ のデファイナブル開

被覆 $\{V_{i}\}_{\mathrm{i}=1}^{k-1}\cup\{U_{k}\}$ で、 $\overline{V_{i}}\subset U_{i},$ $(1\leq i\leq k-1)$ を満たすものが存在したとする。

$X_{k-1}:_{--}^{-}\mathrm{U}_{i=1}^{k-1}.V_{i}$ とおく。帰納法の仮定より、 $X_{k-1}$ のデファイナブル開被覆 $\{W_{i}\}_{i-- 1}^{k-1}-$ が

存在して、 $cl$ W4 $\subset V_{i}$ を満たす。 ただし、 $clW_{i}$ は $W$: の $X_{k-1}$ における閉包を表す。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ はアフィンとしてよい。 $Z_{k}:=U_{k} \cap\bigcup_{i=1}^{k-1}V_{\dot{q}}$ . とし、 $ClZ_{k}$ を $U_{k}$ おける $Z_{k}$ の閉包とす

る。 命題 3.1 より、 非負デファイナブル $C^{\prime r}$ 関数 $\phi_{k}$ ; $U_{k}arrow \mathbb{R}$ で $\phi_{k}^{-1}(0)=ClZ_{k}$ を満た

すものが存在する。 $clW_{1}\subseteq V_{1}$ なので、 $\phi_{k}$ は拡張できて、 非負デファイナブル $C^{r}$ 関数

$\phi_{k}^{1}$ ; $U_{k}\cup W_{1}arrow \mathbb{R}$で $(\phi_{k}^{1})^{-1}(\mathrm{O})=ClZ_{k}\cup W_{1}$ を満たすようにできる。帰納的に、非負デ

ファイナブル $C^{r}$ 関数 $\phi:Xarrow \mathbb{R}$ で、 $\phi^{-1}(\mathrm{O})=ClZ_{k}\cup W_{1}\cdots\cup W_{k-1}$ を満たすものがと

れる。 このとき、 $V_{k}=\{x\in X|\phi(x)>0\}$ とおけば、 $\overline{V_{k}}\subset U_{k}$ であり、 $\{V_{i}\}_{i=1}^{k}$ が求める $X$

のデファイナブル開被覆である。
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命題 3.1 より、 非負デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\mu_{i}$ : $U_{i}arrow \mathbb{R}$ で $\mu_{i}^{-1}(0)=U_{i}$ 一 $V_{i}$ を満たすも

のがとれる。 このとき、 $\mu_{i}$ は非負デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\mu_{i}’$ : $Xarrow \mathbb{R}$ で $\mu_{i}^{\prime-1}(0)=X-V_{i}$

を満たすものに拡張できる。 よって、 \lambda 嫁=\mu i’/\Sigma ik$=1\mu_{i}’$ が求めるデファイナブル 1 の分解

である。 口.

定理 Ll の証明. $\{\phi_{i} : U_{i}arrow \mathbb{R}^{n}\}_{i=1}^{k}$ を $X$ のデファイナブル $C^{r}$ アトラスとする。命題

32 より、 デファイナブル $C^{r}$ 関数 $\lambda_{:}$ : $Xarrow \mathbb{R},$ $(1\leq i\leq k)$ で、 $0\leq h$. $\leq 1_{\text{、}}$ supp $\lambda_{:}\subset U_{\text{、}}$

$\sum_{i=1}^{k}\lambda_{i}=1$ を満たすものがとれる。 $F(x)=(\lambda_{1}(x)\phi_{1}(x), \ldots\lambda_{k}(x)\phi_{k}(x),$ $\lambda_{1}(x),$
$\ldots,$

$\lambda_{k}(x))$

で定義される写像 $F$ : $Xarrow \mathbb{R}^{nk}\mathrm{x}\mathbb{R}^{k}$ は、 デファイナブル $C^{r}$ 埋め込みである。 よって、

$X$ はアフィンである。 口
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