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ノルム ・ トーラスのクンマー理論

木田雅成 (Kida, Masanari) *

電気通信大学
(University of Electro-Communications)

1 背景

$k$ を体とし, $m$ を体の標数 $\mathrm{c}\mathrm{h}(k)$ と素な正整数で 1 より大きいとする. $k$ は 1 の $m$ 乗根の
群 $\mu_{m}$ を含むと仮定すると, Kummer 列

$1arrow\mu_{m}arrow\overline{k}^{*}arrow\overline{k}^{*}mkarrow 1$ (完全)

から Kummer duality
$k^{*}/(k^{*})^{n}\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k), \mu_{m})$

が得られるというのが古典的なクンマー理論である. これを使うと $k$ の $m$ 次巡回拡大が具
体的に簡単に書けることがわかるので, 多くの数論的な応用を持つことは周知のとおりで
ある.

この古典的なクンマー理論を乗法群 $\mathrm{G}_{m}$ に関するものとしてとらえなおし, 代数群に一
般化することは Lang-Tate [5] によって始められ, 本田 [1], Ribet[8] によってさらに深く
研究されてきた. これらの理論も多くの応用をもつ. 代数群の有理点の計算に使われるの
がその代表例である.

しかしながら, 一般の代数群の場合に上のような完全な duality を証明できる場合は少
ない. 本論ではある条件の下でノルム. $\vdash-$ラスに対して Kummer duali取 $\mathrm{B}\grave{\grave{>}}ffi^{\backslash }$立するこ
とをみる. これは古典的な場合の自然な拡張となっており, 多くの体についてある巡回拡
大体の完全な分類を与えるものである.

二年前の本研究集会で行なわれた小川氏の講演 [6] と小松亨氏による独立した研究 [3]
がこの研究の端緒となっている. そこでは円文体の最大実部分体を含むような体に対して 7
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ある一次元代数群を使ってクンマー理論を展開しているのであるが, この研究はその高次

元への拡張でもある. 本講究録に収録される諏訪紀幸氏の研究もこれらの研究の別の方向

への一般化になっていることをここで注意しておく.

2 定理

$K/k$ を体の $X^{\backslash }\backslash \mathfrak{s}\supset \text{ア}$拡大とし, その次数を $n$ とする. ノルム. トーラス $R_{K/k}^{(1\rangle}\mathrm{G}_{m}$ は $k$ 上の代

数的トーラスの完全系列

$1arrow R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}arrow R_{K/k}\mathrm{G}_{m}arrow \mathrm{G}_{m}Narrow 1$ (1)

によって $\overline{i\mathrm{E}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ される. ここで $N=N_{K/k}$ はノルム写像から誘導される写像である. $R_{K/k}^{\acute{1}1)}\mathrm{G}_{m}$

は $n-1$ 次元の代数的トーラスで, その $k$ 有理点は $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(N\mathrm{x}/k : K^{*}arrow k^{*})$ と同型になる. 詳

しい性質については [9] を参照のこと.

定義 1. 体 $k$ と char(k} と素な整数 $m\geq 2$ の組 $(k,m)$ が Kummer 対 $($Kummerian $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r})^{*1}$

であるとは $K=k(\zeta_{m}),$ $n=[K:k]$ とするときに次の 4 条件をみたすことをいう.

(I) $K/k$ は巡回拡大.

(II) $m$ は平方因子なしで, $m=p_{1}\ldots p_{r}$ と素因数分解した時に $f^{\mathrm{J}}i\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ をみたす.

(In) $[\mathbb{Q}(\zeta_{p_{i}}):k\cap \mathbb{Q}(\zeta_{p_{i}})]=n$がすべての $p_{i}$ について成り立つ.

(IV) 各 $p_{i}$ の上にある $\mathbb{Z}[\zeta_{\mathrm{t}},]$ の素イデアルは単項イデアルである.

この定義の下に次の定理が成り立つ.

定理 2. $(k,m)$ が Kummer 対ならば, $R_{K/k}^{(1\}}\mathrm{G}_{m}$ の $m$ 次巡回 $\text{自}\mathrm{S}\backslash ’\ovalbox{\tt\small REJECT}\Pi\overline{\mathrm{p}}$型 $\lambda$ があって, Kummer
duality

$R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}(k)/\lambda(R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}(k))\cong \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k), \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambda)$

がなりたつ.

写像は,$=l@\Phi$的に与えることができて, $x$ $\in R_{K/k}^{\{1)}\mathrm{G}_{m}(k)$ に対して, $\lambda(y)=\chi$ をみたす

$y\in R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}(\overline{k})$ をとって, $\epsilon\rho_{x}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k),\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambda)$ を $\phi_{x}(\tau)=y^{\tau-1}(\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k))$

とすればよい. この定理から特に $(k, m)$ が Kummer 対のとき, $k$ の $m$ 次巡回拡大体が
$R_{K/k}^{(1)}\mathbb{C}_{m}(k)$ D\pi -の $\lambda$ による逆像を $k$ に添加して得られることがわかる.

ここでどのような対 $(k, m)$ がクンマー対になるかを考察する.

$*1$ 講演時から名称, 定義を少し変更した.
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. $m$ が素数ならば (I)(II)(III) は自動的に成り立つ.
$\bullet$ $n<23$ なら $\mathbb{Z}[\zeta_{n}]$ は単項イデアル豆域なので (IV) は成り立 $\vee\supset^{\sim 2}$

これから素円分体の大きな部分体とその導手の組はクンマー対になる. 一般には, $n$ を固定

した時, 円分体 $\mathbb{Q}(\zeta_{m})$ の部分体 $k$ で $[K : k]=n$ をみたすもののうち, $(k,m)$ が Kummer
対になるものは $m$ の素因子の個数が多くなるとともにその割合が減少することが証明で
きる. たとえば $n=2$ の時は円分体の最大実部分体だけが Kummer 対を与える.

さらに簡単な考察により次もわかる.

$\bullet$ $(k, m)$ が Kummer 対であれば, $K=k(\zeta_{m})\supseteq k’\supset k$ をみたす体 $k’$ について $(k’, m)$

は Kummer 対である.
$\bullet$ $(k,m)$ が Kummer 対であれば, すべての $m$ の約数 $m’$ につ 1/ ‘て $(k,m’)$ は Kummer
対である.

3 証明の概要

証明の詳細は [2] に譲り, ここでは Kummer 対の条件がどのように使われるかだけを述
べるにとどめる.

$(k, m)$ を Kumm er 対とする. $K=k(\zeta_{m}),$ $n=[K:k]$ であった. 以後, $\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{単^{}\backslash }$ に $T=R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}$

と書 $\langle$ . (I) より, End(T) のうち部分拡大から来ていない部分は $\mathbb{Z}[\zeta_{n}]$ に同型であること

が証明できる. したがって $T$ に次数 $m$ の自己準同型が存在するには $\mathbb{Z}[\zeta_{n}]$ に絶対ノル

ムが $m$ の元 $\mu$ があればよい. これは (IV) で保証される. これが巡回自己準同型になる

条件は $\mu$ による商環の加法群が巡回群であることが必要十分になる. それを商環の構造

定理を使って書き換えたのが (II) である. もう一度 (IV) を使うと $N_{\mathbb{Q}(\zeta_{n})/\mathbb{Q}}\lambda_{i}=p_{i}$ となる

$\lambda_{\mathrm{i}}\in \mathbb{Z}[\zeta_{n}]$ を使って,
$\mu=\lambda_{1}\ldots\lambda_{r}$

とかける. $\mathrm{G}\mathrm{a}\bm{\mathrm{I}}(K/k)=\langle\tau_{s}\rangle$ と書く. ここで $\tau_{s}$ は $\tau_{s}(\zeta_{m})=\zeta_{m}^{s}$ をみたす元で $s$ は $(\mathbb{Z}/m\mathbb{Z})^{*}$

の中で位数が $n$ の元である. (III) によって $\lambda_{i}$ のガロア共役 $\lambda_{i}’$ で

$s\equiv\zeta_{n}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \lambda_{i}’)$ (2)

をみたすものがとれることが証明できる. $\lambda=\prod_{i=1}^{r}\lambda_{i}’$ とおくと, その構成から $\lambda$ は次数 $m$

.2 $\mathbb{Z}[\zeta_{n}]$ が単項イデアル整域になるような $n$ は全部で 29 個ある [10, Chapter Il].
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の巡回自己準同型になる. (2) から核 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambda$ への $k$ の絶対ガロア群の作用は自明になること

が証明できる. 完全系列
$1arrow \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambdaarrow Tarrow T\lambdaarrow 1$ .

のガロア. コホモロジーをとると,

$1arrow T(k)/\lambda T(k)-$ $\mathrm{H}^{1}(k,\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambda)$ $arrow \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\lambda:\mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{(1\rangle}\mathbb{C}_{m})arrow \mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{\langle 1)}\mathbb{C}_{m}))$

$||$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k),\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}\lambda)$

が得られる. また (2) を使った標準的な計算から

$\mathrm{H}^{1}$ ($k$,RK
$\langle$l/)kGm)\cong k’’/NK/kRご

が得られる. $[K : k]=n$ であるから, 右辺の群は $n$ で消える. $\hat{\lambda}$ を $\lambda$ の双対とすると
$\overline{\lambda}\circ\lambda=[m]$ が成り立つ. (II) より $m$ と $n$ fま互いに素よって $\overline{\lambda}$

$\circ\lambda$ は $\mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m})$ 上で

単射よって $\lambda$ も $\mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m})$ 上で単射 したがって

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\lambda:\mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m})arrow \mathrm{H}^{1}(k,R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}))=1$

がわかり定理が得られる.

4 例

$(k,m)$ を Kummer 対とする. (I) から $K/k$ は巡回拡大である. このとき $R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}\cong$

$R_{K/k}\mathrm{G}_{m}/\mathrm{G}_{m}$ であり, したがって ]$\mathrm{P}^{[K:k]-1}$ に埋め込めることが知られている. したがって

$R_{K/k}^{\langle 1\rangle}\mathrm{G}_{m}$ は $i\mathrm{g}\text{理}$的であり, したがって上記の $\acute{i\mathrm{E}}$ \Phi から $k$ の $m$ 次巡回拡大は射影空間の元で

パラメーターづけができるわけである. ただし, 高次元の多様体を使っているために, 目的

の巡回拡大を記述する方程式は複数になって, それを一つの方程式にまとめることはまだ
できていない. ただし $n=2$ の場合には $R_{K/k}^{\langle 1\}}\mathrm{G}_{m}$ は– $1^{\backslash }\mathrm{A}$元なのでそれ $\emptyset\grave{\grave{1}}\urcorner \mathrm{p}$能である洗に

述べた, 小川, 小松の結果はそれを実行したものになっている. ただしモデルのとり方が標

準的ではないので, 以下では標準的なモデルをとって計算を実行してみることにする.
以下では $k$ を円分体 $\mathbb{Q}(\zeta_{m})$ の最大実 $\Psi-$ /B体とする. このと $\text{き}(k,m)$ は Kummer 対

である. 目標は $k$ 上の $m$ 次巡回拡大を与える方程式を具体的に記述することである.
$d=(\zeta_{m}^{2}-\zeta_{m}^{-2})^{2}=(\zeta_{m}+\zeta_{\overline{m}}^{1})^{4}-4(\zeta_{m}+\zeta_{\overline{m}}^{1})^{2}\in k$ とかくと, $K=\mathbb{Q}(\zeta_{m})=k(\sqrt{d})$. $R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}$

のモデルとして $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}(k[x_{1},x_{2}]/(x_{1}^{2}-dx_{2}^{2}-1))$ をとる. $m$ 幕写像 $[m]$ lま \mbox{\boldmath $\varpi$} $\acute{i}\hat{\mathrm{E}}$より RK(l/$\rangle$

kGユ
の次数 $m$ の巡回自己準同型である. $(x_{1},x_{2})\vdasharrow(x_{1}+\chi_{2}\sqrt{d},x_{1}-x_{2}\sqrt{d})$で定義される準同
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型 $R_{K/k}^{(1\}}\mathrm{G}_{m}arrow \mathrm{G}_{m}^{2}$ を使って $(f_{1}^{(m)},f_{2}^{(m)}.)=[m](x_{1},x_{2})$ を次のように計算できる.

$[_{F_{2}^{\}_{m)}}}^{f^{(m)}}|]=[_{1}^{1}$
$\sqrt{d}\sqrt{d}]^{-1}||_{(_{\mathcal{X}_{1}-x_{2}}\sqrt{d})^{m]}}^{(_{X_{1}+x_{2}}\sqrt{d})^{m}}$ .

これは良く知られた計算で 7

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m)}=\frac{1}{2}((_{\tilde{\iota}1}.+\sqrt{d}x_{2})^{m}+(x_{1}$一$\sqrt{d}x_{2})^{m})$

$=i=0 \frac{n\iota-1}{\sum^{2}}(_{\mathfrak{j}=1}^{\frac{\prime n- 1}{\mathrm{Z}^{2}}}(_{2j}^{m}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\begin{array}{l}ji\end{array})(-1)^{i}x_{1}^{m-2i})$;

$f_{2}^{(m)}= \frac{1}{2\sqrt{d}}((x_{1}+\sqrt{d}\chi_{2})^{m}-(x_{1}-\sqrt{d}\chi_{2})^{m})$

$=x_{2}i=0 \frac{\prime\prime\prime-\mathrm{l}}{\sum^{2}}(_{j=1}^{\frac{\prime n-1}{\sum^{2}}}(\begin{array}{ll} m2j +1\end{array}) (\begin{array}{l}ii\end{array})(-1)^{i}x_{1}^{m-2i-1]}$

が得られる. この計算では関係式 $x_{1}^{2}-dx_{2}^{2}=1$ を使った. これらの多項式は Chebyshev 多
項式として知られているもので惨く知られた興趣式によっても計算できる. $f_{2}^{(m\rangle}$ の形を

みると $k(x_{1}, x_{2})=k(x_{1})$ が容易にわかる.

一方, 先に述べた $\mathrm{n}_{=\mathrm{f}=}^{\pi 1\rfloor}\overline{\mathrm{R}}R_{K/k}\mathrm{G}_{m}/\mathrm{G}_{m}\cong R_{K/k}^{\langle 1)}\mathrm{G}_{m}$は今の場合 $\mathrm{X}\vdash’ \mathrm{X}^{2}/N_{K/k}\langle \mathrm{X}$) で $\ovalbox{\tt\small REJECT}-\wedge\Leftrightarrow \mathrm{g}\backslash$ され

るから, $[u_{1} : u_{2}]\in]\mathrm{P}^{1}(k)$ に対して

$( \frac{u_{1}^{2}+du_{2}^{2}}{u_{1}^{2}-du_{2}^{2}},$ $\frac{2u_{1}u_{2}}{u_{1}^{2}-du_{2}^{2}})\in R_{K/k}^{(1)}\mathrm{G}_{m}(k)$

になる.

以上により $k=\mathbb{Q}(\zeta_{m})^{+}$ 上の $m$ 次巡回拡大はパラメーター $(u_{1} : u_{2})\in \mathrm{P}^{1}(k)$ を使って

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m)}(x)=\frac{u_{1}^{2}+du_{2}^{2}}{u_{1}^{2}-du_{2}^{2}}$

で与えられるものでっくされることが結論できる.
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