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1 序文
$k$ を俄雪 0 の体とする. $\mathrm{G}_{k}$ で $k$ の絶対ガロア群を表す. $E$ を $k$上の楕円

曲線とし, $N\geq 1$ を自然数, $p$ を素数とする. $E$ の N等分点のなす群 $E[N]$

への $\mathrm{G}_{k}$ の作用が定める表現及び $E$ の $p$ 進 Tate 内藤 $T_{p}E$ への $\mathrm{G}_{k}$ の作

用が定める表現をそれぞれ

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{E_{:}N}$ : $\mathrm{G}_{k}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(E[N])\cong \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})$ ,

$\rho_{E,p}$ : $\mathrm{G}_{k}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(T_{p}E)\cong \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

で表す.
$1+p^{0}\mathbb{Z}_{p}:=\mathbb{Z}_{p}^{\mathrm{x}},$ $1+p^{0}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p}):=\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$ とおく.

定理 1J([SelJ) $K$ を代数体, $E$ を虚数乗法をもたない $K$ 上の楕円曲線

$p$ を素数とする. このとき,

$\rho_{Ep}$ : $\mathrm{G}_{K}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

の像は開である. 即ち, $K,$ $E,p$ に依存した整数 $n=n(K, E,p)\geq 0$ が存

在して,
$\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{K})\supseteq 1+p^{n}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

となる.
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私は, 上の定理において, べき $n$が楕円曲線 $E$ に依存しないようにとれ
ることを示した. 即ち, 次の定理を証明した.

定理 12 $K$ を代数体, $p$ を素数とする. このとき, $K,p$ に依存した整数
$n=n(K,p)\geq 0$ が存在して, 虚数乗法をもたない任意の $K$ 上の楕円曲線
$E$ に対して,

$\rho_{Ep}(\mathrm{G}_{K})\supseteq 1+p^{n}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

が成り立つ.

注 13 定理 1.2において, $n(K,p)$ の $K,p$ による具体的な評価は, $K=\mathbb{Q}$

のときでもわかっていない.

2 背景
なぜ $\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{K})$ は $E$ を動かしても下に有界であろうと思ったか, という

研究の動機について例を挙げて説明する.

定理 21 $([Se\mathit{2}])K$ を代数体, $E$ を虚数乗法をもたない $K$ 上の楕円曲線
とする. このとき,

$\prod\rho_{E,p}$ : $\mathrm{G}_{K}arrow\prod \mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

p素数 p:素数

の像は開である.

定理 22 ([Mazl]) $E$ を $\mathbb{Q}$上の楕円曲線とすると, $E(\mathbb{Q})_{\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{s}}$ は次のどれか
と同型である.

$\mathbb{Z}/N\mathbb{Z}(1\leq N\leq 10, N=12)$ , $\mathbb{Z}/2N\mathbb{Z}\mathrm{x}\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}(1\leq N\leq 4)$ .

四 23 $E$ を $\mathbb{Q}$上の楕 $\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}’\ovalbox{\tt\small REJECT}$, $p\text{を}\prime\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\text{数}$とする. このとき $\overline{\rho}_{E,p}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}})$ が $\{(\begin{array}{l}1*0*\end{array})\}$

と共役な部分群に入るとすれば, $p\leq 7$ が成り立つ.

定理 2.4 ([Me]) 自然数 $d>1$ を固定する, $K$ を $[K:\mathbb{Q}]=d$なる代数体,

$E$ を $K$上の楕円曲線, $p$ を素数とする. このとき $\overline{\rho}_{E,p}(\mathrm{G}_{K})$ が $\{(\begin{array}{l}1*0*\end{array})\}$

と共役な部分群に入るとすれば, $p<d^{3d^{2}}$ が成り立つ.
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定理 25 $([PaJ)$ 自然数 $d\geq 1$ を固 $\text{定す}$る. $K$ を $[K : \mathbb{Q}]=d$ なる代数

体, $E$ を $K$ 上の楕円曲線, $p$ を素数, $n\geq 1$ を自然数とする. このとき

$\overline{\rho}_{E,p^{n}}(\mathrm{G}_{K})$ が $\{(\begin{array}{l}1*0*\end{array})\}$ と共役な部分群に入るとすれば

$p^{n}\leq\{$

65(3 –1) $(2d)^{6}$ if $p\geq 5$ ,

65(5 –1) $(2d)^{6}$ if $p=3$ ,

129(3 –1) $(3d)^{6}$ if $p=2$

が成り立つ.

定理 26 $([Maz\mathit{3}])E$ を $\mathbb{Q}$上の楕円曲線, $p$を素数とする. このとき $\overline{\rho}_{E,p}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}})$

が $\{$ ( $**$) $\}$ と一分群に入るとすれば, $p\leq 19$ または$p=37,43,67,163$

が成り立つ.

定理 27 $([Mo\mathit{2}])K$ を 2 次体で, 呼数 1 の虚 2次体ではないとする. この

とき自然数 $C=C(K)\geq 1$ が存在して

曲線 $E$ と素数 $p$ に対して, $\overline{\rho}_{E,p}(\mathrm{G}_{K})$ が $\{$

次の条件を満たす. $K$ 上の楕円

( $**$) $\}$ と共役な部分群に入

るとすれば, $p<C$ が成り立つ.

定理 28([MolJ) $E$ を $\mathbb{Q}$ 上の楕円曲線, $p=11$ 又は $\geq 1$

$\# J_{0}^{-}(p)(\mathbb{Q})<\infty$が成り立つものとする. このとき $\overline{\rho}_{E,p}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}})$ が $\{$

7 を素数で,

$(\begin{array}{l}*00*\end{array})$ , ( $0*$) $\}$

と共役な部分群に入り, $p\neq 37$ とすれば, $E$ は虚数乗法をもつ.

定理 29(fManf) $K$ を代数体, $p$ を素数とする. このとき, 自然数 $n=$

$n(K,p)\geq 1\mathrm{B}$

$\overline{\rho}_{E,p^{n}}(\mathrm{G}_{K})$ が $\{$

\searrow ‘‘存在して, 次の条件を満たす. $K$ 上の楕円曲線 $E$ に対し,

( $**$) $\}$ と共役な部分群に入るとすれば, $E$ は虚数乗法

をもつ.

ガロア表現の像が特定の部分群に入ることは, 像が小さくなることであ
ると考えられる. 上記の見たちは, ガロア表現の像がいくらでも小さくな
ることはない, ということを示唆している.
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3 主定理

今回の研究の主定理を述べる.

定理 31 $p$ を素数とする. 整数 $n(p)$ を次のように定義する.

$n(p)=\{$

0if$p$. $\geq 23$ ,

1if$p=19,17,13_{f}11$ ,

2if$p=7$,

3 if $p=5$ ,

5 if $p=3$ ,

11 if $p=2$ .

$K$ を代数体とする. このとき $p$ に依存した $K$ の有限部分集合 $\Sigma$ が定ま

り, $K$ 上の楕円曲線 $E$ で $j(E)\not\in\Sigma$ となるものに対して,

$\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{K})\supseteq(1+p^{n(p)}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p}))^{\det=1}$

が成り立つ. 冒頭で述べたように? $1+p^{0}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p})=\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$ とおいている.
さらに

$f$

$\mathrm{G}_{K}$ の p進円分指標の像が $1+p^{T}\mathbb{Z}_{p}(r\geq 0)$ を含むとすれば,
$K$ 上の楕円曲線 $E$ で $j(E)\not\in\Sigma$ となるものに対して,

$\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{K})\supseteq 1+p^{r[perp] n(p)}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{\mathrm{p}})$

が成り立つ. ただし、 $p=2$ のときは $r\geq 2$ ととっている. ここで, 1+
$p^{0}\mathbb{Z}_{p}=\mathbb{Z}_{p}^{\cross}$ とおいている.

補題 32 $K$ を代数体とする勺を $K$ の元で, jj不変量が $j$ となるような
$K$上の楕円曲線は虚数乗法をもたないとする. $p$ を素数とする. このとき
$j,$ $p$ に依存した整数 $n\geq 0$が存在して乃 0不変量が $j$ であるような $K$ 上の

任意の楕円曲線 $E$ に対して,

$\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{K})\supseteq 1+p^{n}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

が成り立つ.

定理 3.1 と補題 32 より定理 12 が従う.
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注 3.3 $K=\mathbb{Q}_{7}p\geq 17$なら, 有限個の jj不変量をもつ楕円曲線を除き

$\rho_{E,p}(\mathrm{G}_{\mathbb{Q}})=\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$

が成り立つ ($[Faf,$ $[Maz\mathit{1}]_{f}$ [Maz4).

注 34 $K=\mathbb{Q}$ とする. $p=13$ なら $X_{0}(13)=\mathrm{P}^{1},$ $\#\mathrm{P}^{1}(\mathbb{Q})=\infty$ より

$n(13)=1$ という評価はギリギリである. $p=11$ なら $\# X_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\mathrm{s}\mathrm{p}1\mathrm{i}\mathrm{t}}(11)(\mathbb{Q})=$

$\infty$ より $n(11)=1$ という評価はギリギリである. $p\leq 7$ のときは $n(p)$ の

評価がギリギリかどうかはわかっていない.

4 モジュラー曲線

楕円曲線は, モジュラー曲線の有理点と結び付けて考えることができる.
楕円曲線のガロア表現の像が下に有界であることを, モジュラー曲線の有

理点の有限性に帰着して示す. この節では, そのための準備をする.
$N\geq 1$ を自然数とする. $Y(N)$ を楕円曲線 $E$ とそのレベル N楕造

$\alpha$ : $(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})^{2}arrow\cong E[N]$

の組 $(E, \alpha)$ の粗モジュライとする. ( $N\geq 3$ なら $Y(N)$ は精モジュライで

ある). $Y(N)$ は $\mathbb{Q}(\zeta_{N})$ 上のアファイン, スムーズ代数曲線である. $G=$

$\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/N\mathbb{Z})$ の部分群 $H$ に対し, $Y_{H}$ を商 $Y(N)/H$ と定める. $X_{H}$ を $Y_{H}$ の

スムーズなコンパクト化とする. $X_{H}$ は $\mathbb{Q}(\zeta_{N})$ 上の固有スムーズ代数曲線

である.

補題 4.1 $k$ を標数 0 の体とする. $\# X_{H}(k)<\infty$ とすると, 有限部分集合
$\Sigma\subseteq k$ で次の条件を満たすものが存在する. $k$ 上の楕円曲線 $E$ に対し

$\overline{\rho}_{E,N}(\mathrm{G}_{K})$ が $H$ と共役な部分群に入れば乃 $(E)\in\Sigma$ が成り立つ.

次の定理は, Mordell予想と呼ばれていて, 種数が 2以上の固有スムーズ
代数曲線の有理点の有限性を示すものであり, 定理 3.1 の証明の鍵となっ
ている.

定理 42 $([FaJ)K$ を代数体, $X$ を $K$ 上の固有スムーズ代数曲線とする.
$g(X)\geq 2$ と仮定する . このとき $\# X(K)<\infty$ が成り立つ.



280

$H\ni-1$ のとき, $X_{H}$ の種数 $g(X_{H})$ は Riemann-Hurwitz の公式を用い
て次のように計算される.

$g(X_{H})=1+ \frac{1}{12}\# G/H-\frac{1}{4}\#\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}_{\sigma}-\frac{1}{3}\#\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}_{\tau}-\frac{1}{2}\#\langle u\rangle\backslash G/H$ .

但し

$\sigma:=(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})$ ,

$\tau:=(\begin{array}{ll}1 1-1 0\end{array})$ ,

$u:=(\begin{array}{ll}1 10 1\end{array})$ ,

$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}_{\alpha}:=\{gH\in G/H|\alpha gH=gH\}$

とおいている.

5 証明の概略

簡単のため, 以下 $p\geq 5$ とする.

補題 5.1 $H\subseteq \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}_{p})$ を閉部分群, $n\geq 0$ を整数とする. このとき, $H\supseteq$

$(1+p^{n}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}_{p}))^{\det=1}$ であるための必要十分条件は, $H\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{n+1}\supseteq(1+$

$p^{n}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n+1}\mathbb{Z}))^{\det=1}$ が成り立つことである. ここで, $1+p^{0}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z}):=$

$\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/\wedge p\mathbb{Z})$ とおいている.

$K$ を $K(\zeta_{p^{n(p\rangle+1}})$ でおきかえて, $K$ 上の任意の楕円曲線 $E$ に対して

$\det\overline{\rho}_{E,p^{n(\rho)+1}}(\mathrm{G}_{K})=\{1\}$

が成り立つようにする. 定理 3.1 を示すには, 部分群 $H\subseteq G=\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n(p)+1}\mathbb{Z})$

で条件 $H$ D-l,

$H\not\geqq(1+p^{n(p)}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n(p)+1}\mathbb{Z}))^{\det=1}$ (5.1)

を満たすものについて $g(X_{H})\geq 2$ を示せばよい. 種数 $g(X_{H})$ は次のよう
に書き換えられる.

$g(X_{H})=1+ \frac{1}{12}[G : H]\overline{\delta}_{F_{\mathrm{I}}}$ ,



$28\mathrm{t}$

但し
$\delta_{H}:=1-3\frac{\# H\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\sigma)}{\#\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\sigma)}-4\frac{\# H\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\tau)}{\#\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\tau)}$

$-6( \frac{1}{p^{n(p)+1}}+\sum_{r=0}^{n(p)}\frac{p-1}{p^{\tau+1}}\cdot\frac{\# H\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(u^{p^{r}})}{\#\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(u^{p^{r}})})$ ,

Conj $(\alpha):=$ {$g\in G|g$ は $\alpha$ と共役}

とおいている. 種数 $g(X_{H})$ は整数であるから, $g(X_{H})\geq 2$ という条件は

$\delta_{H}>0$ という条件と同値である. $\# H\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\sigma),$ $\# H\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\tau),$ $\# H\cap$

Conj $(u^{p^{r}})$ を条件 (5.1)

$H\not\geq(1+p^{n\langle p)}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n(p)+1}\mathbb{Z}))^{\det=1}$

を用いて上から抑える. 自然数 $1\leq t<s\leq n(p)+1$ に対し, $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{t}$ 写像

$H\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{s}arrow H\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{t}$

による $\sigma,$ $\tau,$

$u^{p^{r}}$ の共役元の逆像の大きさを抑えるという方針をとる.
自然数 $1\leq m<n$ に対し,

$f_{n,m}$ : $\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z})arrow \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})$

を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{m}$ 写像とする. $\alpha=\sigma,$ $\tau$ に対し,

$V_{\alpha}^{n,m}:=\alpha^{-1}(f_{n,m}^{-1}(\alpha)\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\alpha))\subseteq \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n}\mathbb{Z})$

とおく.

補題 52 $n\leq 2m$ と仮定する. このとき,

$V_{\sigma}^{n,m}=\{1+p^{m}(\begin{array}{ll}a bb -a\end{array})\}$ ,

$V_{\tau}^{n,m}=\{1+p^{m}(\begin{array}{ll}a bb-a -a\end{array})\}$ ,

となり, これらは階数 2 の自由 $\mathbb{Z}/p^{n-m}\mathbb{Z}$加群の構造をもつ.
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$\sigma,$ $\tau$ と共役な元 $\alpha\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{m}\mathbb{Z})$ に対しても同様に $V_{\alpha}^{n,m}$ が定義され,

階数 2 の自由 $\mathbb{Z}/p^{n-m}\mathbb{Z}$ 加群の構造をもつ.
$r\geq 0$ を整数とする.

$V_{u^{p^{r}}}^{r+n,r+m}:=u^{-p^{r}}$ (f;ln,r+記 u2’)\cap Conj $(u^{p^{f}}))\subseteq \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{r+n}\mathbb{Z})$

とおく 2

補題 53 $n\leq 2m$ と仮定する. このとき,

$V_{u^{p^{\Gamma}}}^{r+n,r+m}=\{1+p^{r+m}(\begin{array}{ll}a b0 -a\end{array})\}$

となり, これは階数 2 の自由 $\mathbb{Z}/p^{n-m}.\mathbb{Z}$ 加群の構造をもつ.

u〆と共役な元 $\alpha\in \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{r+m}\mathbb{Z})$ に対しても同様に $V_{\alpha}^{r+n,r+m}$ が定義

され, 階数 2 の自由 $\mathbb{Z}/p^{n-m}\mathbb{Z}$ 加群の構造をもつ.
自然数 $1\leq s\leq n(p)+1$ に対し,

$H_{s}:=H\cap(1+p^{s}\mathrm{M}_{2}(\mathbb{Z}/p^{n(p_{/}^{\mathrm{t}}+1}\mathbb{Z}))=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{s} : Harrow \mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{s}\mathbb{Z}))$

とおく. $H/H_{s}$ と $H\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{s}$ を同一視する. 自然数 $1\leq t<s\leq n(p)+1$

と $\alpha=\sigma,$ $\tau,$

$u^{p^{f}}$ に対し,

$f_{s,t}^{H,\alpha}$ : $(H/H_{s})\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\alpha)arrow(H/H_{t})\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\alpha)$

を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{t}$ 写像とする. ここで, \mbox{\boldmath $\alpha$}=u〆のときは, $t>r$ と仮定している.
条件 (5.1) により

$\beta_{t}H_{t}/H_{s}\leq p^{2(s-t)}$

が成り立つ.

補題 54 自然数 $1\leq t<s\leq n(p)+1$ をとり, $s\leq 2t$ と仮定する. $\alpha$ を

$\sigma,$ $\tau,$
$u^{p^{r}}$ のいずれかとし, $(H/H_{t})\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\alpha)$ の元 $\alpha’$ をとる. もし $H_{t}/H_{s}=$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ なら, $\#(f_{s,t}^{H}$”$)^{-1}(\alpha’)=p^{2(s-t)}$ が成り立つ. もし $H_{t}/H_{s}\neq V_{\alpha}^{s,t}$, なら,
$\#(f_{s,t}^{H,\alpha})^{-1}(\alpha’)\leq p^{2(s-t)-1}$ が成り立つ.

補題 55 自然数 $1\leq t<s$ をとり, $s\leq 2t$ と仮定する,

1. $\sigma’,$ $\sigma’’\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}$ $(\sigma)\underline{\subseteq}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{t}\mathbb{Z})$ をとる. このとき, $V_{\sigma}^{s,t},=V_{\sigma}^{s},j^{t}$ とな

るための必要十分条件は, $\sigma^{\prime/}\equiv\sigma^{;\pm 1}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{s-t}$ が成り立つことである.



283

2. $\tau’,$ $\tau’’\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}$ $(\tau)\underline{\subseteq}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{t}\mathbb{Z})$ をとる. このとき, $V_{\tau’}^{s,t}=V_{\tau}^{s},j^{t}$ とな

るための必要十分条件は, $\tau’’\equiv\tau^{\pm 1}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\prime p^{s-t}$ が成り立つことである.

3. $v,$ $v’\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}$ $(u^{p^{r}})\underline{\subseteq}\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p^{r+t}\mathbb{Z})$ をとる. このとき , $V_{v}^{s,t}=V_{v}^{s,t}$, と

なるための必要十分条件は, ある $p$ と罪な自然数 $i$ に対してけ $\equiv v^{i^{2}}$ mod
$p^{r+s-t}$ が成り立つことである.

補題 54, 55 を用いると, $f_{s,t}^{H,\alpha}$ による $(H/H_{t})\cap \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(\alpha)$ の逆臣 $(H/H_{s})\cap$

Conj $(\alpha)$ の元の数を抑えることができる.
また $\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})$ の極大部分群の分類 ([Se2]) を利用して, $H/H_{1}$ の中の

$\sigma,$ $\tau,$ $u$ の共役元の数を抑える 4
以上のようにして $\delta_{H}>0$ が示され, 定理 3.1 が証明される.
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