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超楕円曲線と mod 2 ガロア表現について

早稲田大学・理工学部 橋本 喜一朗 (Kiichiro Hashimoto)
Department of Mathematical Sciences,

Waseda University

0. はじめに

$k$ を標引が 0 の体, $\overline{k}$ をその代数閉包, $n$ を $n>4$ なる正整数とする. $k$ 係数のモニックな $n$

次分離的多項式 $f(X)\in k[X]$ に対して, その $n$ 個の零点に一つの順序を指定して $a_{1},$ $\ldots,$
$a_{n}\in$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ とする. このとき $f(X)$ の $k$ 上のガロア群は, これらが充たす $k$ 上のあらゆる代数関係式

を保つ $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ の置換の全体からなる群である: すなわち, 点 $(a_{1,..\prime}.a_{n})\in \mathrm{A}^{n}(\overline{k})$ を零点

とする $k$ 上の $n$ 変数多項式からなるイデアルを If $:=\{F\in k[X_{1}, .., X_{n}]|F(a_{1,1}..a_{n})=0\}$

とするとき

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)$ $=$ $\{\sigma\in \mathrm{S}_{n}|\sigma(I_{f})\subseteq I_{f}\}$ .
ここで $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ の置換を添え字の置換 $\sigma\in \mathrm{S}_{n}$ と同一視する (& は $n$ 次対称群, 以下同

様). 言うまでもなく $f(X)$ の $k$ 上の (\最小) 分解体は $\mathrm{S}\mathrm{p}1(f/k)=k(a_{1}, \ldots, a_{n})$ で, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)$

は拡大 $k(a_{1}, \ldots, a_{n})/k$ のガロア群と一致する.

$f(X)\in k[X]$ に対して, 次式を定義方程式とする $k$ 上の超楕円曲線 $Xf$ を対応させる:

$X_{f}|$. $y^{2}$ $=$ $f(x)$ (1)

本稿の目的は, この対応 $f\mapsto Xf$ を通して $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)$ を眺めること, または逆に $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k1)$

の情報が $X_{f}$ にどの程度反映されるかについて簡単な考察を行うことである. 特に, この対

応から自然に発生する二つの素朴な問題 (以下の問題 1, 問題 2) について考察する.

この対応は一見安直に見えるが, 実際には非常に重要で, 既に多くの研究がある: 森氏の研

究 [7], Mumford の本 [9] の末尾の梅村氏による Appendix. 最近では Zarhin の一連の研究

([11]) など. 特に, 問題 1 についての結果は, 梅村氏の論稿 ([9]) 中に述べられている事実を

W.Meyer [5] に沿って整理したもので, 新しい結果ではないが, 本稿のように $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ ガロア

表現と F2 上の幾何の関係をキチンと記述しておくことは無意味ではないであろうと思う.

1. 問題 1 について

超楕円曲線 $X_{f}$ の種数を 9 とすると $n$ が奇数 (resp. 偶数) のとき $n=2g+1$ (resp.

$n=2g+2)$ となる. 以下 $n,g$ はこの関係を保つものとする. $Xf$ は $X;\ni(x, y)\mapsto x\in \mathrm{P}^{1}$

により射影直線 $\mathrm{P}^{1}$ の 2 重被覆であり, その分岐点の集合は

$B_{f}$ $=$ $\{$

$\{P_{i}=(a_{i}, 0)|1\leq i\leq n\}$ $(n=2g+2)$
(2)

$\{P_{i}=(a_{i}, 0)|1\leq\dot{2}\leq n\}\cup\{P_{\infty}=(\inftyinfty)\}$ $(n=2g+1)$
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となる. $B_{f}$ は $X_{f}$ の Weierstrass 点の全体と一致する. このとき $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)$ は $B_{f}$ への自

然に作用し, したがって $\mathrm{S}_{2g+2}$ に埋め込まれる (置換表現). 他方, この表現は $X_{f}$ のヤコビ

多様体の 2 等分点におけるガロア表現とみなせる. 一般 $n$ 次方程式のガロア群は $n$ 次対称

群であるから, このようにして $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)\cong \mathrm{S}_{2g+2}(n=2g+2)$ が $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}$ ( $2g$ , F2) $=\mathrm{S}\mathrm{p}$ ( $2g$ , F2)
に埋め込まれることが判る. そこで次の問題が生じる,

・問題 1 $\mathrm{S}_{2g+2}$ を Sp(2g, F2) の部分群として実現する初等的で自然な (幾何学的) 記述を
与えよ.

注意 1 良く知られているように同型 Sp$(4, \mathrm{F}_{2})\cong \mathrm{S}_{6}(g=2)$ が成立する. しかし $g=3,4$
では $\mathrm{S}_{8},$ $\mathrm{S}_{10}$ は各々Sp(6, F2), Sp(8, F2) の極大部分群で指数は各々 36, 13056 となる. ま

た有限体 $\mathrm{F}_{q}$ 上のシンプレクテイック群 Sp(2g, $\mathrm{F}_{q}$ ) の位数は

$|\mathrm{S}\mathrm{p}(2g, \mathrm{F}_{q})|$ $=$ $q^{g^{2}} \prod_{i=1}^{g}(q^{2i}-1)$

でこの値は $g>1$ のとき $(2g+2)!$ の倍数になるが, $\ell\neq 2$ の場合一般には $\mathrm{S}_{2g+2}$ は Sp(2g, $\mathrm{F}\ell$ )
の部分群とならない.

2. $J_{f}$ の 2 等分点について (復習)

$Xf$ のヤコビ多様体 (主偏極アーベル曲面) を $J_{f}$ とする. 各素数垣こ対して $Jf$ の $\ell$ 霧等分点
のなす \ell \ell 可除群 $Jf[\ell$“$]$ $:=\{P\in Jf|\exists n, \ell^{n}P=O\}\cong(\mathbb{Q}\ell/\mathbb{Z}_{\ell})^{2g}$ への自然な $\mathrm{G}_{k}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k)$

の作用は \ell \ell 進ガロア表現

$\rho_{f,\ell}$ : $\mathrm{G}_{k}$ $arrow$ $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}(2g,\mathbb{Z}_{\ell})$ (3)

を導く. 特にこの表現を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \ell$ すると $\ell$ 等分点 $J_{f}[\ell]$ での $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \ell)$ ガロア表現

$\overline{\rho}_{f,l}$ : $\mathrm{G}_{k}$ $arrow$ $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}(2g, \mathrm{F}_{\ell})$ (4)

を得る. ここで $\ell=2$ とすると $\overline{\rho}_{f^{2}}$, (の像) は, 以下のように $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/\mathrm{k})$ と密接に関連する.

まず $Jf$ は $\mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}^{0}(Xf):=\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{v}^{0}(X_{f})/P(X_{f})$ と同一視される. ここで

$\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{v}^{0}(Xf)(\overline{k})$ $:=$ $\{\sum_{i=1}^{n}m_{i}Q_{i}|n\geq 0, Q_{i}\in Xf(\overline{k}), \sum_{i=1}^{n}m_{i}=0\}$

は $Xf$ の次数 0 の因子の群$

$P(Xf)(\overline{k})$ $:=$ $\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(f)|f\in\overline{k}(X\int)^{\mathrm{x}}\}$
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は $X_{f}$ の主因子の群である. さて代数曲線を扱った大概の書物では基礎体は代数閉体である
から $n=2g+1$ (奇数) の場合のみが扱われている. この場合, 典型的な主因子としては

$\{$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(x-a_{i})=2(P_{i}-P_{\infty})$ , $(1 \leq i\leq 2g+1)$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(y)=$ ($P1+\cdots$ 十 $P2g+1$ ) $-(2g+1)P_{\infty}$

がある. この最初の式から

$e_{i}$ $:=$ $[P_{i}-P_{\infty}]$ $\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}^{0}$ $(1 \leq \mathrm{i}\leq 2g+1)$ (5)

は位数が 2, すなわち $Jf[2]$ の元であることが判る. 第二の式からは $Jf[2]$ における関係式

$e_{1}+\cdots+e_{2g+1}$ $=$ 0

が出る. ここで $\{1, 2, \ldots 2g7+1\}$ の各部分集合 $S$ に対して

$e_{S}$ $:=$
$\sum_{i\in S}e_{i}$

とおくと (6) から $es=e_{\overline{S}}$ ( $\overline{S}$ は $S$ の補集合) となる. 実は更に以下のことが知られている

(Mumford[9] 参照).

命題 1 $n=2g+1$ (奇数) のとき加法群 $Jf[2]$ は以下のように記述される:

$Ji[2]$ $=$ {es $||S|\equiv 0$ mod 2},
$es+e\tau$ $=$ $es\circ\tau$ , $S\circ T:=S\cup T-S\cap T$.

これと $J_{f}$ が $k$ 上定義されたアーベル多様体であることから, $k(Jf[2])=k(a_{1}, .., a_{n})=f$

の $k$ 上の最小分解体となることが判る. このことは $n=2g+2$ (偶数) の場合も成り立

つ., すなわち, $n=2g+2$ (偶数) の場合は $f(X)$ の零点に $k(a_{2g+2})$ 上の分数一次変換

$x\mapsto 1/(x-a_{2g+2})$ を一斉に施して, $(a1, a2, \ldots,a2g+2)$ を ( $a_{1’}$ , a2’, . . . , $a_{2g+1}’,$ $\infty$ ) に移すこ

とが出来る, このとき $Xf$ は曲線 $y^{2}=(x-a_{1’})\ldots(x-a_{2g+1}’)$ と $k(a_{2_{\mathit{9}}+2})$ 上同型であるか

ら $n=2g+1$ (奇数) の場合の議論に帰着する.

2. Asyzygetic system

$V:=\mathrm{F}_{2}^{2g}$ とし $V$ に標準交代形式

$F(\vec{X},\vec{8j})$ $=$ $\sum_{i=1}^{g}x_{i}y_{i+g}-y_{i}x_{i+g}$

を入れる. $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}$ ( $2g$ , F2) $=\mathrm{S}\mathrm{p}$( $2g$ , F2) $=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V, F)$ である.
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定義 1 $(\vec{x}_{\dot{\mathrm{t}},j})\in V^{(2g+2)^{2}}$ $(1 \leq \mathrm{i},j\leq 2g+2)$ が以下の 2 条件を満たすとき, Asyzygetic

system ($\mathrm{A}$ -system) であるという.

(i) $\vec{x}_{i,j}+\vec{x}_{j,k}+\vec{x}_{k,i}$ $=$
$\vec{0}$

$(\forall \mathrm{i},j, k)$

$(\mathrm{i}_{\hat{b}}.)$ $F(\vec{x}_{ij\}},\overline{x}_{i,k})$ $=$ 1 ($\forall \mathrm{i},j,$ $k$ : distinct).

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$か $\text{ら}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ちに判るように $\vec{x}_{i,i}=\vec{0}(\forall \mathrm{i})$ , $\vec{x}_{i,j}=x_{j,i}\prec(\forall \mathrm{i},j)$ . また (i) で $k=2g+2$ として

$\vec{x}_{i,j}=\vec{x}_{i,2g+2}+\vec{x}_{j,2g+2}$ $(\forall \mathrm{i},j)$

を得る. 以下 $\vec{x}_{i}:=\tilde{x}_{i,2g+2}$ と記すとき $\{\vec{x}_{1}$ , . . . , $\vec{x}_{2g}\}$ の Gramm 行列は

$G:=(F(\vec{x}_{i},\vec{x}_{j}))$ $=$ $(\begin{array}{lll}0 1 11 0 1\vdots ... \cdot. \vdots 1 1 0\end{array})$

となるので $G^{2}=I_{2g}$ . 従って $\{x_{1}, \ldots,\vec{x}_{2g}\}\neg$ は一次独立で $V$ の基底をなす. 次 (こ (ii) 力 $\mathrm{a}$ ら

$F(\vec{x}_{1}+\ldots+\vec{x}_{2g+1},\vec{x}_{i})=2g=0(\mathrm{i}=1, .., 2g)$ . これと $F$ の非退化性より $\vec{x}_{1}+\ldots+\vec{x}_{2g+1}=\vec{0}$

すなわち

$\vec{x}_{2g+1}$ $=$ $\vec{x}_{1}+\ldots+\vec{x}_{2g}$ .

以上は A-system の定義から出る性質の一部であるが, これらを逆に辿って $(V, F)$ に対して

A-system の存在が示される.

命題 2 $\mathrm{F}_{2}$ 上の (非退化) 交代形式付きの $2g$ 次元ベクトル空間 $(V, F)$ に対して A-system

が存在する 4

証明. $(V, F)$ のシンプレクティック基底を $\{\vec{a}_{1},\vec{b}_{1}, . . . , a_{g},\overline{b}_{\mathit{9}}rightarrow, \}$ とする :

$F(\overline{a}_{i},\dot{a}_{j})=F(\vec{b}_{i},b_{j})=0\prec$ , $F(\overline{a}_{i},\vec{b}_{\mathrm{i}})=\delta_{i,j}$ $(\forall \mathrm{i},j)$ .

このとき $\vec{x}_{1},$

$\ldots,$
$x_{2g+2}\prec\in V$ を以下の如く定める:

$\vec{x}_{1}$ $=$ $\vec{a}_{1}$ ,

$\dot{x}_{2}$ $=$
$\vec{b}_{1}$ ,

$\vec{x}_{2i+1}$ $=$
$(\vec{a}_{1}+b_{1}\prec+\ldots+\vec{a}_{i}+\vec{b}_{i})+\vec{a}_{i+1}$ $(0\leq \mathrm{i}\leq g-1\}$

$\tilde{x}_{2i+2}$ $=$ ( $\overline{a}_{1}+\tilde{b}_{1}+\ldots$ 十 $\tilde{a}_{i}+\vec{b}_{i}$) $+\tilde{b}_{i+1}$ $(0\leq \mathrm{i}\leq g-1)$

$x_{2g+1}\prec$ $=$
$\vec{x}_{\mathrm{I}}-\mathrm{t}^{1}-\ldots+\overline{x}_{2g}=\tilde{a}_{1}+\tilde{b}_{1}+$ . . . $+\vec{a}_{g}+\overline{b}_{\mathit{9}}$ ,

$\vec{x}_{2g+2}$ $=$
$\vec{0}$.
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このとき

$\vec{x}_{i,2g+2}$ $=$ $\tilde{x}_{i}$ $(1 \leq \mathrm{i}\leq 2g+2)$

$\vec{X}:_{\dot{f}}$, $=$ $\overline{x}_{i,2g+2}+\tilde{X}j_{)}2g+2$ $(1 \leq \mathrm{i},j\leq 2g+2)$

と置けば ($\vec{x}_{i,j/}^{\mathrm{a}}\in V^{(2g+2)^{2}}$ は A-system となる. 口

さて $\mathcal{X}=(\vec{x}_{i,j})$ を A-system とする. このとき $\sigma\in \mathrm{S}_{2g+2}c$ に対して

$\sigma(\mathcal{X})$ $:=$ $(\overline{x}_{i,j}’)$ , $\overline{x}_{i,j}^{t}=\vec{x}_{\sigma(i\},\sigma(j)}$.

とおけば明らかに $\sigma(\mathcal{X})$ も A-system をなすが, 上の議論から $\{\vec{x}_{1}, \ldots,\vec{x}_{2g}\}(\vec{x}_{i}:=\vec{x}_{i,2g+2})$

は $V$ の基底であるから,
$\overline{\sigma}$ : $\vec{x}_{i,j}\mapsto\vec{x}_{i,j}’$

は $(V, F)$ の自己同型を定める. かくして次の定理が成立する :

定理 1 $(V, F)$ を F2 上の (非退化) 交代形式付きの $2g$ 次元空間, $\mathcal{X}$ をその A-system とす

るとき

$h$ : $\mathrm{S}_{2g+2}$ $\mapsto$ Sp(2g, $\mathrm{F}_{2}$ ) $=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(V_{1}F)$ , $\sigma\mapsto\overline{\sigma}$

$\overline{\sigma}:x_{i,j}’\prec$ $\mapsto$ $\vec{x}_{i,j}’$ $=\vec{x}_{\sigma(i),\sigma(j)}$

は対称群 $\mathrm{S}_{2g+2}$ の $\mathrm{S}\mathrm{p}$ ( $2g$ , F2) への自然な埋め込みを与える. 口

$n=2g+2$ (偶数) のとき $Xf$ の主因子の典型的な例は

$\mathrm{d}1\mathrm{v}(x-a_{i})$ $=$ 2Pi\dashv Q、十 $Q_{\infty}’$ ) $(1\leq \mathrm{i}\leq 2g+2)$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\frac{x-a_{i}}{x-a_{j}})$ $=$ $2(P_{i}-P_{J^{\mathfrak{l}}})$ $(1 \leq \mathrm{i},j\leq 2g+2)$ (6)

である. ここで, $Q_{\infty},$ $Q_{\infty}’$ は $x=\infty\in \mathrm{P}^{1}$ の上にある $X_{f}$ の点. 従ってこの第 2 の式から

$e_{i,j}$ $:=$ $[P_{i}-P_{\infty}]$
$\in \mathrm{P}\mathrm{i}\mathrm{c}^{0}$ $(1\leq \mathrm{i},j\leq 2g+2)$ (7)

は位数が 2, すなわち $Jf[2]$ の元であることが判る. さて $V:=Jf[2]$ は F2 上の $2g$ 次元ベ

クトル空間とみなされるが, 主偏極による同一視 $Jf$ 窪 $J_{f}^{\vee}$ から定まる pairing

$F$ : $J_{f}[2]\mathrm{x}J_{f}[2]$ – $\mu_{2}$ 望璽 2 (8)

はこの上の (非退化) 交代形式を定める.
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定理 2 $(V, F)$ を $V:=J_{f}[2_{\mathrm{J}}^{\rceil}$ および pairing (8) による交代形式とするとき $(.e_{i,j})_{1\leq i,j\leq 2g+2}$

は $A$ -system をなす.

証明. 条件 (i) は自明. (ii) は Mumford [9] Prop 63 から出る. 口

3. 写像類群と Hyperelliptic involution の中心化群

一般に特殊な例外を除いて, 十分に 「一般的」 な代数曲線 $X/k$ に対して, そのヤコビ多

様体 $J(X)$ が非自明な自己準同型をもたない (i.e., $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{k}}(J(X))\cong \mathbb{Z}$ ) とき \sim A進ガロア表現
$\rho_{f^{\ell}}$, の像は $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}(2g, \mathbb{Z}\ell)$ 全体であると信じられているようである. が, 上述のように, 超楕

円曲線 $X_{f}/k$ に対する $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ ガロア表現 $\overline{\rho}_{f,2}$ の像は $\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{p}(2g, \mathrm{F}_{2})$ 全体にはならず, 高々
$\mathrm{S}_{2g+2}$ 内に留まる. このことは, ヤコビ多様体 $J(X)$ の自己準同型環のみを用いてではなく,
以下のように $X$ の基本群に付随する外ガロア表現の枠組みから自然に説明ができる. 以下
では $k$ は $\mathbb{C}$ の部分体とする.

$\pi_{1}(X(\mathbb{C}), *)$ $=$ $\langle\alpha_{1},$

$..,$ $\alpha_{g},$
$\beta_{1},$

$..,$
$\beta_{g}|\prod_{i=1}^{g}[\alpha_{i}, \beta_{i}]=1\rangle$ (9)

を $X$ の基本群とする. そのアーベル化

$\psi$ : $\pi_{1}(X(\mathbb{C})_{)}*)arrow\pi_{1}(X(\mathbb{C}), *)^{ab}=\mathrm{H}_{1}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z})=\oplus^{g}(\mathbb{Z}a_{i}\oplus \mathbb{Z}b_{i})\mathrm{i}=1$

は 1 次元ホモロジー群で, $\{a:, b_{i} (1 \leq \mathrm{i}\leq g)\}$ は標準交差形式に関するシンプレクティッ
ク基底をなす. 他方

$\mathrm{F}_{g}$ $=$ $\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}^{+}(\pi_{1}(X(\mathbb{C}), *))=\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}^{+}(X(\mathbb{C}))/(\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{y})$ (10)

を種数 $g$ の写像類群 (Teichm\"uller モジュラー群) とすると $\Gamma_{g}$ の自然な $\mathrm{H}_{1}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z})$ への

作用から標準的準同型

$\psi_{*}$ : $\Gamma_{\mathit{9}}$ $arrow$ $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\mathrm{H}_{1}(X(\mathbb{C}), \mathbb{Z}))=$ Sp(2g, $\mathbb{Z}$ ) (11)

が定まる. ここで

定義 2 $\mathrm{i}\in \mathrm{F}_{\mathit{9}}$ は $i^{2}=1$ , かっ $\psi_{*}(\mathrm{i})=-I_{2g}\in \mathrm{S}\mathrm{p}(2g, \mathbb{Z})$ をみたすとき超楕円対合 (hyperel-
liptic involution) と呼ばれる. また $\mathrm{i}\in\Gamma_{g}$ をそのような元の一つとするとき

丑
$g$
(i) $:=$ $\{h\in\Gamma_{g}|h\circ \mathrm{i}=\mathrm{i}\circ h\}$ (12)

を ($i$ に付随する)超楕円的写像類群という.
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(11) を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ で還元して準同型

$\overline{\psi}_{*}$ : $\Gamma_{g}$ $arrow$ Sp(2g, $\mathrm{F}_{2}$ ) (13)

が定まる.

命題 3 $\mathrm{i}\in\Gamma_{g}$ を一つの超楕円対合とすると $\overline{\psi}_{*}$ $(H_{g}(i))\cong \mathrm{S}_{n}$ .
証明. 以上はトポロジーの枠内の話であるから, 第 0 節のように $X(\mathbb{C})arrow \mathrm{P}^{1}(\mathbb{C})$ は 2 重被

覆で $2g+2$ 個の分岐点集合 $B$ は $\mathrm{i}$ の固定点集合と一致するとしてよい. このとき $\forall h\in$

$H_{g}(\mathrm{i}),$ $P\in B$ に対して $\mathrm{i}\circ h(P)=h\circ \mathrm{i}(P)=h(P)$ よって $h(P)\in B$ . よって $h\in H_{g}(i)$ は集.

合 $B$ の置換 $\overline{h}$ を引き起こす 口

さて, $X$ が $k$ 上定義された代数曲線のとき, 外ガロア表現

$\varphi x$ : $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{k}/k)$ $arrow$ $\Gamma_{g}^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}-f}$ (14)

が定まる. ここで $X=X_{f}/k$ が超楕円曲線であれば $k$ 上定義された超楕円対合 $i:(x, y)\mapsto$

$(x, -y)$ が存在する. 従って, $\varphi x$ の像は $H_{g}(\mathrm{i})^{\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}-\ell}$ に含まれる. $\varphi x_{f}$
と $\psi_{*}$ の $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}-\ell$ 版の合

成が $\rho_{f^{\ell}}$, に他ならないから, これで $\overline{\rho}_{f,2}$ の像が高々 $\mathrm{S}_{2g+2}$ であることの説明ができた.

4. 問題 2 とその反例

次に対応 $f(X)arrow X_{f}$ がどのくらい ” 内在的” である力 $>$ , という素朴な疑問につ $|_{j}\mathrm{a}$て簡単

な考察をする, まず, $\overline{k}$ 上の同型に関しては Torelli の定理によって

$J_{f_{1}}\cong J_{f2}\Leftrightarrow X_{f1}\cong X_{f2}\Leftrightarrow B_{f_{1}}=\gamma(B_{f2})$
$(\exists\gamma\in \mathrm{G}\mathrm{L}(2,\overline{k}))$

が成立することに注意する. そこで

・問題 2 $f_{1}(X),$ $f_{2}(X)\in k[X]$ に対して次の 2 条件がみたされるとき, $J_{f\mathrm{x}},$ $Jf_{2}$ は $\overline{k}$ 上同

種 (isogenous) であるか ?

(i) $f_{1},$ $f_{2}$ の $k$ 上の最小分解体は等しい: $\mathrm{S}p1(fi/k)=\mathrm{S}\mathrm{p}1(f2/k)$

(ii) $X_{f_{1}},$ $X_{f_{2}}$ の $\text{種}\backslash \text{数^{}\prime}$が等しい: $g(X_{f})1=g(X_{f2})$

という問題を考える. $k$ が有限体または代数体の場合は同種定理 (Tate, Faltings) によって

$J_{f}$ ,$J_{f}12$ が $k$ 上 $\Pi\overline{l3}$ であることと, 対応する \ell \ell 進ガロア表現が同値: $\rho f1,\ell\approx\rho f2,\ell$
であること

は同値であるので, 条件 (i),(ii) から $Jf1$ ’
$J_{f2}$ が $k$ 上同種であることは出ない. 力 $\grave{\grave{\}}},$

$\overline{k}$ で同種

でない例を具体的にあげるのは (一般の体 $k$ については特に) 難し $|,\backslash$ と思われる. ここで, 対

応 $f\mapsto Xf$ についての Zarhin の一連の研究から次の結果を引用する:
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定理 3 (Zarhin [11]) $f(X)\in k[X]$ は既約な $n(>4)$ 次式で, その $k$ 上のガロア群が十分大

きい (例えば $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f/k)=A_{n},$ $\mathrm{S}_{n}$ の場合など) とする, このときみは非自明な自己準同型
をもたない, すなわち $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{ki}}(Jf)\cong \mathbb{Z}$ .
この定理を利用すると, 問題 2 に対する否定的な解をもつ例を与えることが出来る. 次の多

項式族は Brumer の多項式族として知られているもの (と同値) である ( $a,$ $b,$ $c$ は独立なパラ

メータ).

$f(a, b_{7}\mathrm{c};X)$ $:=$ $X^{6}-(4+2b+3c)X^{5}+(2+2b+b^{2}-ac)X^{4}$ (15)

$-(6+4a+6b-2b^{2}+5c+2ac)X^{3}+(1+b^{2}-ac)X^{2}+(2-2b)X+(1+c)$ .

この多項式族は次の著しい性質をもつ,

定理 4 $k=\mathbb{Q}(a, b, c)$ とおくと $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f(a, b, c;X)/k)=A_{5}$ である.

実際, $s,t,$ $z$ を独立変数とする有理関数体 $\mathbb{Q}$ ( $s$ , ち $z$ ) の 2 個の Q洞型を $\psi,$
$\varphi$ を

$\psi$ : $(s, t, z)\mapsto(t, z_{\}}s)$ , $\varphi$ : $(s,t, z)\mapsto(f(s, t, z), t, z)$ ,

ただし $f(s, t, z):= \frac{-1+s+tz}{-1+st+sz+stz}$

で定めるとこれらは 5 次交代群 $A_{5}$ の良く知られた生成関係式

$\varphi^{2}=\psi^{3}=(\varphi\circ\psi)^{5}=1$

をみたす. 従って $\psi,$
$\varphi$ は 5 次交代群 $A_{5}$ と同型な群 $G$ を生成する. 一方, 関数 $s$ の

$G=\langle\psi, \varphi\rangle$ による軌道は 6 元集合

$R(s,t, z)$ $=$ $\{s,$ $t,$ $z,$ $f(s, t, z)_{\mathrm{I}}f(s, t, z),$ $f(s, t, z)\}$ (16)

であることが簡単な直接計算で示される. さらに次の事実も簡単に示される.

Aut $(R(s, t, z))$ $:=$ $\{\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathbb{Q}(\mathbb{Q}(s, t, z))|\sigma(R(s, t, z))=R(s,t, z)\}$

$=$ $\langle\psi, \varphi\rangle=G$ .
今 $R(s,t, z)$ の元を上記の順序に従って $x_{1},$ $\ldots,$

$x_{6}$ と記すとき $\varphi=(14\rangle(56), \psi=(123)(456),$ $\varphi\circ\psi=$

(12346) と置換表現される. そして $f(a, b, c;X)$ は $R(s, t, z)$ を零点集合とする多項式を展
開したものに $\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{i}}$ならない:

$f(a, b, c;X)$ $=$ $\prod$ $(X-x_{i})$ . (17)
$x_{i}\in R(s,t,z)$

さて, $f(a, b, c;X)$ のもう一つの著しい性質は, これに対応するヤコビ多様体 $X_{f}(a, b, cjX)$

が $\mathbb{Q}(\sqrt{5})$ の整数環を自己準同型環にもっことである;
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定理 5 $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{k}}(J_{f(a,b,\mathrm{c};X)})=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k}(J_{f(a,b_{\mathrm{C}j}X)},)\cong \mathbb{Z}[\frac{1+\sqrt{5}}{2}]$.

この証明などの詳細については [1] を参照のこと. 今 $\{x_{1}, \ldots, x_{6}\}=R(s, t, z)$ から $\mathbb{Q}(s, t, z)$

に属する 5 個の元を

$\{$

$y_{1}=x_{1}x_{2}+x_{3}x_{6}+x_{4}x_{5}$

$y2=x1x6+x2x4+x3x5$
$y_{3}=x_{1}x_{5}+x_{2}x_{6}+x_{3}x_{4}$

$y_{4}=x_{1}x_{3}+x_{2}x_{5}+x_{4}x_{6}$

$y_{5}=x_{1}x_{4}+x_{2}x_{3}+x_{5}x_{6}$

のように定める. このとき $R’(s, t, z)=\{y_{1}, \ldots, y_{6}\}$ は $G=\langle\psi, \varphi\rangle$ で全体として不変であ

り, $\{y_{1}, \ldots, y_{5}\}$ の置換としては $\psi=(12)(34),$ $\varphi=(154),$ $\varphi\circ\psi=$ (15342) となる. 特に

$R^{J}(s,t, z)$ を零点集合とする 5 次多項式の各係数は $\mathbb{Q}(s, t, z)^{G}=\mathbb{Q}(a, bc)\}=k$ に属する:

$g(a, b, c;X):= \prod_{i=1}^{\mathrm{S}}(X-y_{i})$ $\in \mathbb{Q}(a, b, c)[X]$ (18)

そして $\mathbb{Q}(x_{1}, \ldots, x_{6})=\mathbb{Q}(y_{1}, \ldots, y\epsilon)=\mathbb{Q}(s, t, z)$ が容易に示される. すなわち $f1(X):=$

$f(a_{1}b, c;X),$ $f_{2}(X):=f(a, b, c,\cdot X)$ の組は $k=\mathbb{Q}(a, b, c)$ に対して問題 2 の条件をみたす.

一方, $\deg(f_{2})=5$ で $\mathrm{G}\mathrm{a}1(f_{2}/k)=A_{\mathrm{d}}r$ であるから Zarhin[11] の定理{こよって $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\overline{k}}(Jf2)\cong \mathbb{Z}$.
従って $Jf,$ , $J_{f_{2}}$ は $\overline{k}$ 上同種 (isogenous) とならない.

最後に, 等式 $\mathbb{Q}(s, t, z)^{G}=\mathbb{Q}(a, b, c)=k$ は 5 次交代群 As に対する前田氏の結果 [4] (Noether

の問題の肯定的 $W_{{}^{t}F\grave{\grave{\mathrm{t}}}}k$) の, 3 次元 Cremona 変換群における類似であること, および同様な結

果が 2 次元 Cremona 変換においても得られていること $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [2])$ を注意する. 特に後者を用

いた前田氏の定理の別証明も得られている.
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