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Cuntz環の表現とウェーブレット

千葉大学自然科学研究科 加藤 雅彦 (Masahiko KATO)
Graduate School of Science and Technology

Chiba University

Bratteli-Jorgensen の研究 [$\mathrm{B}\mathrm{J}97\mathrm{a},$ $\mathrm{B}\mathrm{J}97\mathrm{b}$ , BJ02] によって, 直交ウェーブレットと Cuntz 環
[Cun77] の表現との関係が知られている. 講演では Palle E. T. Jorgensen の論文 Measures in
wavelet decompositions [Jor05] の紹介と彼らの研究のフレームレットへの拡張について報告した
が, 本稿では講演の前半部分は省略し, フレームレットへの拡張に関する部分のみを取り上げる.
直交ウェーブレットとは直交基底を生成する関数族のことであるが, フレームレットとは, これを

フレームを生成する関数族へと拡張したものである. はじめに, フレームレットを構成するために

必要な定理を示し, 次に Ron-Shen のフレームレット [RS97] がこの定理の条件を満たすことを示

す. 最後にフレームレットと Cuntz 環の表現との関係について述べる.

1 フレー $\Delta$ レット

関数族 $\{f_{i}\}_{i=1}^{\infty}\subseteq L^{2}(\mathbb{R})$ がタイトフレーム [Chr03] であるとは, ある定数 $C\geq 0$ が存在して, 任

意の $f\in L^{2}(\mathbb{R})$ に対して

$. \sum|\langle f_{i}, f\rangle|^{2}\infty=C||f||^{2}$

$i=1$

となるときをいう. 特に $C=1$ のとき正規タイトフレームといい, 任意の $f\in L^{2}$ (勾に対して

$f= \sum_{i=1}^{\infty}\langle f_{i}, f\rangle f_{i}$

が成立することと同値になる. 直交ウェーブレットの場合と同様に, $L^{2}$ (勾の関数に対するスケー

ル変換と平行移動を

(Uf) $(x)= \frac{1}{\sqrt{N}}f(\frac{x}{N})$ for $f\in L^{2}(\mathbb{R}),$ $x\in \mathbb{R}$

$(T^{k}f)(x)=f(x-k)$ for $k\in \mathbb{Z},$ $f\in L^{2}(\mathbb{R}),$ $x\in \mathbb{R}$

と定義する. ここで $N$ は 2 以上の自然数とする. また, $r$ を $N$ 以上の自然数とする. $L^{2}$ (陶の関

数族 $\{\psi_{i}\}_{i=1,\ldots,r-1}$ がフレームレットであるとは $\{U^{j}T^{k}\psi_{i}\}_{i=1,\ldots,r-l}^{j,k\in \mathrm{Z}}$ が $L^{2}(\mathbb{R})$ のタイトフレーム

をなすときをいう. フレームレットの具体例は次節で紹介する.

定理 LL $N$ を 2 以上の自然数, $r$ を $N$ 以上の自然数とする. 関数族 $\{m_{i}\}_{i=0}^{r-1}\subset L^{2}(\mathbb{T})$ が以下の

条件を満たすと仮定する :

(i) $m_{0}(1)=\sqrt{N}$ ,
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(ii) $\hat{\varphi}(t):=\prod_{k=1}^{\infty}\frac{m_{0}(e^{-itN^{-k}})}{\sqrt{N}}$

.

が $\mathbb{R}$ 上の 2 乗 $\overline{\Gamma}\mathrm{J}\mathrm{T}\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{l}}^{\neq}\theta_{\grave{\mathrm{J}}}$ 関数として定義できる,

(iii) $\lim_{tarrow 0}\hat{\varphi}(t)=1$ ,

(iv)
$\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})(t):=\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2\pi l)|^{2}\in L^{\infty}(\mathbb{R}))$

(v) $L^{2}(\mathbb{T})$ 上の線形作用素として $(S_{i}\xi)(z):=m_{i}(z)\xi(z^{N})$ を定義するとき, $\{S_{i}\}_{i=0}^{r-1}$ が

$\sum_{i=0}^{r-1}S_{i}S_{i}^{*}=I$

を満たす,

(vi) $S_{0}^{*l}arrow 0\mathrm{S}\mathrm{O}\mathrm{T}(larrow\infty)$ .

このとき

$\hat{\psi}_{i}(t):=\frac{1}{\sqrt{N}}m_{i}(e^{-i\theta/N})\hat{\varphi}(\frac{t}{N})$ , $t\in \mathbb{R},$ $\mathrm{i}=1_{2}\ldots,$ $r-1$

と定義すると, $\{\psi_{i}\}_{i=1}^{r-1}$ は $L^{2}(\mathbb{R})$ のフレームレットとなる. すなわち, ある定数 $C$ が存在して, 任

意の $f\in L^{2}(\mathbb{R})$ に対して

$\sum\sum\sum|\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle|^{2}=C||f||^{2}r-1$

$i=1n\in \mathrm{Z}k\in \mathrm{Z}$

が成立する.

証明. $V_{0}$ を $\varphi$ の平行移動とその線形結合によって張られる $L^{2}(\mathbb{R})$ の閉部分空間とする. まず, 任

意の $f\in V0$ に対し

$\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle_{L^{2}(\mathrm{J}\mathrm{R})}=\langle e_{k}, S_{i}^{*}S_{0}^{*n-1}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle_{L^{2}(\mathbb{T})}$

であることを示す. ここで $e_{k}(z):=z^{1}$
. および, $f(t)= \sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}\varphi(t-k)$ に対してゐ (f)(z$\rangle$ $:=$

$\sum_{k\in \mathrm{Z}}b_{k}z^{k}$ としている. また, $\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})$ は $2\pi$ 周期関数であるから, 同じ記号で $\mathrm{T}$ 上の関数とし

て扱うことにする.

$U^{n} \overline{T^{k}\psi}_{i}(t)=\int_{\mathrm{J}\mathrm{R}}e^{-itx}U^{n}T^{k}\psi_{i}(x)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-itx}\frac{1}{\mathrm{v}\overline{N}}\psi_{i}(\frac{x}{N^{n}}-k)dx$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-it(N^{n}(y-k))}\frac{N^{n}}{\mathrm{v}\overline{N}}\psi_{i}(y)dy$

$= \int_{\mathrm{R}}e^{-itN^{n}y}\sqrt{N}^{r\iota}\psi_{i}(y)e^{-itN^{n}k}dy$

$=\sqrt{N}^{n}\hat{\psi}_{i}(tN^{n})e^{-itN^{n}k}$

より

$\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle=\frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{J}\mathrm{R}}\overline{U^{n}\overline{T^{k}.\psi}_{i}(t)}\hat{f}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}\sqrt{N}^{n}\overline{\hat{\psi}_{i}(tN^{ll})e^{-itN^{n}k}}F_{\varphi}(f)(e^{-it})\hat{\varphi}(t)dt$.
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また

$\hat{\psi}_{i}(bN^{n})=\frac{1}{\sqrt{N}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\hat{\varphi}(tN^{n-1})$

$= \frac{1}{\sqrt{N}}m_{\}.(e^{-itN^{n-1}})\frac{1}{\sqrt{N}}m_{0}(e^{-itN^{n-2}})\hat{\varphi}(tN^{n-2})$

$= \frac{1}{\sqrt{N}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\frac{1}{\sqrt{N}^{n-1}}\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-i\neq N^{j}})\hat{\varphi}(t)$

$= \frac{1}{\sqrt{N}^{n}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{\mathrm{O}}(e^{-itN^{j}})\hat{\varphi}(t)$

に注意すると

$\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle_{L^{2}(\mathrm{R})}=\frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}m_{i}(e^{-itN^{n-}}’)\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{j}})\hat{\varphi}(t)e^{-itN^{n}k}\mathcal{F}_{\varphi}(f)(e^{-it})\hat{\varphi}(t)dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{I}\mathrm{R}}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{\mathrm{j}}})e^{-itN^{n}k}\mathcal{F}_{\varphi}(f)(e^{-it})|\hat{\varphi}(t)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2_{J}\tau}\oint_{-\pi}^{\pi}m_{i}(e^{-itN^{n-1}})\prod_{j=0}^{n-2}m_{0}(e^{-itN^{j}})e^{-i\mathrm{f}N^{n}k}F_{\varphi}(f)(e^{-i\mathrm{f}})\sum_{t\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2l\pi)|^{2}dt$

$=\langle S_{0}^{n-1}S_{i}e_{k}, F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle_{L^{2}(\mathrm{Y})}$

$=\langle e_{k}, S_{i}^{*}S_{0}^{*n-1}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle_{L^{2}(\mathrm{T})}$

となる. よって $f\in V_{0}$ に対して

$\sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{l}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle|^{2}=\sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{l}.\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle e_{k}, S_{i}^{*}S_{\mathrm{O}}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle|^{2}$

$= \sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{l}||S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||^{2}$

$= \sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{l}\langle S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}\mathcal{F}_{\varphi}(f_{J}1\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2}\rangle’.S_{i}^{*}S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle$

$= \sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{f}\langle \mathcal{F}_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2}), S_{0}^{(n-1)}S_{i}S_{i}^{*}S_{0}^{*\langle n-1)}\mathcal{F}_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle$

$= \sum_{n=1}^{l}\langle F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2}), S_{0}^{(n-1)}(1-S_{0}S_{0}^{*})S_{0}^{*(n-1)}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle$

$= \sum_{n=1}^{l}\langle F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2}), (S_{0}^{(n-1)}S_{0}^{*(n-1)}-S_{0}^{n}S_{0}^{*n})F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle$

$=\langle F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2}), (1-S_{0}^{l}S_{0}^{*l})F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})\rangle$

$=||\mathcal{F}_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||^{2}-||S_{0}^{*l}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||^{2}$ .

条件 (vi) から
$\lim||S_{0}^{*l}F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||=0$

$tarrow\infty$
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であるから,

$\sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{\infty}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle U^{n}T^{k}\psi_{i}, f\rangle|^{2}=||F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||^{2}$

を得る. この右辺は

$||F_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})||_{L^{2}(\mathrm{T})}^{2}=||\mathcal{F}_{\varphi}(f)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}||_{L^{2}(\mathrm{I})}^{2}$

$= \oint_{7\Gamma}|\mathcal{F}_{\varphi}(f)|^{2}|\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}|^{2}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})d\mu$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{-n}^{\pi}|\mathcal{F}_{\varphi}(f)(e^{-it})\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}(t)|^{2}\sum_{l\in \mathrm{Z}}|\hat{\varphi}(t+2\pi l)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2\pi}\oint_{\mathrm{R}}|F_{\varphi}(f)(e^{-it})\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}(t)|^{2}|\hat{\varphi}(t)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}|F_{\varphi}(f)(e^{-it})_{\hat{\zeta}}(t)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}(t)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{\mathrm{R}}|\hat{f}(t)\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}(t)|^{2}dt$

$= \frac{1}{2\pi}||\hat{f}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})^{1/2}||_{L^{2}(\mathrm{R})}^{2}$

と変形でき,

$\sum_{i=1}^{r-1}\sum_{n=1}^{\infty}\sum_{k\in \mathrm{Z}}|\langle U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{i\prime}\hat{f}\rangle|^{2}=||\hat{f}\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\varphi^{\mathrm{A}}|^{2})^{1/2}||^{2}$

を得る. $P_{j}$ を $U^{j}V_{0}$ への直交射影とし, 上式を Schatten 形式で表せば

$\sum_{i=1}^{r-1}\sum_{\mathrm{n}=1}^{\propto \mathrm{J}}\sum_{k\in \mathrm{Z}}(U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{i}\otimes U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{i})\hat{P}_{0}=M_{\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})}P_{0}^{\Lambda}$

となる. $P_{-j}=U^{-j}P_{0}U^{j}$ に注意すれば

$\sum_{\dot{7.}=1}^{r-1}\sum_{n=-j+1}^{\infty}$
$\sum_{r,k\in l}(U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{i}\otimes U^{n}\overline{T^{k}\psi}_{i})\hat{P}_{-j}=M_{\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})(\cdot N^{-\mathrm{j}}}{}_{)}\hat{P}_{-j}$

が得られる. 本稿では証明を省略するが, 条件 (ii), (iii) から $jarrow\infty$) のとき $\hat{P}_{-j}arrow I_{L^{2}(\mathrm{R})}\mathrm{S}\mathrm{O}’\mathrm{I}^{\urcorner}$ が言
える [Dau92]. また, $\mathrm{P}\mathrm{E}\mathrm{R}(|\hat{\varphi}|^{2})(t)$ が $t=0$ で連続であることから定理が示される. 口

定理 11 の証明の多くの部分で, 文献 [BJ02] の方法を参考にした. 文献 [BJ02] は Cuntz リレー
ションを満たす場合の証明であるが, 具体的な計算方法の多くは彼らによるものである.

2 具体例と関連する幾つかの命題

Ron-Shen によるフレームレット [RS97, DHRS03] は次の通りである. 本節において, この例が
定理 11 の条件をみたすことを示す.

例 21(Ron-Shen). $N=2,$ $r=3$ の場合 :

$m_{0}(z)= \frac{1}{2\sqrt{2}}(1+z)^{2}$ , $m_{1}(z)=- \frac{1}{2\sqrt{2}}(1-z)^{2}$ , $m_{2}(z)=- \frac{1}{2}(1-z^{2})$ .
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図 2: $\psi_{2}$

図 1: $\psi_{1}$

この例が定理 11 の条件 (i), (v) を満たすことは直接計算することで確かめられる. 条件 (ii), (iii)

を満たすことは次の 2 つの命題から導かれる.

命題 2.2. $m0(z)= \sum_{k=0}^{d}a_{k}z^{k}$ とする. 任意の $t\in \mathbb{R}$ に対して

$|m_{0}(e^{-it})|\leq\sqrt{N}$

を満たすとする. このとき

$g_{n}(t):= \prod_{k=1}^{n}\frac{m_{0}(e^{-itN^{-k}})}{\sqrt{N}}$

とおくと $\{g_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\mathbb{R}$ の任意の有界集合上で一様収束する.

証明. 平均値の定理から, ある定数 $C$ が存在して, 任意の $t\in[0,2\pi]$ に対して

$m_{0}(e^{-if})-m_{0}(1)\leq C|t|$

となる. このことから, 任意の $n\in \mathbb{N},$ $t\in \mathbb{R}$ に対して

$|g_{n+1}(t)-g_{n}(t)|= \prod_{k=1}^{n}\frac{|m_{0}(e^{-itN^{-k}})|}{\sqrt{N}}|\frac{m_{0}(e^{-itN^{-(n+1)}})}{\sqrt{N}}-1|$

$\leq|\frac{m_{0}(e^{-itN^{-(n+1)}})}{\sqrt{N}}-1|$

$\leq C|tN^{-(n+1)}|$

が成立する. よって $m>n(m,$ $n\in \mathrm{N}_{J}^{\backslash }$ に対して

$|g_{m}(t)-g_{n}(t)| \leq\sum_{j=n}^{m-1}|g_{j+1}(t)-g_{j}(t)|$

$\leq C\sum_{j=n}^{m-1}|tN^{-(j+[perp])}|$

$\leq C|t|\sum_{j=n}^{m-1}\frac{1}{N^{j+1}}$

$\leq C|t|N^{-n}$

が成り立つ. したがって, $\{g_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は $\mathbb{R}$ の任意の有界集合上で一様収束する. 口
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この証明法は文献 [Fra99] による. $n.\iota_{0}$ が命題 22 の条件を満たすとき (Ron-Shen の例はこの条

件をみたす)

$\hat{\varphi}(t):=\prod_{k=1}^{\infty}\frac{m_{0}(e^{-ilN^{-k}})}{\sqrt{N}}$

が $\mathbb{R}$ 上の関数として定義できることと

$\lim_{tarrow 0}\hat{\varphi}(t)=1$

が成り立つことがわかる. これは $\hat{\varphi}(0)=1$ であることと, $t=0$ の近傍において $\hat{\varphi}$ が連続関数 $g_{n}$

の一様収束極限であることによる. $\hat{\varphi}$ が $\mathbb{R}$ 上の 2 乗可積分関数であることは次の命題による.

命題 23. m。を丁上の関数とする. 任意の $z\in \mathrm{T}$ に対して

$\frac{1}{2}\sum|m_{0}(w)|^{2}\leq 1$

$w^{2}=z$

を満たすとする, また

$\prod_{j=1}^{\infty}\frac{m_{0}(e^{-it2^{-f}})}{\sqrt{2}}$

が $\mathbb{R}$ 上で殆んどいたるところ氷点収束するとする. このとき極限 $\hat{\varphi}$ は $\mathbb{R}$ 上の 2 乗可積分関数であ
り, $||\varphi||_{L^{2}(\mathrm{R}\rangle}\leq 1$ .

証明. 各 $n\in \mathbb{N}$ に対して

$f_{n}(t):=( \prod_{j=1}^{n}\frac{m_{0}(e^{-i42^{-j}})}{\sqrt{2}})1_{[-\pi,\pi]}(\mathrm{f}2^{-n})$

と定義する. このとき $f_{n}$ は $\hat{\varphi}$ へ賦金収束する. また

$\oint_{\mathrm{R}}|f_{n}(t)|^{2}dt=\int_{-2^{n}\pi}^{2^{n}\pi}\prod_{j=1}^{n}|\frac{m_{0}(e^{-it2^{-j}})}{\sqrt{2}}|^{2}d\mathrm{f}$

$= \oint_{0}^{2^{n+1}\pi}\prod_{j=1}^{n}|\frac{m_{0}(e^{-it2^{-j}})}{\sqrt{2}}|^{2}d8$

$= \int_{0}^{2^{n}\pi}\prod_{j=1}^{n-1}|\frac{m_{0}(e^{-il2^{-\mathrm{j}}})}{\sqrt{2}}|^{2}\frac{|m_{0}(e^{-it2^{-n}})|^{2}+|m_{0}(e^{-i(t2^{-n}+\pi)})|^{2}}{2}dt$

$\leq\int_{0}^{2^{n}\pi}\prod_{j=1}^{n-1}|\frac{m_{0}(e^{-it2^{-j}})}{\sqrt{2}}|^{2}dt$

$=||f_{n-1}||_{L^{2}(\mathrm{R})}^{2}$

となる. したがって

$||f_{n}||^{2}\leq||f_{n-1}||^{2}\leq\cdots\leq||f_{0}||^{2}=1$

となる. よって Fatou の補題から

$\int_{\mathrm{R}}|\hat{\varphi}(t)|^{2}dt\leq\lim_{narrow}\inf_{\infty}\oint_{\mathrm{R}}|f_{n}(t)|^{2}dt\leq 1$

を得る 口
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この命題のもとの形は Mallat によるものである [Ma189]. 証明は文献 [Dau92] を参考にした. 次

の命題から $\hat{\varphi}$ の台がコンパクトであることがわかる. このことから条件 (iv) がいえる.

命題 24 (Deslauriers-Dubuc [DD87]). $m_{0}(z)= \sum_{k=0}^{d}a_{k}z^{k}$ とし $\sum_{k=0}^{d}a_{k}=$ 西であるとする.

このとき

$\prod_{j=1}^{\infty}\frac{m_{0}(e^{-it2^{-j}})}{\sqrt{2}}$

は指数型の整関数であり, 特に [0,凋に台を持つ超関数の Fourier 変換である.

最後に条件 (vi) を満たすことを示す.

命題 2.5. $m_{0}(z)= \sum_{k=0}^{2}a_{k}z^{k},$ $|a_{k}|<1(k=0,1,2)$ のとき

$(S_{0}^{*}f)(z):= \frac{1}{2}\sum_{w^{2}=z}\overline{m_{0}}(w)f(w)$ , $f\in L^{2}(\mathbb{T})$

と定めると
$S_{0}^{*l}arrow 0\mathrm{S}\mathrm{O}\mathrm{T}$ $(larrow\infty)$ .

証明. Fourier多項式に対して示せば十分である. Fourier 多項式 $f(z)= \sum_{k=-N_{1}}^{N_{2}}b_{k}z^{k}$ に対して, 適

当な自然数 $l$ が存在して
$S_{0}^{*l}f\in \mathcal{K}:=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{e_{-2}, e_{-1}, e_{0}, e_{1}, e_{2}\}$

となることがわかる. ここで $e_{n}(z):=z^{n}$ とした. また, $S_{0}^{*}\mathcal{K}\underline{\subseteq}\mathcal{K}$ であるから, $S_{0}^{*}$ の $\mathcal{K}$ への制

限は

$V_{0}^{*}:=S_{0|\mathcal{K}}^{*}= \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{}{a_{2}0’ 0}\frac{0}{a_{0}}$
$\frac{00}{a_{1},00}$ $\frac{00}{}\frac{a_{0}}{a_{2},0}$ $\frac{000}{a_{1}0}$ $\frac{\frac{000}{a_{0}}}{a_{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と表せる. この行列の Jordan標準形は, $P$ を変換行列とするとき

$P0^{*}P^{-1}=\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0}$

$01$

$\overline{a_{0}}$

$\overline{a_{1}}$

$\overline{a_{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

となり, 対角行列と罧零行列との積が零行列になる. 以上から命題の主張が示される. 口

3 Cuntz環の表現との関係
正規タイトフレームは完全正規直交系ヘダイレーションできることが知られている. すなわち,

$\{f_{i}\}_{i=1}^{\infty}$ を Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ の正規タイトフレームとするとき, $\mathcal{H}\underline{\subseteq}\mathcal{K}$ となる Hilbert 空間 $\mathcal{K}$ と $\mathcal{K}$
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の完全正規直交系 $\{\tilde{f_{i}}\}_{i=1}^{\infty}$ が存在して, $P:\mathcal{K}\prec \mathcal{H}$ を直交射影とするとき, 各 $\mathrm{i}$ に対して

$f_{i}=P\tilde{f}_{i}$

が成り立つ. このことの類推として, 以下の結果はフレームレットは直交ウェーブレットへとダイ
レーション可能であることを示していると解釈できる.

定理 31($\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{i}-\mathrm{J}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}$ -Kishimoto-Werner[BJKWOO]). $\mathcal{H}$ を Hilbert 空間とする.
$S_{0},$

$\ldots,$
$S_{r-1}\in \mathcal{B}(\mathcal{H})$ が

$\sum_{i=0}^{r-1}S_{i}S_{i}^{*}=I$

を満たすとする. このとき $\mathcal{H}\underline{\subseteq}\mathcal{K}$ となる Hilbert 空間 $\mathcal{K}$ と Cuntz 環 $\mathcal{O}_{r}$ の表現 $\pi$ : $0_{r}arrow \mathcal{B}(\mathcal{K})$ が

存在して, $F:\mathcal{K}\prec \mathcal{H}$ を直交射影とするとき, 各 $\mathrm{i}$ に対して

$S_{i}^{*}=\pi(s_{i}^{*})P$

となる.
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