
112

離散群の素元の分解密度, および, ‘部分)セルバー

グゼータ関数

橋本康史 (九州大学)

Yasushi Hashimoto Graduate School of Mathematics, Kyushu University

1 Introduction
$\mathbb{H}$ を複素上半平面 $\mathbb{H}:=\{z=x+\mathrm{i}y\in \mathbb{C}|y>0\}$ とし, $\Gamma$ を $X_{\Gamma}:=\Gamma\backslash \mathbb{H}$ の面積が有限に
なるような $SL_{2}(\mathbb{R})$ の離散部分群とする. そして, Prim(F) を $\Gamma$ の素な双曲的共役類のな
す集合とし, $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$ のノルム $N(\gamma)$ を $\gamma$ の固有値の大きいほうの 2 乗とする. この

とき, 以下の素元定理とよばれる漸近公式がよく知られている,

$\pi_{\Gamma}(x):=\#\{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)|N(\gamma)<x\}=1\mathrm{i}[x$ )$\backslash +O(x^{\delta})$ as $xarrow\infty$ .

ここで, $1i(x):=f_{2}x(1/\log t)dt,$ $\delta$ は $\Gamma$ によって定まる $0<\delta<1$ なる定数である. 本稿
の目的は,「素元の分解密度」 という, 素元定理のひとつの精密化というべき漸近公式を
得ることにある. 以下で, 具体的に「素生の分解」 といった言葉の定義や, 問題の定式化
を行う.
まず, $\overline{\Gamma}$ を $\Gamma$ の指数有限な部分群とし, その指数を $n$ と書く. そして, $X_{\Gamma}$ を $X\sim$ の有限

被覆になっているとし, $\phi$ を X\Gamma - から $X_{\Gamma}$ への自然な射影とする. また, $c_{\gamma}$ を $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$

に対応する $X_{\Gamma}$ の素な測地線とし, $l(\gamma)$ を $C_{\gamma}$ の長さ $(N(\gamma)=\exp l(\gamma))$ とする. この

とき, 与えられた $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$ に対して, ある $\gamma_{1},$ $\cdots,$
$\gamma_{k}\in \mathrm{P}\mathrm{r}i\mathrm{m}(\tilde{\Gamma})$ と $n$ の $k$ 個の分割

$(m_{1}, \cdots, m_{k})$ が存在し (ただし, $m_{1}\geq\cdots\geq m_{k}\geq 1$),

$\phi(C_{\gamma_{j}})=C_{\gamma}$ , $l(\gamma_{j})=m_{j}l(\gamma)$ $(N(\gamma_{j})=N(\gamma)^{m_{j}})$

が成り立つ. このとき, $\gamma$ を \Gamma - 上 $(m_{1}, \cdots, m_{k})$ 型に分解する $\Gamma$ の素元 (または, $C_{\gamma}$ を $X_{\overline{\Gamma}}$

上 $(m_{1}, \cdots, m_{k})$ 型に分解する $X_{\Gamma}$ の素測地線) とよぶことにする. このとき, 次の問題が
考えられる.

Problem 1.1. 与えられた $\lambda\vdash n$ に対して, 次の漸近評価を求めよ.

$\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x):=\neq$ { $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)|\gamma$ は $\tilde{\Gamma}$ 上 $\lambda$ 型, $N(\gamma)<x$ }.
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これが, 本稿における主目的となる問題であり, 実際に Section 2 では, 一般論による
この問題へのアプローチ, Section 3 では, 合同部分群の場合の具体的な計算を行う. ま

た, 関連問題として, Section 4 において, 部分セルバーグゼータ関数とよばれる関数の
解析性に関する考察も記す.
なお, 本稿の内容は若山正人氏 (九州大学) との共同研究 [HW] の結果に基くもので

ある.

2 一般論からわかること

まず, いくつか記号を定義する.
$\Gamma’:\tilde{\Gamma}$ に含まれる $\Gamma$ の極大な正規部分群,
三 $:=\Gamma/\Gamma’,$ $\Psi.--\tilde{\Gamma}/\Gamma’$ ,
$M( \gamma):=\min\{m\geq 1|\gamma^{m}\in\Gamma’\}$ ,
$A_{\Gamma’\uparrow\Gamma}:=\{M(\gamma)|\gamma\in\Gamma\}\subset \mathrm{N}$.
まず, 素元の分解の型の表現論的な導き方を挙げる,

Lemma 2.1. $([HWf)\sigma$ を三の三 $/\Psi$ への置換表現とする $(\sigma\cong \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\tilde{\Gamma}}^{\Gamma}1)$ . ここで, $\lambda:=$

$(m_{1}, \cdots, m_{k})\vdash n,$ $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$ に対して, $\sigma(\gamma)$ が $m_{i}\mathrm{x}rn_{i}$ 行列

$S_{m_{i}}=\{$

1 $(m_{i}=1)$ ,

$(001^{\cdot}.\cdot$ $001.\cdot.$

$\cdot$ . .
$001^{\cdot}..\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $(m_{i}\geq 2)$ .

を使って

$\sigma(\gamma)\sim(\begin{array}{lll}S_{m_{1}} 0\vdots \ddots \vdots 0 S_{m_{k}}\end{array})$ . (2.1)

とあらわせるとき, $\sigma(\gamma)$ は $\lambda$ 型であるということにする, このとき, 次は同値である.

(i) $\sigma(\gamma)$ は $\lambda$ 型.

(ii) $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$ は $\tilde{\Gamma}$ 上 $\lambda$ 型 口

また, 密度分布に関しては次の重要な公式が知られている.
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Proposition 2.2. (Chebotaoeむ型密度分布定理, $fSa]_{\mathrm{J}}[SuJ$) Conj (三) を三の共役類のな
す集合とする. このとき, 各共役類 $[g]\in \mathrm{C}\circ \mathrm{n}\mathrm{j}$ $(\text{三})$ に対して次が成り立つ.

$\#\{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)|\gamma\Gamma’=[g], N(\gamma)<x\}=\frac{\#[g]}{|_{\cup}^{=}|}1\mathrm{i}(x)+O(x^{\delta})$ as $xarrow\infty$ .

口

Lemma 2.1 と Proposition22 から, 分解密度が次の手順で求められることがわかる.

1. $\Gamma,\tilde{\Gamma}$ に対して, $\Gamma’$ を決定する $( \Gamma’=\bigcap_{\gamma\in\tilde{\Gamma}\backslash \Gamma}\gamma^{-1}\overline{\Gamma}\gamma)$ .
2. 三の元を共役類で分類する.
3. 各共役類の代表元 $\gamma$ に対して置換表現 $\sigma(\gamma)$ を計算し, $\gamma$ の $\tilde{\Gamma}$ での型を決定する.

4. 同じ型をもつ共役類を全て集めて, それらの共役類の個数の総和を求める. この総和
と $|_{-}^{-}-|$ の比が, 素元全体の中で, その型をもつ二元の占める割合に相当する.

以上より, 一般の $\Gamma,\tilde{\Gamma}$ に対しては次のことがわかる.

Theorem 23. $\gamma\in\Gamma$ に対して, $M(\gamma):=\mathrm{I}\mathrm{r}_{1}\mathrm{i}\mathrm{n}\{m\geq 1|\gamma^{m}\in\Gamma’\}$ とする. また, $A_{\Gamma’\uparrow\Gamma}:=$

$\{M(\gamma)|\gamma\in\Gamma\}\subseteq \mathrm{N}$ , A $:=\{(m_{1}, m_{2}, \cdots, m_{k})\vdash n | \exists M\in A_{\Gamma’\uparrow\Gamma}, \forall m_{i}|M\}$ とする. こ

のとき, $\lambda\in \mathrm{A}$ に対して, 次が成り立つ.

$\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)=($ $\sum$ $\frac{\#[\gamma]}{|_{-}^{-}-|})1\mathrm{i}(x)+O(x^{\delta})$ as $xarrow\infty$}.

$[\gamma]\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(_{-}^{-}-)$,
$[\gamma]$ is $\lambda\sim type$ in $\tilde{\Gamma}$

また, $\lambda\not\in\Lambda$ に対して, $\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)=0$である.

Proof. $\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)$ が $\tilde{\Gamma}$ 上 $(1^{l_{1}}2^{l_{2}}\cdots n^{l_{n}})$型であるとする. すると, Lemma 2.1 から, $\sigma(\gamma)$

も $(1^{l_{1}}2^{l_{2}}\cdots n^{l_{n}})$ 型である. $\sigma(\gamma^{M(\gamma)})=\mathrm{I}\mathrm{d}$なので, $j\{M(\gamma)$ に対して $l_{j}=0$ である. なの

で, $\lambda\not\in\Lambda$ に対して, $\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)=0$ である. $\lambda\not\in\Lambda$ の場合の結果については, Proposition
22 から容易に得られる. 口

Theorem 23 の結果において, $\lambda\not\in\Lambda$ のときは必ず $\pi_{\overline{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)=0$ であることはわかった
が, $\lambda\in\Lambda$ のときに, 必ずしも, $\pi\frac{\lambda}{\Gamma}\uparrow\Gamma(x)$ が正になるとは限らない (実際に, 零になる場
合も多くある). ただし, どの $\lambda\in \mathrm{A}$ に対して正になるか零になるか, といったことは,
今のところは, 以下の $\tilde{\Gamma}$ が $\Gamma$ の正規部分群であるとき $(\tilde{\Gamma}=\Gamma’)$ を除いては詳しくわかっ
ていない.

Theorem 24. $\tilde{\Gamma}$ が $\Gamma$ の正規部分群であるとき, $\lambda=\lambda(m)=(m^{n/m})(m\in A_{\Gamma^{l}\uparrow\Gamma})$ に対
して

$\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)=(\sum_{-[\mathrm{g}]\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(_{-}^{-})},$

$\frac{\neq_{\mathrm{t}}^{\mathrm{r}}\mathrm{g}]}{|_{-}^{-}-|})1\mathrm{i}(x)+O(x^{\delta})$ as $xarrow\infty$

$M([\mathrm{g}])=m$
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である. それ以外の $\lambda\vdash n$ に対しては $\pi\frac{\lambda}{\Gamma}\uparrow\Gamma(x)=0$ である.

Proof. $\tilde{\Gamma}=\Gamma’$ なので, 巳/\Phi $=—/\{e\}=$ 三である. 今, $\gamma\in$ 三に対して, $\gamma^{t}g=g$ なる

$g\in$ 三と $l<M(\gamma)$ が存在すると仮定すると, $\gamma^{l}=e$ なので, $M(\gamma)$ の最小性に矛盾する.

ということは, 任意の $g$ に対して, $\sigma(g)=(m^{n/m})(m\in A_{\Gamma’\uparrow\Gamma})$ しか現れない. なので,

あとは Proposition 22 を適用するとよい 口

3 $SL_{2}(\mathbb{Z})$の合同部分群の場合

この節では, $\Gamma$ が $SL_{2}(\mathbb{Z})1\tilde{\Gamma}$が以下で定義される合同部分群である場合について考える 6

$\Gamma_{0}(N):=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma_{21}\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N\}$ ,
$\Gamma_{1}(N):=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma_{11}\equiv\gamma_{22}\equiv\pm 1, \gamma_{21}\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N\})$

$\Gamma(N):=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma_{11}\equiv\gamma_{22}\equiv\pm 1, \gamma_{12}\equiv\gamma_{21}\equiv 0\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N\}$ .

ここで, $N$ は自然数である. 簡単のため, 本稿では $N=p$ (奇素数) の場合のみを扱うこと

にする (一般の $N$ については [HW] を参照). このとき, 三 $=SL_{2}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})$ , |三| $=p(p^{2}-1)/2$ ,

$A_{\Gamma(p)\uparrow SL_{2}\langle \mathbb{Z})}=$ {$p)(p\pm 1)/2$ の約数}, そして,

$n=\{$

$(p+1)$ $(\tilde{\mathrm{F}}=\Gamma_{0}(p^{r}))$ ,

$(p^{2}-1)/2$ $(\tilde{\Gamma}=\Gamma_{1}(p^{r}))$ ,

$|_{-}^{-}-|$
$(\tilde{\Gamma}=\Gamma(p^{r}))$

である. この場合には, 次の結果が得られている.

Theorem 3.1. $p$ を奇素数とし, 分割 $\lambda_{0}^{p}(m),$ $\lambda_{1}^{p}(m),$ $\lambda^{p}(m)$ を

$\lambda_{0}^{p}(m):=\{$

$(1^{(p+1)})$ $(m=1)$ ,

($m^{(p-1)/m}$ , 12垣m|L-2-l, $m>1$ ),

$(p, 1)$ $(m=p)$ ,

$(m^{(p+1)/m})$ $(m| \frac{p+1}{2}, m>1)$ ,

$\lambda_{1}^{p}(m):=\{$

$(1^{(p^{2}-1)/2})$ $(m=1))$

$(p^{\{p-1)/2},1^{\langle p-1)/2})$ $(m=p)$ ,

$(m^{(p+1)/m})$ $(m| \frac{p\pm 1}{2}, m>1)$ ,

$\lambda^{p}(m)=(m^{\mathfrak{l}^{=}|/m}.)$
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で定義する. このとき, 次が成り立つ.

$\mu_{\Gamma_{0}(p)\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda_{0}(m)}=\mu_{\Gamma_{1}(p)\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda_{1}(m)}=\mu_{\Gamma(p)\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda(m)}=\{$

$\frac{2}{p(p^{2}-1)}$ $(m=1)$ ,

$\frac{2}{p}$ $(m=p)$ ,

$\frac{}{p+1}\frac{\varphi(m)}{p-1,\varphi(m)}$

( $m|$腎, $m>1$ ),

$(m| \frac{p+1}{2}, m>1)$ .

ここで, $\mu_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}:=\lim_{xarrow\infty}\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(x)/\pi_{\Gamma}(x),$ $\varphi(m):=\#\{1\leq l\leq m-1|\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(l, m)=1\}$ はオ

イラ– \neq 5入である. このほかの $\lambda\vdash n$ に関しては, $\pi_{\tilde{\Gamma}\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda}(x)=0$である.

定理 3.1 の証明のために, まず, 三の共役類を決定しなくてはいけないが, 三 $=SL_{2}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})$

に関しては, 次のような共役類の分類が得られている ([Di] の第 7章参照) .

Lemma 32. $SL_{2}(\mathbb{Z}/p^{r}\mathbb{Z})-\{I\}$ の元は次のいずれかの元と共役である.

$\gamma$
$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\gamma$ $\#[\gamma]$

$(\begin{array}{ll}\delta 00 \delta^{-1}\end{array})$ $l|^{\xi} \frac{-1}{2}(l>1),$ $s\in(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{*}$ , $l$ $\frac{1}{2}p(p+1)$

$\xi_{0}^{1}10\iota_{1}11,\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$pp$ $\frac{1}{2}(p^{2}-1)\frac{1}{2}(p^{2}-1)$

$J^{-1} (\begin{array}{ll}\omega 00 \omega^{-1}\end{array})Jl|^{\mathrm{g}}\frac{+1}{2}(l>1),$
$s\in(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{*}$ , $l$ $\frac{1}{2}p(p-1)$ .

ここで, $\delta$ は $(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})^{*}$ の生成元, $lJ$ は $p$ の平方非剰余, $\omega$ は $\omega^{p+1}\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ をみたす数
$(\omega\neq 1),$ $J$ は

$J^{-1}(\begin{array}{ll}\omega 00 \omega^{-\mathrm{l}}\end{array})J\in SL_{2}(\mathbb{Z}/p\mathbb{Z})$

をみたす二次正方行列である. 口
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ここで, 次の三の部分集合を定義する.

$A_{l}:=\mathrm{U}s\in(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{*}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\begin{array}{ll}\delta 00 \delta^{-\mathrm{l}}\end{array})]$ $(l| \frac{p-1}{2}, l>1)$ ,

$B:=[(\begin{array}{ll}1 10 1\end{array})]\cup[(\begin{array}{ll}1 \nu 0 1\end{array})])$ , (3.1)

$C_{l}:=\cup s\in(\mathbb{Z}/l\mathbb{Z})^{*}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{J^{-1}}(\begin{array}{ll}\omega 00 \omega^{-1}\end{array})J]$ $(l| \frac{p+1}{2}, l>1)$ .

このとき, 以下の Lemma が成り立つ.

Lemma 33. $([H])p$ を奇素数 $\sigma(\gamma\}\Gamma):=(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Gamma}^{SL_{2}\{\mathbb{Z})}1)(\gamma)$ とする. このとき, 次が成り
立つ.

$(p+1)$ $(\gamma\in\Gamma(p))$ ,

2 $(\gamma\in A_{l})$ ,

1 $(\gamma\in B)$ ,

0 $(\gamma\in C_{\ell})$ ,

$\frac{1}{\not\in}(p^{2}-1)$
$(\gamma\in\Gamma(p))$ ,

$\overline{2}(p-1)$
$(\gamma\in B/)$ ,

0(otherwise),

$\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma, \Gamma_{0}(p))=\{$

$\backslash \mathit{1}$

1 $(\gamma$

0 $(\gamma$

$\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma, \Gamma_{1}(p))=\{$

$\frac{}{2}(p-1)\frac{1}{\not\in}(p^{2}-1)$

0

$\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma, \Gamma(p))=\{$

$\frac{1}{2}p(p^{2}-1)$ $(\gamma\in\Gamma(p))$ ,

0(otherwise),

口

Lemma 33 を用いると, 次の Lemma を証明することができる.

Lemma 34. $m=1,p$, または, $(p\pm 1)/2$ の約数とする. このとき, 以下が成り立つ.

$\gamma$ は $\Gamma_{0}(p)$ 上 $\lambda_{0}^{p}(m)$ 型 $\Leftrightarrow\gamma$ は $\Gamma_{1}(p)$ 上 $\lambda_{1}^{p}(m)$ 型 $\Leftrightarrow\gamma$ は $\Gamma(p)$ 上 $\lambda^{p}(m)$ 型

$\Leftrightarrow M(\gamma)=m\Leftrightarrow\{$

$\gamma\in\Gamma(p)$ $(m=1)_{7}$

$\gamma\in A_{m}$ $(m|(p-1)/2, m>1)$ ,

$\gamma\in B$ $(m=p)$ ,
$\gamma\in C_{m}$ $(m|(p+1)/2, m>1)$ .
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Proof. Lemma 2.1 より, $\gamma$ が $\tilde{\Gamma}$ 上 $(1^{l_{1}}2^{l_{2}}\cdots n^{l_{n}})$ 型のとき, $\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma^{m})=\sum_{j|m}jlj$ なので, $l_{j}$

たちは次のように計算される.

$jl_{j}= \mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma^{j},\tilde{\Gamma})-\sum_{p1j}\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma^{j/p},\tilde{\Gamma})$

. (3.2)

$j_{1}=\mathrm{t}\mathrm{r}\sigma(\gamma,\tilde{\Gamma})$ なので, Lemm a33 と (3.2) を使って実際に計算すると, Lemma 3.4 の結果
を得ることができる 口

あとは, Lemma 34 を第 2節の結果に適回してやると, Theorem 3.1 を導くことができる.

Remark 35. 合同部分群の階数が素数ではなく, もっと一般の, とくに平方因子を含む
場合には, 三の群構造が複雑になるため, Lemma 3.4 のような同値関係は成り立たない.
本稿では, 素数の場合以外は省略するが, 詳しい計算結果に関しては $[HW]$を参照してい
ただきたい.

4 部分セルバーグゼータ関数の解析性

セルバーグゼータ関数 $\zeta_{\Gamma}(s)$ を次で定義する.

$\zeta_{\Gamma}(s):=\prod_{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)}(1-N(\gamma)^{-s})^{-1}$

$\Re s>1$ .

ここで, $\tilde{\Gamma}\subset\Gamma$ とすると, Venkov-Zografの公式 ([VZ]) から, $\tilde{\Gamma}$ に関するセルバーグゼー
タ関数は次のようにあらわすことができる.

$\zeta_{\overline{\Gamma}}(s)=\prod_{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(\Gamma)}\det(\mathrm{I}\mathrm{d}-\sigma(\gamma,\tilde{\Gamma})N(\gamma)^{-s})^{-1}$
(4.1)

$= \prod$ $\prod$ $\det(\mathrm{I}\mathrm{d}-\sigma(\gamma,\tilde{\Gamma})N(\gamma)^{-s})^{-1}$

$\lambda\vdash n\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma\rangle$

$\gamma$ は $\overline{\Gamma}$ 上 $\lambda$ 型

とくに, $\lambda\vdash n$ に関するセルバーグ型のゼータ関数を

全 1(s) $:= \prod_{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)}(1-N(\gamma)^{-s})^{-1}$

$\Re s>1$

$\gamma$ は $\tilde{\Gamma}$ 上 $\lambda$ 型

と定義しておくと, Lemma 2.1 より

$\zeta_{\overline{\Gamma}}(s)=..\prod_{\lambda=(m_{1,\prime}m_{k})\vdash n}.\zeta_{\overline{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(m_{1}s)\cdots\zeta_{\tilde{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(m_{k}s)$
(4.2)
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と書けることがわかる. この素元の部分積によって定義される $\zeta_{\overline{\Gamma}\uparrow\Gamma}^{\lambda}(s)$ の性質に関しては,

今のところ一般的なことは詳しくわかっていないが, $\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z}),\tilde{\Gamma}=\Gamma_{1}(p),$ $\Gamma(p)$ の場

合には以下の結果を得ることができた.
まず, Lemma 34 より,

$\zeta_{\Gamma_{1}(p\}\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda_{1}^{\mathrm{P}}(m\}}(s)=\zeta_{\Gamma(p)\uparrow SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\lambda^{\mathrm{p}}(m)}(s)=\prod_{\gamma\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)}(1-N(\gamma)^{-s})^{-1}$

が成り立つので, 簡単のため, ここでは上の関数を $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,m)}(s)$ と書くことにする. このと

き, $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s)$ は次の性質をみたす

Proposition 4.1. $p$ を奇素数とする. このとき, 次が成り立つ.

$\{\frac{(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s))^{p}}{\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(ps)}\}^{L^{-\underline{1}}}\overline{2}=\frac{(\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(s))^{p}}{\zeta_{\Gamma(p)}(s)}$ . (4.3)

さらに, $r\geq 1$ に $d[perp]\backslash$ $\mathrm{L}$て, $(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s))^{p^{\tau}(p-1)/2}$ は $\Re s>1/p^{r}$ 上で有理関 F‘’ $\text{と}$ して $g_{if}^{\gamma \mathrm{r}}\ovalbox{\tt\small REJECT} k$接続

される また, $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s)$ は $s=0$ の近くで, 無限個の特異点をもつ.

Proof. (4.2) と Lemma 3.4 から, 次がわかる.

$\zeta_{\Gamma(p\}}(s)=(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,1)}(s))^{\frac{1}{2}p(p^{2}-1)}(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(ps))^{\frac{1}{2}(p^{2}-1)}$

$\rangle\langle$ $\prod$
$(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,m)}(ms))^{\frac{p(p^{2}-1)}{2m}}$ ,

$m|$穿,m$>1$

$\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(s)=(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,1)}(s))^{\frac{1}{2}(p^{2}-1\rangle}(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s)\rangle\langle\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(ps))^{\frac{1}{2}(p-1)}$

$\mathrm{X}m|$

寧$m>1$

$(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,m)}(ms))^{\mapsto p^{2}-1)}2m$ .

なので, 実際に比をとることで (4.3) は容易に証明される.
次に, $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s)$ の解析性についてみていこう. セルバーグゼータ関 $\text{数}$ $\zeta_{\Gamma}(s)$ は $\Re s>1$

で絶対収束しており, また, 全複素平面で有理型に解析接続される. と $\langle$ に, $\Re s=1$ では

1位の零点 $s=1$ を除いて特異点をもたないことが知られている ([He]). なので, (4.3) と

$\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}$ (ps) が $\Re s>1/p$ 上で絶対 $\mathfrak{M}\mathrm{R}$ していることから, $(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s))^{p(p-1)/2}$ は $\Re s>1/p$
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上で有理型に解析接続される. また, (4.3) の両辺の $p^{r-1}$ 乗をとると,

$( \zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s))^{p^{r}(p-1)/2}=(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(ps))^{p^{r-1}(p-1)/2}\{\frac{(\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(s))^{p}}{(_{\Gamma(p)}(s)}\}^{p^{r-1}}$

$=( \zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(p^{2}s))^{p^{r-2}(p-1)/2}\{\frac{(\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(ps))^{p}}{\zeta_{\Gamma(p)}(ps)}\}^{p^{r-2}}\{\frac{(\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(s))^{p}}{(_{\Gamma(p)}(s)}\}^{p^{r-1}}$

$=( \zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(p^{r}s))^{(p-1)/2}\prod_{k=1}^{r}\{\frac{(\zeta_{\Gamma_{1}(p)}(p^{k}s))^{p}}{\zeta_{\Gamma(p\rangle}(p^{k}s)}\}^{p^{r-k}}$ . (4.4)

となる. $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{\langle p,p)}(p^{r}s)$ は $\Re s>1/p^{r}$ 上で絶対$\mathfrak{M}\mathrm{F}$ しているので, $(\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s))^{p^{r}(p-1)/2}$ の $\Re s>$

$1/p^{r}\text{上て^{}\backslash }\backslash \mathit{0})\hslash\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\hslash \text{接^{}\prime}\backslash )^{\mapsto}\mathrm{F}_{14}\not\supset\grave{\grave{\backslash }}r\ovalbox{\tt\small REJECT}/\text{られる}$.
$\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z})}^{(p,p)}(s)p_{\grave{\grave{1}}}s=0$ の近くで, $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$

) $\backslash \backslash \backslash$限個の $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$点をもつことも 本質的に (4.4) から $\overline{\pi\overline{-}}\text{明す}$

$\text{る}>\text{と}\mathrm{r}\grave{\grave{1}}\text{て^{}\backslash }\backslash \text{きる}$ . 口

Remark 42. Proposition $\mathit{4}\cdot \mathit{1}$ では, $\zeta_{SL_{2}(\mathbb{Z}]}^{(p,p)}(s)$ の右 $\neq^{\backslash \prime}\backslash \mp r$面 $\Re s>0$ での $H\Pi\not\simeq\dot{\uparrow}H\text{接_{}\backslash \overline{)\llcorner}}^{\swarrow\beta\mathrm{B}\grave{\grave{:}}r\ovalbox{\tt\small REJECT}}\nearrow$ られ
た. 左半平面 $\Re s\leq 0$へ解析接続の可能性に関しては, $\Re s=0$ で自然境界をもつ (つま
り, 解析接続は不可能) と思われる. ただし, 証明には, 非自明零点の分布に関するある
程度詳しい情報が必要であるため, 今の段階では「わからない」 と言わざるを得ない状況
にある.
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