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空間形問題とその tangential化について
On space form problem and its tangential version

京都大学数理解析研究所 吉野 太郎 (Taro Yoshino)
Research Institute for Mathematical Sciences,

Kyoto University

1 導入
$n$次元球面 $S^{n}$ は完備で正の定曲率を持つコンパクトなり一マン多様体である。 $S^{n}$ の

(ある種の) 擬リーマン化がいつ存在するか考えてみよう。

問題 1(空間形問題). 完備で正の定曲率を持つコンパクトな符号 $(p_{\}q)$ の擬リーマン多
様体はいつ存在するか?

この問題に対する部分的な答えとして次が知られている。

事実 2. $(p, q)$ が以下の表に含まれるときは存在する。

$p$
$\mathrm{N}$ 0 1 3 7

$q$
$\backslash 0$ $\mathrm{N}$ $2\mathrm{N}$ $4\mathrm{N}$ $8$

Table 1

上の結果は $p=1,3$ の場合は Kulkarni[Ku81] によって、 $(p, q)=(7,8)$ の場合は小林
[Ko96] によって証明された。一方、事実 2 の逆は証明されていないが、次のように予
想されている。

予想 3(空間形予想 $;[\mathrm{K}\mathrm{o}01]$ ). $(p, q)$ が Table 1 に含まれないときは存在しない。

正の定曲率を持った擬リーマン多様体を球空間形と呼ぶ (定義 5)。問題 1 は、完備で
コンパクトな球空間形の存在を問う問題であり、空間形問題と呼ばれている。
空間形問題、 及びその tangential化がこの話の主題である。 ‘tangential空間形’ の正

確な定義は後で述べることにし、先に主結果を見ることにしよう。
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主定理 4 $([\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{Y}05])$ . 完備でコンパクトな符号 $(p, q)$ の tangential 空間形が存在する必
要十分条件は次の不等式で与えられる:

$p<\rho(q)$ . (1)

ここで $\rho(q)$ は $q$ の Hurwitz-Radon 数であり、 $q=u\cdot 2^{4\alpha+\beta}$ ($u$ は奇数、 $\beta\leq 3$ ) に対
して

$\rho(q):=8\alpha+2^{\beta}$ (2)

と定義される (但し $\rho(0):=\infty$ とする)。 $q$ を奇数倍しても $\rho(q)$ の値は変わらないので、
$q$ が 2 の巾のときの $\rho(q)$ の値を見ておこう。

$\rho(q)$ 1 2 4 8 9 10 12 16 17 18 20 24 25 . . .
$q$ 1 2 4 8 16 32 64 $2^{7}$ $2^{8}$ $2^{9}$ $2^{10}$ $2^{11}$ $2^{12}$ . . .

Table 2

これより (1) を満たす $(p, q)$ を具体的に書き下すと次の様になる。

$p$
$\mathrm{N}$ 0 1 2, 3 4 $\cdots$ 7 8 9 $\ldots$

$q$ 0 $\mathrm{N}$ $2\mathrm{N}$ $4\mathrm{M}$ $8\mathrm{N}$ $16\mathrm{N}$ $32\mathrm{N}$ $\ldots$

Table 3

空間形問題とその tangential化を結びつける一般論は今のところ見つかっていないも
のの、 その答え (Table $1_{\text{、}}$ Table3) は比較的似ている。そのため著者は、 空間形問題と
その tangential化の関係を調べることで、今後、空間形問題の解決に向けて前進できる
のではないかと期待している。
この講義録では主に空間形問題とその tangential化について見てゆく。 2節では空間

形問題について定式化し、Clifford-Klein形の言葉を用いた表現に書き換える。 3節では
空間形問題の tangential野を定式化し、 もとの空問形問題との関連について考察する。
また、空間形以外の問題について二例、元の問題とその tangential化について比較する。
4節では定理の証明を行う。

2 空間形問題

‘tangential化’ の話は後回しにして、この節ではまず空間形問題について考えていこう。

2.1 一般の空間形問題

最初に空間形を定義する。
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定義 5. 定曲率の擬リーマン多様体を空間形 (space form) という。特に、 曲率が正の場
合は球空間形 (spherical space form) という。

従って問題 1 は「完備でコンパクトな球空間形」の存在問題であると言える。 この問
題の動機は「コンパクトな二三問形」の部分であり、完備性は問題を簡単にするための
技術的な条件である。実際、 $\min(p, q)\leq 1$ の場合には完備性がコンパクト性から導か
れる事が知られている $([\mathrm{K}196])_{\text{。}}$

問題 1 は曲率が正の空間形を扱っている。同じようにコンパクトな空間形の存在問
題を曲率が 0 あるいは負の場合に考えることも出来る。 しかし、 これらを新しい問題と
して定式化しても、 さほど意味は無い。実際、曲率が 0 のコンパクトで完備な空間形は
常に存在し ( $\mathbb{R}^{p+q}$ に自然に符号 $(p, q)$ の擬リーマン計量を定めると、商空間 $\mathbb{Z}^{p+q}\backslash \mathbb{R}^{p+q}$

は符号 $(p, q)$ のトーラスとなる)、符号 $(p, q)$ のコンパクトで完備な負曲率空間形の存在
は、 符号 $(q,p)$ のコンパクトで完備な正曲率の空間形の存在に帰着される (擬リーマン
計量の定義 $ds^{2}=dx_{1}^{2}+\cdot\cdot$ , を $ds^{2}=-$ ( $dx_{1}^{2}+\cdots\rangle$ に置き換えれば良い)。即ち、 -般の
空間形問題を考えるにあたって、曲率が正あるいは負のどちらか一方の場合のみを扱え
ば十分である。

これ以降は、 曲率正の空間形、即ち球空間形について考える。このとき、計量を適当
にスカラー倍することで曲率は 1 であるとして一般性を失わない。

2.2 Clifford-Klein 形

曲率 1 の完備でコンパクトな空間形の存在は “コンパクトな Clifford-Klein 形の存在
問題” として定式化することが出来る。 23 節、 2.4節において、 問題 1 を少しずつ変形
し最終的にコンパクトな Cliflord-Klein形の存在問題に帰着される様子を見てゆく。た
だし、 目標を見失わないよう変形の最終的な形 (問題 7) を先に見ておくことにしよう。
空間形問題の tangential 化は、 この最終的な形に対して自然に定義される。
まず、 Clifford-Klein形を定義する。 $G$ をり一群とし、 $H$ を閉部分群とする。 $G$ の離

散部分群 $\Gamma$ が等質空間 $G/H$ に固有不連続かつ固定点自由に作用しているとき商写像
$\varpi$ : $G/Harrow\Gamma\backslash G/H$

は被覆写像となり、 $\varpi$ が局所微分同相写像となるように商空間 $\mathrm{f}^{1}\backslash G/H$ に多様体の構造
を入れることが出来る。

定義 6. 上の多様体 $\Gamma\backslash G/H$ を等質空間 $G/H$ の Clifford-Klein形という。

Clifford-Klein形の言葉を用いると問題 1 は、 次のように言い替えることが出来る。
問題 7. 等質空間 $O(p+1, q)/O(p, q)$ のコンパクトな Clifford-Klein形はいつ存在するか?

この節の残りの部分で、 問題 1 を少しずつ変形し、最終的に問題 7 の形に至る様子
を見ていく。
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2.3 余コンパクトな離散群の存在問題

まず初めに、問題 1 をある離散群の存在問題に帰着しよう。

コンパクト性を仮定しなければ、完備で曲率 1 の空間形は常に存在する。実際、これ
は次のように具体的に構成できる: $\mathbb{R}^{p+q+1}$ に自然に符号 $(p+1, q)$ の擬リーマン計量を
定め、 $\mathbb{R}^{p+q+1}$ の超平面 $X(p, q)$ を次で定める。

$X(p, q):=\{x\in \mathbb{R}^{p+q+1} : x_{1}^{2}+\cdots+x_{p+1}^{2}-x_{\mathrm{p}+2}^{2}-\cdots-x_{p+q+1}^{2}=1\}$. (3)

このとき:

命題 8. $X(p, q)$ は ($\pi$
—備で曲率 1 の擬リーマン多様体である。従って、特に完備な球空間

形である。 また、 $X(p, q)$ は $p\geq 2$ ならば連結かつ単連結である。

次の事実は、任意の完備な球空間形が $X(p, q)$ に局所微分同相である事を意味する。

事実 9([W84]). $M$ を曲率 1 の完備で連結な符号 $(p, q)$ の球空間形とする。 $M$ の普遍
被覆多様体 $\tilde{M}$ は、 以下のものと同型である。

$\tilde{M}\simeq\{$

$X(p, q)$ ($p\geq 2$ のとき),
$\tilde{X}(1, q)$ ($p=1$ のとき),
$X_{0}(0, q)$ ($p=0$ のとき).

但し $\tilde{X}(1, q)$ は $X(1, q)$ の普遍被覆多様体、 $X_{0}(0, q)$ は $X(0, q)$ の $(1, \mathrm{O}, \cdots, 0)$ を含む連
結成分とする。

以下、簡単のために $p\geq 2$ の場合のみを考える ($p=0,1$ の場合には、事実 9 に基づ
いて $X(p, q)$ を $\tilde{X}(1, q)$ や $X_{0}(0_{}q)$ に読みかえれば良い)。
事実 9 より、 曲率 1 の完備で連結な球空間形 $M$ は、 基本群 $\Gamma:=\pi_{1}(M)$ によって、

$M\simeq\Gamma\backslash X(p, q)$ と書ける事が分かる。 これより、 問題 1 は次のように言い替えること
が出来る。

問題 10. $X(p_{\mathrm{I}}q)$ に作用する離散群 $\Gamma$ で次の条件を満たすものはいつ存在するか?

(a) $\Gamma$ は $X$ ($p$ , q).に固有不連続かつ固定点自由に作用する。

(b) $\Gamma$ は $X(p, q)$ の擬り一マン計量を保つ。

(c) $\Gamma\backslash X(p, q)$ はコンパクトである。

注意 1L 条件 (a) に関しては、一般の多様体 $M$ に対し、基本群 $\pi_{1}(M)$ の普遍被覆多様
体 $\tilde{M}$への作用は固有不連続かつ固定点自由であることに注意。逆に、多様体 $X$ に離散
群 $\Gamma$ が固有不連続かつ固定点自由に作用しているとき商写像

$\varpi$ : $Xarrow\Gamma\backslash X$



$2\mathrm{G}$

は被覆写像となり、 $\varpi$ が局所微分同相写像となるように $\Gamma\backslash X$ に多様体の構造を定める
ことが出来る。
条件 (b) は、 商多様体 $\Gamma\backslash X(p, q)$が擬リーマン計量を持ち、被覆写像 $\varpi$ が擬等長写像
となるために必要かつ十分な条件である。

2.4 $O(p+1, q)$ の離散部分群の存在問題

問題 10 をさらに言い替えよう。

$G$ を不定値直交群 $G:=O(p+1, q)$ とし、 $X(p, q)$ を (3) で定めた超平面とする。この
とき、 $G$ は $X(p, q)$ に擬リーマン計量を保って作用する。 また逆に、 $X(p, q)$ 上の擬りー
マン計量を保つ変換は $G$ に属する。従って、問題 10 の条件 (b) は $\Gamma\subset G$ と言い替える
こどが出来る。
一方、 $G$ は $X(p, q)$ に推移的に作用する。従って $X(p, q)$ は等質空間であり、一点 $x$

(例えば $x=(1,0,$ $\ldots,$
$0)$ ) を固定する $G$ の部分群 $H:=G_{x}$ を用いて、 $X(p, q)\simeq G/H$ と

書くことができる。
以上より、 問題 10 の言い替えとして次を得る。

問題 12. $(G, H)=(O(p+1, q),$ $O(p, q))$ とする。次の条件を満たす $G$ の離散部分群 $\Gamma$

はいつ存在するか?

(a) $\Gamma$ は等質空間 $G/H$ に固有不連続かつ固定点自由に作用する。

(b) $\Gamma\backslash G/H$ はコンパクトである。

この問題を Clifford-Klein形の言葉を用いて書き換えたものが、問題 7 に他ならない。
(但し、 $p=1$ の場合には $G=\tilde{O}(2,$ $q)$ と考える。 )

3 Tangential化
この節では、等質空間 $G/H:=O(p+1, q)/O(p, q)$ に対し、 その tangential等質空間

$G_{\theta}/H_{\theta}$ を定義する。
問題 7(あるいは問題 1戸よ $G/H$ のコンパクトな Clifford-Klein形の存在を問う問題で

あった。その tangential化を「G,/砺のコンパクトな Clifford-Klein形を問う問題」 と
して定式化する。

3.1 簡約型等質空間の tangential化

問題 7 において $G=O(p+1, q)$ は簡約り一群であり、 $H=O(p, q)$ はその簡約部分群
である。 このような簡約り一群 $G$ とその簡約部分群 $H$ に対し、 その等質空間 $G/H$ を
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簡約型等質空間という。 ここでは一般の簡約型等質空間 $G/H$ に対し、 その tangential
化 $G_{\theta}/H_{\theta}$ を定義しよう。

$G$ を簡約り一群とし $\theta$ をそのカルタン対合とする。 このとき、 $G$ のり一環 $\mathrm{g}$ は $\theta$ に応
じて $\mathfrak{g}=\mathrm{f}+\mathfrak{p}$ とカルタン分解する。

$\mathrm{f}$ をり一環とする $G$ の解析的部分群 $K$ は、 $\mathfrak{p}$ に Adjoint として作用する。 $K$ と p.の半
直積群

$G_{\theta}:=K\ltimes_{\mathrm{A}\mathrm{d}}\mathfrak{p}$

を $G$ のカルタン運動群という。 このとき $G$ と $G_{\theta}$ は微分同相写像

$\Phi_{\theta}$ : $Garrow G_{\theta}$ , $e^{X}k\mapsto(k, X)$

を通じて多様体として同型となるが、一般にり一群としては同型でなく、最早 $G_{\theta}$ は簡
約り一群ではない。

大まかに言えば簡約.」#=|J等質空間 $G/H$ に対して、 $G_{\theta}/H_{\theta}$ をその tangential等質空間と
いう。 より正確には、次のように構成する。

$G/H$ を簡約型等質空聞とする。適当な $g\in G$ を取ることで $gHg^{-1}$ を $\theta$不変な部分群
にできるので、以下では $H$ を始めから $\theta$ 不変とする。 このとき、 ( $\Phi_{\theta}$ は群準同型写像で
ないにもかかわらず) $\Phi_{\theta}(H)$ は $G_{\theta}$ の閉部分群となり、 さらに $H$ のカルタン運動群 $H_{\theta}$

と自然に同型となる $(H_{\theta}arrow\Phi_{\theta}(H)\sim\subset G_{\theta})_{\text{。}}$ この同型を通じて $H_{\theta}$ を $G_{\theta}$ の部分群と見な
すと、等質空間 $G_{\theta}/H_{\theta}$ を考えることができる。

定義 13. 上のように構成した $G_{\theta}/H_{\theta}$ を $G/H$ の tangential 等質空間という。特に、
$G/H$ が対称空間の場合、 G\mbox{\boldmath $\theta$}/H\mbox{\boldmath $\theta$}.もまた対称空聞となる。 このとき $G_{\theta}/H_{\theta}$ を $G/H$ の

tangential対称空間ともいう。また $G/H$ が球空間形、つまり $O(p+1, q)/O(p, q)$ のと

き、 その tangential 対称空間を tangential 空間形という。

3.2 コンパクト Clifford-Klein 形の存在問題の tangent\’ial化

等質空間 $G/H$ を一つ選んだとき、 そのコンパクト Chfford-Klein形の存在を問うこ
とが出来る。 この問題に対し、 $G_{\theta}/H_{\theta}$ のコンパクト Clifford-Klein形の存在を問う事を
(問題の) ‘tangential化’ という。

tangential化することで問題が (比較的) 簡単になることが経験的に分かっている。 ま

た、現在知られている限り、両者のコンパクト Clifford-Klein形の存在/非存在に関する
結果は一致している。即ち、

$G/H$ にコンパクト Clifford-Klein形が存在する
$\Leftarrow\Rightarrow G_{\theta}/H_{\theta}$ {こコンパクト Clifford-Klein形が存在する

という命題は (どちら向きの implication も証明されていないが) 今までのところ反例も
見つかっていない。
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従って、問題の tangential化は、元の問題に対する「良い近似」であると考えること
が出来る。

最も簡単な例として、リーマン対称空間 $G/K$ を考えよう。つまり、$G$ を簡約型リー群と
し、 $K$ をその極大コンパクト群とする。このとき、 リーマン対称空間 $G/K$ は $P:=\exp(\mathfrak{p})$

と自然に同型であり、 tangential対称空間 $G_{\theta}/K_{\theta}$ は $\mathfrak{p}$ と自然に同型となる (この辺りが
tangential化と名付けた「気持ち」である)。

Borel [Rr63] によると、$G/K$は常にコンパクト Clifford-Klein形を持つ。つまり、$\Gamma\backslash G/K$

がコンパクト多様体となるような、離散部分群 $\Gamma\subset G$ が存在する。
一方、 これを tangential化した問題は殆ど自明である。実際、 $G_{\theta}/K_{\theta}\simeq \mathfrak{p}$ は線形空間

であるから、 $\mathfrak{p}\simeq \mathbb{R}^{n}$ の余コンパクトな離散群として $\mathbb{Z}^{n}$ を選べば良い ( $\mathfrak{p}$ は $G_{\theta}$ の閉部分
群であるから、 $\mathbb{Z}^{n}$ は $G_{\theta}$ の離散部分群である)。
いま、 $G/K\simeq P$ と $G_{\theta}/K_{\theta}\simeq \mathfrak{p}$ は、多様体としては同型、つまり $\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}:\mathfrak{p}arrow P$ を通じ

て微分同相である事に注意しよう。 しかし、考えている幾何構造が異なるため、許容さ
れる離散群が異なる (一方では $G$ の離散部分群、他方では $G_{\theta}$ の離散部分群でなければ
ならない)。従って、一方の離散群から $\Phi_{\theta}$ や $\exp$ を通じて他方の離散群が得られる訳で
はなく、 $\Gamma$ と $\mathbb{Z}^{n}$ はいわば「それぞれ独立に存在している」 と言える。
この事情は、一般の等質空間においても同様である。すなわち、 $G/H$ と $G_{\theta}/H_{\theta}$ は

多様体としては同型である。 しかし、 許容される離散群は異なり、両者のコンパクト
Clifford-Klein形の存在を直接結びつける一般論は (今のところ) 存在しない。

3,3 Tangential空間形問題

以上の一般論を空間形問題に適用することで、 tangential空間形問題を考えることが
出来る。そして、 主定理 4 はその解を完全に与えている。

Section 32 の初めに見たように、現在証明されている結果に限れば、 $G/H$ と $G_{\theta}/H_{\theta}$

それぞれのコンパクト Clifford-Klein形の存在/非存在は一致している。
実際、空間形問題についても存在しないことが実際に確かめられているのは次の結果
のみであり、 これは主定理 4 の結果に反していない。

事実 14 ([W84], [Be96], $[\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{O}90]$ ) . $(p, q)$ が次の条件のいずれかを満たすならば、符
号 $(p, q)$ の完備でコンパクトな空間形は存在しない。

(a) $p\geq q>0$ .

(b) $p+1=q$ is odd.

(c) $pq$ is odd.

一方、 まだ分かっていない部分、すなわち予想の部分にまで視野を広げると、元の空
間形予想 (予想 3) と、 その tangential化の解 (主定理 4) は異なっている。従って、「予
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想 3 に反例が発見される」か、 あるいは「元のコンパクト Clifford-Klein形の存在問題
とその tangential化の問に不一致が発見される」 のか、 どちらに決着が付くか興味深
い。 また、 tangential化の解が元の問題を解く手がかりを与えるかもしれないと期待し
ている。

3.4 その他の等質空聞のコンパクト Clifford-Klein形とその tangen-
tial化

コンパクト Clifford-Klein 形の存在問題とその tangential化を別の等質空間に付いて
も考えてみよう。ここでは、等質空間 $G/H=O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$ と $O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$

を考える。 どちらも等質空間 $G/H$ のコンパクト Clifford-Klein形が存在する必要十分
条件は決定できていないものの、その tangential化については必要十分条件を決定でき
ている。 まず、 簡約型等質空間に関する予想及び事実から見ていこう。

予想 15 $([\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{Y}05])$ . 対称空間 $O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$ がコンパクト Clifford-Klein形を持
つ為の必要十分条件は $n=1,3,7$ である。

この予想に関し、 $n=1,3,7$ の場合にはコンパクト Clifford-Klein 形が存在すること
が既に分かっている。また逆に、 $n\geq 2$ かつ $n\equiv 0,1,2\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4$ の場合にコンパクト
Clifford-Klein形が存在しないことも分かっている。

事実 16([Ko96]). 等質空間 $O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$ は $n=1,3$ のときコンパクト Clifford-
Klein形を持つ。

これらの tangential化に対する解は次で与えられる。

定理 17. $O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$ の tangential対称空間のコンパクト Clifford-Klein形が存
在する必要十分条件は $n=1,3,7$ である。

定理 18. $O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$ の tangential等質空間のコンパクト Clifford-Klein形が存
在する必要十分条件は $n=1,3$ である。

空間形問題のときと異なり、 予想 15 と定理 17 および事実 16 と定理 18 は、 コンパ
クト Clifford-Klein形の存在条件が一致している。そのため予想 15 については、正しい
と言える 「証拠」が一つ増えたと言え、 また事実 16 については、他の $n$ に対してはコ
ンパクト Clifford-Klein 形が存在しなそうだと 「推測」できる。

4 証明

この簾で定理 4、定理 17、定理 18 を証明する。証明はどれも同じ手順で進み、その
流れは次の様になる。
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$G_{\theta}/H_{\theta}$ にコンパクト Clifford-Klein形が存在する

u課 $\mathfrak{p}$ にある部分空間 $W$ が存在する

忍 nonsingular な線形写像 $f$ : $\mathbb{R}^{r}arrow \mathfrak{p}$ が存在する

4.4鼻 $n$ や $(p, q)$ に関する具体的な条件

つまり、 コンパクト Clifford-Klein形の存在問題を段階的に、 より簡単な問題に帰着
させ最終的に具体的な条件を導く。4.1節で触れる最初のステップでは一般の tangential
等質空間について成り立つ補題 (補題 19) を用いる。 この補題の証明は省略する。 42
節で触れるステップは個々の等質空間毎に示す必要があるが、大まかには同じ方針で証
明できる。最後に 44節で具体的な条件を決定するが、 そのために必要な可除代数、合
成代数に関する結果を 43 節でまとめる。

4.1 部分空間の存在に帰着

ここでの主結果は補題 19 である。 この補題は、 コンパクト Clifford-Klein形の存在を
部分空問の存在に帰着する。この補題を述べるために、 まず非コンパクト次元を定義し
よう。
リー群 $G$ に対し、 その非コンパクト次元 $d(G)$ を次で定義する。

$d(G):=\dim(G)-\dim(K)$ .

但し $K$ は $G$ の極大コンパクト群とする。 $G$ 内の極大コンパクト群は互いに conjugate
であるから、 $d(G)$ は $K$ のとりかたによらず well-defined である。特に $G$ を簡約り一群
とし、 $\mathfrak{g}=\not\in+\mathrm{p}$ をそのり一環のカルタン分解とすると

$d(G)=d(G_{\theta})=\dim$g-dim $\mathrm{e}=\dim \mathfrak{p}$

が成り立つ。
次の補題は tangential等質空間のコンパクト Clifford-Klein形の存在問題を連結な部

分群 ( $\mathfrak{p}$ の部分空間) の存在問題に帰着する。

補題 19 $([\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{Y}05])$ . $G_{\theta}:=K\triangleright\langle \mathfrak{p}$ を $G$ のカルタン運動群とし、 $H_{\theta}:=K_{H}\ltimes \mathfrak{p}_{H}$ をそ
の部分型とする。 このとき、次は同値である。

(i) $G_{\theta}/H_{\theta}$ はコンパクト Clifford-Klein形を持つ。

(ii) 次の条件 $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ を満たす $\mathfrak{p}$ の部分空間 $W$ が存在する。

(a) $\dim W+d(H)=d(G)$ .
(b) $W\cap \mathrm{A}\mathrm{d}(k)\mathfrak{p}_{H}=\{0\}$ (for any $k\in K$).

この補題の証明は省略する。
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4.2 non-singular な線形写像

4.1 でコンパクト Clifford-Klein形の存在問題をや内のある部分空間の存在問題に帰
着した。ここではさらに、 $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}|\mathrm{a}\mathrm{r}$ な線形写像 (定義 20) の存在問題に帰着する (補
題 2y。補題 19 とは異なり、ここでの主結果はそれぞれの等質空間に対して別々に示す必
要がある。 しかし、 どれも同様に証明できる為ここでは $O^{*}(2n+2)\backslash /O^{*}(2n)$ の tangential
等質空問の場合に示す。 まず、 non-singular な線形写像を定義しよう $\text{。}$

定義 20. $V_{1},$ $V_{2},$ $V_{3}$ を線形空間とする。線形写像 $f$ ; $V_{1}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(V_{2}, V_{3})$ が $v_{1}\in V_{1}$ , $v_{2}\in V_{2}$

に対して、
$f(v_{1})v_{2}=0\Rightarrow v_{1}=0$ or $v_{2}=0$

を満たすとき、 $f$ は non-singular であるという $\text{。}$

.

次の補題は tangential等質空間のコンパクト Clifford-Klein形の存在問題を non-singular
な線形写像の存在問題に帰着する。

補題 21. 簡約型等質空間 $G/H$ を次の表のように $O(p+1, q)/O(p, q),$ $O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$

あるいは $O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$ とする。 このとき、 $\mathfrak{g}$ のカルタン分解の $\mathfrak{p}$ は、 以下のよう
に自然に $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$( $V$, W)(あるいは End(V)) の部分空間と見なせる。 また、 $d(G)-d(H)$ は

次の様になる $($但し$M_{A}(n, \mathbb{R}):=\{X\in M(n, \mathbb{R}) : {}^{t}X=-X\})_{\text{。}}$

$G/H$ $\mathfrak{p}\subset \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(V, W)$ $d(G)-d(H)$
$O(p+1, q)/O(p, q)$

$O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$

$O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$

$M\acute{(}q$ , $p+1$ ; $\mathbb{R}$ ) $\subset \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathbb{R}^{p+1}, \mathbb{R}^{q})$

$M_{A}(n+1, \mathbb{R})\subset \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{R}^{n+1})$

$\{(_{B-A}^{AB}) : A, B\in M_{A}(n+1, \mathbb{R})\}\subset \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{R}^{n+1})$

$q$

$n$

$2n$

このとき、tangential等質空間 $G_{\theta}/H_{\theta}$ がコンパクト Clifford-Klein形を持つことは、non-
singular な線形写像

$f$ : $\mathbb{R}^{r}arrow \mathfrak{p}$

が存在することと同値である (但し $r:=d(G)-d(H)$ とした)。

Proof. どの場合も同様に証明できるので、$G/H=O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$ の場合を考える。
$\mathfrak{p}$ の記述及び $d(G)-d(H)$ の計算は定義から分かるので省略し、non-singular な線形写
像の存在のみ示す。 $K,$ $\mathfrak{p}_{H}$ を補題 19 で定めたようにおく。すなわち、 $K$ は $\mathrm{f}$ に対応す
る部分群であり、 $\mathrm{e}_{1}={}^{t}(1,0, \cdots, 0)$ とおくと、 $\mathrm{t},$

$\mathfrak{p}_{H}$ は

$\not\in=\{(\begin{array}{ll}A -BB A\end{array}) : A, B\in M(n+1, \mathbb{R}),{}^{t}A=-A,{}^{t}B=B\}$

$\mathfrak{p}_{H}=\{X\in \mathfrak{p} : Xe_{1}=0\}$

で与えられる。 また、

$\mathfrak{p}_{0}:=\{X\in \mathfrak{p}\subset \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{R}^{2n+2}) : \det X=0\}\backslash$



32

とおく。 このとき

$p_{0}=\cup \mathrm{A}\mathrm{d}(k)\mathfrak{p}_{H}k\in K$

を言えばよい。実際この場合、補題 19 の条件 $(\mathrm{i}\mathrm{i})(\mathrm{b})$ は $W\cap \mathfrak{p}0=\{0\}$ となり、従って、
(ii)(a),(b) を満たす $W$ が存在することは non-singular な線形写像 $f$ : $\mathbb{R}^{r}arrow \mathfrak{p}$ が存在す
ることと同値となる。

$\mathrm{P}\mathrm{o}\supset\bigcup_{k\in K}\mathrm{A}\mathrm{d}(k)\mathfrak{p}_{H}$ は明らかなので、 $\beta 0\subset\bigcup_{k\in K}\mathrm{A}\mathrm{d}(k)\mathfrak{p}_{H}$ を示そう。いま、 $v=$
$(_{v_{2}^{1}}^{v})\in \mathbb{R}^{2n+2}$ に $v_{1}+\mathrm{i}v_{2}\in \mathbb{C}^{n+1}$ を対応させることで、自然な同一視 $\mathbb{R}^{2n+2}rightarrow \mathbb{C}^{n+1}$ が出
来る。 これに応じて、 $K$ は自然に $U(n+1)$ と同一視することが出来る。特に、 $U(n+1)$

は $\mathbb{C}^{n+1}$ 内の単位球面に推移的に作用することから、 $K$ もまた $\mathbb{R}^{2n+2}$ 内の単位球面に
推移的に作用することが分かる。 さて、 $X\in \mathfrak{p}0$ とすると、 $v\in \mathbb{R}^{2n+2}$ を $Xv=0$ かつ
$||v||=1$ となるように選べる。 $K$ の推移性から $k\in K$ が存在して $ke_{1}=v$ とすること
が出来る。 これより、 $\mathrm{A}\mathrm{d}(k^{-1})=k^{-1}Xk\in \mathfrak{p}_{0}$ が分かり、 $\mathfrak{p}_{0}\subset\bigcup_{k\in K}$ Ad(k)勘が言え
た。 口

4.3 三二代数、合成代数と Hurw $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{z}$-Radon数

42節ではコンパクト Clifford-Klein形の存在問題を non-singuiar な線形写像の存在問
題に帰着した。 これを元に 44節では $n$ や $(p, q)$ に関する具体的な条件を求め、定理の
証明を完結させる。その前に、ここで可聴代数や合成代数に関する事実を復習しておこ
う。 これらの結果は 44節で用いられる。

線形空間 $V=\mathbb{R}^{n}$ に積 $(x, y)\mapsto xy$ が定義され、 $a,$ $b\in \mathbb{R},$ $x,$ $y,$ $z\in V$ に対し分配律

$(ax+by)z=a\cdot xy+b\cdot yz$, $x(ay+bz)=a\cdot xy+b\cdot xz$

が成り立つとき $V$ を実代数という。換言すれば、 実代数 $V$ とは双線形写像

$f$ : $V\mathrm{x}Varrow V$

が定められている線形空間に他ならない。

注意 22. 実代数の公理に単位元の存在を含めることもあるが、ここでは特に断らない
限りその存在を仮定しない。 また、線形空間は常に有限次元とする。

定義 23. 実代数 $V$ が次の条件 (可除性) をみたすとき、 $V$ を可除代数という。

$ab=0\Rightarrow a=0$ or $b=0$ .

定義 24. 実代数 $V$ にノルム $||v||$ が定義されており、次の条件 (ノルム条件) をみたすと
き、 $V$ を合成代数という。

$||ab||=||a||||b||$ .
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例 25. 実数 $(\mathbb{R})_{\text{、}}$ 複素数 $(\mathbb{C})_{\text{、}}$ 四元数 $(\mathbb{H})_{\text{、}}$ 八元数 $(\mathbb{O})$ は合成代数である。 また、任意
の合成代数は可除代数でもある。

実代数 $V$ の積演算から線形写像 $T_{L}(a),$ $T_{R}(a)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V)$ を次のように定義できる。

$T_{L}(a)x:=ax$ , $T_{R}(a)x:=xa$ $(a, x\in V)$

このとき、 $T_{L,[perp]^{\Gamma}R}$
’ が non-singular であることと $V$ が可除代数であることは同値である。

また、任意の $a\in V$ に対して $T_{L}(a),$ $T_{R}(a)\in||a||\cdot O(V)$ となることと $V$ が合成代数で
あることは同値である (但し、 $O(V)$ は $V$ の直交変換全体とする)。

Adams は Hurwitz-Radon 数 (定義は (2)) を用いて、 non-singular な線形写像 $Varrow$

End(W) が存在する必要十分条件を与えた。 また、 この事実の系として、 (1, 2, 4, 8)-定
理と呼ばれる可除代数の次元に関する結果が得られる。

事実 26(Adams). $(p, q)$ に関する次の条件は同値である。

(i) non-singular な線形写像 $\mathbb{R}^{p}arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(\mathbb{R}^{q})$ が存在する。

(ii) $p\leq\rho(q)$ .

事実 27(Kervaire, Milnor). 可除代数の次元は 1, 2, 4 または 8 である。

最後に、合成代数に関する基本的な性質を見ておこう。

事実 28. $V$ を単位元 $e$ を持つ合成代数 $V$ とする。 このとき、次が成り立つ。

(交代性) $a,$ $b\in V$ に対して、 $a^{2}b=a(ab),$ $ba^{2}=(ba)a$ が成り立つ。

(虚空間の存在) $\mathbb{R}e$ の補空間 ${\rm Im} V$ が存在し、 $a\in{\rm Im} V$ に対して次を満たす。

$a^{2}=-||a||^{2}e$

4.4 コンパクト Clifford-Klein形の存在の必要十分条件

これまでの結果を用いて、 $O(p+1, q)/O(p, q),$ $O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$ および $O^{*}(2n+$

$2)/O^{*}(2n)$ の tangemtial 等質空間がコンパクト Clifford-Klein形を持つための必要十分
条件を決定しよう。 これは、 定理 4 及び定理 17、定理 18 の証明を与えることになる。
まず、 定理 4 の証明から始めよう。

定理 4 の証明. $G/H=O(p+1, q)/O(p, q)$ とする。補題 21 より、 $G_{\theta}/H_{\theta}$ にコンパクト

Clifford-Klein形が存在することは、 non-singular な線形写像 $f$ : $\mathbb{R}^{q}arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathbb{R}^{\mathrm{p}+1}, \mathbb{R}^{q})$

が存在することと同値である。このとき $f$ は自然に non-singular な線形写像 $\tilde{f}:\mathbb{R}^{p+1}arrow$

End(Rq).を $\mathrm{E}^{rightarrow}$

.
めるので、事実 26 より必要十分条件 $p<\rho(q)$ が得られる。 口
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次の補題と補題 21、及び (1, 2, 4, 8)-定理より $O(n+1, \mathbb{C})/O(n, \mathbb{C})$ がコンパクト Clifford-
Klein形を持つ必要十分条件は $n=1,3,7$であることが分かる。従って、定理 17 が示さ
れる。

補題 29. $\mathfrak{p}=M_{A}(n+1, \mathbb{R})$ とおく。 このとき、 $n(\geq 1)$ に関する次の条件は同値。

(i) 単位元を持った $n+1$ 次元の合成代数が存在する。

(ii) non-singular な線形写像 $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathfrak{p}$ が存在する。

(iii) $n+1$ 次元の可除代数が存在する。

Proof. $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を示す。 $V$ を単位元を持った $n+1$ 次元の合成代数とし、 $T_{L}$ を 43節
で定めた non-singular な線形写像とする。 このとき、 ノルム条件より

$T_{L}(a)\in||a||\cdot O(n+1)$ (4)

である
$\text{。}$ 一方 $a\in{\rm Im} V$ に対して、 $a(ax)=a^{2}x=-||a||^{2}x$ であるから、

$T_{L}(a)^{2}=-||a||^{2}I$ (5)

が分かる。 (4) と (5) より ${}^{t}T_{L}(a)=-T_{L}(a)$ となる。 これより non-singular な線形写像

$T_{L}$ : ${\rm Im} V(\simeq \mathbb{R}^{n})arrow \mathfrak{p}$ , $a\mapsto T_{L}(a)$

が得られた。

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を示す $\text{。}$ $f$ : $\mathbb{R}^{n}arrow \mathfrak{p}$ を non-singular な線形写像とする。非ゼロ元 $a\in \mathbb{R}^{n}$

に対して、 $f(a)$ の固有値は非ゼロ純虚数であるから、任意の $t\in \mathbb{R}$ に対し $f(a)+tI$ は
固有値 0 を持ち得ない $\mathrm{o}$ これより、 non-singular な線形写像

$\mathbb{R}^{n}\oplus \mathbb{R}arrow M(n+1, \mathbb{R})$ , $(a, t)\mapsto f(a)+tI$

が得られた。即ち、 $n+1$ 次元の可除代数が存在する。
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ は (1, 2, 4, 8)-定理から分かる。 口

次の補題と補題 21、及び (1, 2, 4, 8)-定理より $O^{*}(2n+2)/O^{*}(2n)$がコンパクト Clifford-
Klein形を持つ必要十分条件は $n=1,3$ であることが分かる。従って定理 18 が示される。

補題 30. $\mathfrak{p}=\{(_{B-A}^{AB}) : A_{7}B\in M_{A}(n+1, \mathbb{R})\}$ とおく。 このとき、 $n(\geq 1)$ に関する次
の条件は同値。

(i) 単位元を持った $n+1$ 次元の結合的合成代数が存在する。

(ii) non-singular な線形写像 $f$ : $\mathbb{R}^{2n}arrow \mathfrak{p}$ が存在する。
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(iii) $2n+2$ 次元の可除代数が存在する。

Proof. $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を示す。 $V$ を単位元を持った $n+1$ 次元の結合的合成代数とする。補
題 29 の証明と同様にして、 $a\in{\rm Im} V$ に対し ${}^{t}T_{L}(a)=-T_{L}(a),{}^{t}T_{R}(a)=-T_{R}(a)$ が分
かる。 また、 $V$ の結合性より $a,$ $b\in V$ に対して $T_{L}(a)$ と $T_{R}(b)$ は可換である。従って、
non-singular な線形写像

$f$ : ${\rm Im} V\oplus{\rm Im} V(\simeq \mathbb{R}^{2n})arrow \mathfrak{p}$ , $(a, b)\mapsto(_{T_{R}(b)-T_{L}(a)}^{T_{L}(a)T_{R}(b)})$

が得られる。 この写像が実際に non-singular であることは、 $f(a, b)^{2}=-(||a||^{2}+||b||^{2})I$

から確かめられる。

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を示す $\text{。}$

$f$ : $\mathbb{R}^{2n}arrow \mathfrak{p}$ を non-singular な線形写像とする。 $s,$ $t\in \mathbb{R}$ に対し

て、 $g(s, t):=(_{tI-sI}^{sItI})\in M(2n+2, \mathbb{R})$ とおくと、 $g(s, t)$ は $\mathrm{p}$ の任意の元と可換であり、
その固有値は常に実数である。一方、非ゼロ元 $a\in \mathbb{R}^{2n}$ に対して、 $f(a)\in \mathfrak{p}$ の固有値は非
ゼロ純虚数であるから、 $f(a)+g(s, t)$ は固有値 0 を持ち得ない。これより、non-singular
な線形写像

$\mathbb{R}^{2n}\oplus \mathbb{R}^{2}arrow M(2n+2, \mathbb{R})$ , $(a, (s, t))\mapsto f(a)$ 十 $g(s, t)$

が得られる。即ち、 $2n+2$ 次元の可除代数が存在する。

$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ は (1, 2, 4,8)i定理から分かる。口

以上より、定理 $4_{\text{、}}$ 定理 $17_{\text{、}}$ 定理 18 の証明が完了した。
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