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$x(n+1)=qx(n)- \sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)f_{j}(x(n-j))$ に対する大域吸引性
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1 はじめに

変数遅れを持つ非線形差分方程式を考える.

$\{$

$x(n+1)=qx(n)- \sum_{j=0}^{m}aj(n)fj(x(n-j))$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$ ,

$x(j)=x_{j}$ , $-m\leq j\leq 0$ .
(1.1)

ここで, $0<q\leq 1$ かつ, $f(x)$ は $(-\infty, +\infty)$ での狭義単調増加関数で,

$\{$

$f(0)=0$, $0<\tau_{fx)}^{f\cdot(x)}\leq 1_{7}$ $x\neq 0$ , $0\leq j\leq m$ ,
$f(x)\neq x$ , ならば, $\lim_{xarrow-\infty}f(x)$ は有限. (1.2)

また, $a_{j}(n)\geq 0,0\leq j\leq m$ は次の条件を満たすとする.

$\sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)>0$ かつ $\sum_{n=0}^{\infty}\sum_{j=0}^{m}a_{j}(n)=+\infty$ . (1.3)

定義 11 (1.1) の融解が一様安定とは, 任意の $\in>0$ と非負の整数 no に対して, (1.1) の解
{x(n)}=。が $|x(n)|<\epsilon,$ $n=n_{0},$ $n0+1,$ $\cdots$ を満たす $\max\{|x(n0-j)||j=-k, -k^{1}+1, \cdots, 0\}<\delta$

となる $\delta=\delta\langle\epsilon$ ) $>0$ が存在することである.

定義 L2 (1.1) の零解が大域吸引性を持つとは, (1.1) のすべての解が $narrow\infty$ に対し, 0 に収束
することである.

定義 L3 (1.1) の零解が大域漸近安定であるとは, 一様安定であり, かつ大域吸引性を持つこと
である.

差分方程式 (1.1) に関して多くの文献がある (たとえば, [1-14] とその中の文献を参照). $q=1$
の場合につい $\vee C$は, $\sup_{n\geq 0}\sum_{j=0}^{m}aj(n)\leq\frac{3}{2}+\frac{\grave{[perp]}}{2(m+1)}$ が (1.1) の零解が大 $\text{域^{}\urcorner}\backslash ffl$近 $\mathscr{L}\acute{j}\vec{\xi}rightarrow[perp]$であることの
十分条件であることが知られている (たとえば, $f(x)=x$ に対しては, Yu [14], Matsunaga, Hara
and Sakata [4], また, 一般化 Yorke条件を満足する場合には Tkachenko and Rofimchuk [11] を
参照). $f(x)=e^{x}-1$ で $0<q\leq 1$ の場合は $q=1$ の 3/2 条件の拡張として, たとえば, Muroya
[6] により, (1.1) の零解が大域漸近安定であることの十分条件が得られている.
定理 $\mathrm{A}$ (Muroya [6]). $f(x)=e^{x}-1$ に対し, 次を仮定すると (11) の零解は大域漸近安定である.

$\sup_{n\geq m}\sum_{k=n-m}^{n}\sum_{j=0}^{m}a_{j}(k)\leq 1+q^{m+1}/2$, $n\geq m$ . (1.4)
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-方で, Tkachenko and ?kofimchuk [10] は非自励系の差分方程式

$x_{n+1}=qx_{n}+f_{n}$ ($x_{n},$ $x_{n-1},$ $\cdots$ , xユーm), $n\in Z$ (1.5)

に対する零解の様々な大域安定性の十分条件を示している. ここで, $0<q<1$ かつ非線形関数
$f_{n}$ : $R^{m+1}arrow R$ は次の「-般化 Yorke 条件」 を満たす.
(H1) すべての $\min_{0<i<m}zi\geq s$ となる $z\in R^{m+1},$ $z=(z_{0}, z_{1}, \cdots, z_{m})$ {こ対して, $f_{n}(z)\leq\theta(s)$ とな

る $\theta$ : $Rarrow R$ が $\overline{T}+$在する.
(H2) 次を満たす有理関数 $r(x)=ax/(1+bx),$ $a<0$ かつ $b>0$ が存在する,

$r(M(z))\leq f_{n}(z)\leq r(-M(-z))$ , $n\in Z_{+}$ . (1.6)

ただし, 第 1 の不等式はすべての $z\in R^{m+1}$ に対して成り立ち, 第 2 の不等式は,
$\min_{0\leq i\leq m}z_{i}>$

$-b^{-1}\in(-\infty, 0)$ を満たすような $z\in R^{m+1}$ に対して成り立つ.

Tkachenko and Rofimchuk [10] の場合, (1.1) で自励系の場合, つまり, (1.1) で $a_{j}(n)=a_{j},$ $n\geq$

$0$ で, (1.2) で $f(x)=-ax/(1-x)$ に対し, 次の (1.8) の $r_{1},$ $r2$ の選び方と異なる $r_{1}=q^{m}a_{0},$ $r_{2}=$

$\sum_{k=0}^{m}q^{k}\sum_{j=0}^{m}aj-q^{m}a0$ に対し, (1.1) で特別な $m=0$ の場合の零解の大域漸近安定条件に相当
する $r_{1}+r_{2}= \sum_{k=0}^{m}q^{k}\sum_{j=0j}^{m}a\leq 1+q^{m+1}$ となる $m$ と $q$ の条件 $V_{m}(q)<0$ と $W_{m}(q)<0$ を求
めたと解釈できる. その場合, $q$ の取り得る範囲は次の場合に制限される.

$(q+q^{2}+\cdots+q^{m})q^{m+1}\leq 1$ . (1.7)

本報告では, (1.5) と (1.6) の代わりに (1.1)-(1.3) を考え, (11) の二二の大域漸近安定条件を求
めるため,

$\{$

$r_{1}= \sup_{n\geq m}\sum_{k=0}^{m}q^{k}\sum_{j=0}^{m-k}a_{j}(n-k)$ , $r_{2}= \sup_{n\geq m}\sum_{k=1}^{m}q^{k}\sum_{j=m-k+1}^{m}a_{j}(n-k)$ ,

$\varphi(x)=\overline{q}x-r_{1}f(x)$ , $\overline{q}=q^{m+1}$ , $\hat{x}=\frac{-1+\sqrt{1+4\overline{q}}}{2\overline{q}}$

(1. S)

とおき, Muroya and Ishiwata $[7, 8]$ と Uesugi他 [12] と同様の手法を用いて, $q=1$ を含む場合
の ‘3/2 条件’ を改良した次の定理が得られることを示す.

定理 Ll $f(x)=e^{x}-1$ に対し, 次を仮定する.

$\{$

$.r_{l}\leq\overline{q}$ のとき, $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{\mathrm{g}2}7$ も $1_{\vee}$ $\langle$ は $r2\leq 1$ かっ $AT \pm\Gamma 9e^{r\mathrm{z}}\leq\frac{e^{\dot{\mathfrak{B}}}}{1-\hat{x}}$ ,
$\overline{g}$

rl>q- のとき, $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q}$ かつ $\frac{r_{1}+r_{2}}{\overline{q}}(\frac{\overline{q}}{r_{1}})^{\overline{q}}e^{r_{1}+r_{2}-\overline{q}}\leq\frac{e^{x}}{1-\hat{x}}$,
(1.9)

または,

$\{$

rl\leq q- のとき, $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{\mathrm{g}2}$ , も $\mathrm{L},$ $<$ は $r_{2}\leq 1,$ $\Leftrightarrow r\frac{+r}{\overline{q},}2e^{r_{2}}>\frac{\mathrm{a}e^{\mathrm{e}}}{1-\hat{x}}$

.
かつ $G_{3}(\delta)>0$ ,

$r_{l}>\overline{q}$ のとき, $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q},$ $\frac{r_{1}+r}{\overline{q}},$ $( \frac{\overline{q}}{r_{1}})^{\overline{q}}e^{r_{1}+r_{2}-\overline{q}}>\frac{e^{x}}{1-\hat{x}}$ かつ $G_{1}(\alpha)>0$

(1.10)
を仮定する. ただし, (1.10) の場合,

$\{$

$G_{1}(x)=\overline{q}\{\overline{q}\ln(\overline{q}/r_{1})+(r_{1}+r_{2})-\overline{q}-r_{2}e^{X}\}+(r_{1}+r_{2})$

$-(r_{1}+r_{2})(\overline{q}/r_{1})^{\overline{q}}e^{\mathit{7}_{1}+r_{\mathit{2}}-\overline{q}-r_{\mathit{2}’}}-X$,
$G_{3}(x)=(r_{1}+(1+\overline{q})r_{2})-\overline{q}r_{2}e^{X}-(r_{1}+r_{2})e^{r_{2}-r_{2}e^{x}}-x$

(1.11)

であり, また, $\alpha$ と $\delta$ はそれぞれ, $G_{1}’(x)=0$ と $G_{3}’(x)=0$ の最小解である. このとき, (1.1) の
零解は大域漸近安定である.
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$Y_{\mathrm{t}}$

図 1: $q=1$ の場合の条件 (1.9)

図 1 は, Tkachenko and Trofimchuk $[10]$ では扱えない, $q=1$ の場合の (L1) の零解が大域漸
近安定となる十分条件 (1.9) を満足する $(r1, r2)$ の範囲である (Muroya [5], Muroya and Ishiwata
[7], Uesugi 他 [12] 参照).

$f(x)=e^{x}-1$ の場合, $r_{2}\leq 1$ に対して, 定理 1.1 の条件 $l3;r_{1}+r_{2}>1+\overline{q}/2$ を含む. よって,
定理 1.1 は So and Yu [9], Muroya [5], Muroya and Ishiwata [7] の定理 3 の (8) 等の結果を拡張し
ている.

応用として, $0<q\leq 1$ となる離散Wazewska-Czyzewska and Lasotaモデル ([13]) と ‘Nicolson’s
blowffies’ 遅延微分方程式の離散版に対し, 定理 11 を適用すると Tkachenko and lofimchuk [10]
の (1.7) 等の制限のある従来の結果に比べて大幅な改良条件を得ることができる (4 節参照).

2 非線形差分方程式の零解の大域漸近安定性
ここで, 非線形差分方程式 (1.1)-(1.3) の零解の大域漸近安定条件を考える. So and Yu [9] の

方法を使って, 次の 2 つの補題を得る ([9] の補題 21, 22 と定理 3.1 を参照).

補題 2.1 $\{x(n)\}_{n=0}^{\infty}$ を (1.2) と (1.3) を満たす (L1) の解とする. $x(n)$ がある時刻よりずっと 0
より大きい (小さい) ならば, $x(n)$ はある時刻より減少 (増加) $\text{し},\lim_{narrow\infty}x(n)=0$ となる.

補題 22 $f(x)\neq x$ かつ {x(n)}n\infty =。を (1.2) と (1.3) を満たす (1.1) の解とする. $x(n)$ が 0 の周り
で $\mathrm{J}\mathrm{E}^{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ し, $\sup_{n\geq m}\sum_{k=n-m}^{n}q^{n-k}\sum_{j=0}^{m}aj(k)<+\infty$ となるならば $x(n)$ は上にも下にも有界である.

注意 21 $f(x)\neq x$ かつ $r_{1}+r_{2}<+\infty$ ならば, 補題 22 により, (1.1) の任意の解 $x(n)$ は 0 のま
わりで振動し, 上にも下にも有界である.

次の 2 つの補題は Muroya and Ishiwata [7] の補題 3, 4 を–般化したもので, 本報告で基礎的な
結果となっている.

補題 2.3 $\{x(n)\}_{n=0}^{\infty}$ を (1.2) と (1.3) を満たす (1.1) の鰍する. $x(n+1)\geq 0$ かつ $x(n+1)>x(n)$
を満たす整数 $n\geq m$ が存在するならば,

$x( \underline{g}(n))=\min_{0\leq j\leq m}x(n-j)<0$ (2.1)

を満たす整数皇$(n)\in[n-m, n]$ が存在する. また, $x(n+1)\leq 0$ かつ $x(n+1)<x(n)$ を満たす
整数 $n\geq m$ が F在するならば,

$x( \hat{g}(n))=\max’x(n-j)0\leq j\leq m>0$ (2.2)
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を満たす整数 $\overline{g}(n)\in[n-m, n]$ が存在する.

証明 $x(n+1),$ $x(n-j)\geq 0,0\leq j\leq m$のとき, (1.1}-(1.3 $\rangle$ により, $0\leq x(n+1)\leq qx(n)\leq x(n)$
となる. また, $x(n+1),$

$x(n,-j)\leq(10,0\leq j\leq m$
のとき, (1.1)-(1.3) により,

$0\geq x(n+1)\square \geq$$qx(n)\geq x(n)$ となる. よって, (2.1) と (2.2) が成り立つ

補題 23 を適用することにより, 本報告で重要な次の補題を得る (Uesugi 他 [12] 参照).

補題 24 (1.2) と (1.3) を満たす (1.1) の解 $x(n)$ が 0 の周りで振動すると仮定する. ある実数
$L<0$ に対して, $x(n)\geq L,$ $n\geq n_{L}$ を満たす正の整数 $n_{L}\geq 2m$ が存在するならば, 任意の整
数 $n\geq n_{L}+2m$ に対して,

$x(n+1)\leq R_{L}$ , $n\geq nL+2m$ , および $x(n+1)\geq S_{L}$ , $n\geq n_{L}+4m$ (2.3)

となる. ただし, $R_{L},$ $S_{L}$ は次のように与えられる.

$R_{L}= \max\varphi(x)-r_{2}f(L)L\leq x\leq 0>0$ , $S_{L}= \min_{0\leq x\leq R_{L}}\varphi(x)-r_{2}f(R_{L})<0$ . (2.4)

さらに,

$S_{L}>L$ , $L<0$ (2.5)
ならば, $\lim_{narrow\infty}x(n)=0$ となる.

証明 任意の $k\geq n_{L}$ に対し, $x(k)\geq L$ を仮定する. 仮定より, $x(n+1)>0$および $x(n+1)>x(n)$
を満たす整数 $n\geq n_{L}+2m$ が存在する. このとき, 補題 23 より, $x( \underline{g}(n))=\min_{0\leq j\leq m}x(n-j)<0$

を満たす整数 $\underline{g}(n)\in[n-m, n]$ が存在する. $\underline{g}(n)-m\geq n-2m$ と (1.1)-(1.3) より,

$\{$

$x(n+1) \leq qx(n)-(_{j=0}\sum^{m}aj(n))f(x(\underline{g}(n)))$,

$qx(n) \leq q^{2}x(n-1)-q(_{j=0}^{m-1}\sum aj(n-1))f(x(\underline{g}(n)))-qa_{m}(n-1)f(L)$ ,

$q^{2}x(n-1) \leq q^{3}x(n-2)-q^{2}(\sum_{j=0}^{m-2}a_{j}(n-2))f(x(\underline{g}(n)))-q^{2}(\sum_{j=m-1}^{m}a_{j}(n-2))f(L)$ ,

.$\cdot$

.

$q^{n-\underline{g}(n)}x(\underline{g}(n)+1)\leq q^{n-\underline{g}(n)+1}x(\underline{g}(n))-q^{n}$$- \underline{g}(n)(\sum_{j=0}^{m-n+\underline{g}(n)}a_{j}(\underline{g}(n)))f(x(\underline{g}(n)))$

$-q^{n-\underline{g}(n)}( \sum_{j=m-n+g(n)+1}^{m}a_{j}(\underline{g}(n)))f(L)$

なので, 次が成り立つ.

$x(n+1)$ $\leq$ $q^{n-\underline{g}(n)+\mathrm{J}}.x( \underline{g}(n))-(\sum_{k=0}^{n-\underline{g}(n)}q^{k}\sum_{j=0}^{m-k}a_{j}(n-k))f(x(\underline{g}(n)))$

$-( \sum_{k=1}^{n-\underline{g}(n)}q^{k}\sum_{j=m-k+1}^{m}a_{j}(n-k))f(L)$

$\leq$ $\varphi(x(\underline{g}(n)))-r_{2}f(L)\leq R_{L}$ .
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$x(k+1)>R_{L}$ となる整数 $k\geq n_{L}+2m$ が存在するとき, 仮定より, $x(n+1)>0,$ $x(n+1)>$
$x(n)$ , x(n+l)>R。となる整数 $n\geq n_{L}$ が存在することになり, 矛盾する. これより, 任意の
$n\geq n_{L}+2m$ より, $x(n+1)\leq R_{L}$ を得る.
同様に, $x(n+1)<0$ かつ $x(n+1)<x(n)$ となる整数 $n\geq n_{L}+4m$ が存在すると仮定する.

補題 23 より,
$x(\overline{g}(n))=0\leq j\leq m\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}x(n-j)>0$ と次を $\grave{;^{\backslash }}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{\wedge}9^{\wedge}\text{整}$数 $\overline{g}(n)\in[n-m, n]$ が存在する.

$x(n+1)$ $\geq$ $q^{n-\overline{g}(n)+1}x( \overline{g}(n))-(\sum_{k=0}^{n-\overline{g}(n\rangle}q^{k}\sum_{j=0}^{m-k}a_{j}(n-k))f(x(\overline{g}(n)))$

$-( \sum_{k=1}^{n-\overline{g}(n)}q^{k}\sum_{j=m-k+1}^{m}a_{j}(n-k))f(L)$

$\geq$ $\varphi(x(\overline{g}(n)))-r_{2}f(R_{L})\geq S_{L}$ .
$x(k+1)<S_{L}\text{と}f_{X}\xi_{\}}\text{整}\backslash \text{数}k\geq n_{L}+4mp\grave{\grave{1}}\Gamma\mp\not\in \mathrm{E}\text{する}\neq_{\mathrm{d}}:\xi_{\supset}f3\backslash ;\backslash ,$ $\dagger R\hat{i\mathrm{E}}\text{より},$ $x(n+1)<0,$ $x(n+1)<$
$x(n),$ $x(n+1)<S_{L}\text{と}f_{X\text{る整^{}\backslash }\text{数}n\geq}n_{L}+4m\delta\grave{\grave{\}}}\dagger\neq-\mathrm{i}\not\in \text{する}--\text{と}f_{-}^{arrow}f_{\mathrm{c}}\mathrm{g}\text{り},$ $x^{\mathrm{v}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{す}\xi,$ . $arrow \text{れ_{}\mathrm{c}}\vee \mathrm{k}\text{り},$ $(\mathrm{f}$

$\mathrm{B}\mathrm{J}f\mathrm{s}_{\mathrm{Y}}^{f}.\mathit{2}n\geq n_{L}+4m\iota_{\mathrm{L}}^{\tau}n_{\backslash }\text{して},$ $x(n+1)\geq S_{L}\not\in;fp\text{る}$ . $\Sigma\Leftrightarrow-C(2.3)\text{を^{}\nearrow}4^{\mathrm{B}}\Rightarrow\backslash \text{る}$ .
$\text{さら}\iota_{\mathrm{L}}^{r},$ $\{\mathrm{f},:\ni \mathit{0})\mathrm{L}^{\backslash }\backslash L\mathrm{B}<0l’\llcorner J^{\backslash }" 0\llcorner,$ $(2.5)\text{を}lR\text{定し},$ $\underline{L}=\lim\inf x(n)\text{と}k^{\backslash }\langle$ . $\underline{L}<0fI\text{ら}l3^{\backslash \backslash };\prime S_{\underline{L}}>\underline{L}$

$narrow\infty$

$\not\supset\grave{\grave{[searrow]}}\text{成^{}\backslash }\text{り}-\backslash rightarrow[perp]’\supset$ . $\not\in:\text{れ}\Phi\check{\mathrm{x}}l_{\acute{\mathrm{c}}_{1}}l\mathrm{f}\mathrm{c}\text{意の}n\geq\overline{n}_{\underline{L}}\iota_{-}^{\vee}n\backslash \text{して},$
$x(n)\geq S_{\underline{L}}>\underline{L}\text{を^{}\backslash }(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{arrow \text{す整数^{}\prime}\overline{n}_{\underline{L}}\geq n_{\underline{L}}+2m}’\backslash$

$\hslash\grave{\grave{\}}}\mathrm{r}\neq 7\mathrm{f}^{-}\mathrm{F}\text{る}\vee-\zeta \mathrm{P}l_{\check{\mathrm{c}}}rx\#_{\mathit{2}},$ $i^{\mathrm{R}}\tau\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{す}\xi)$ . $\text{よって_{}\mathrm{J}}\underline{L}=04:\lim_{narrow\infty}x(n)=0p_{\grave{\grave{1}}}ffi\text{り}\wedge[perp]\backslash \text{つ}$. $\square$

注意 2.2 補題 21, 22 と 24 により, (1.1) の素心は一様安定である. それゆえに, $\lim_{narrow\infty}x(n)=0$

は (1.1) の零解が大域漸近安定であることを示している.

注意 23 定理 11 に対する (1.8) の $r_{1},$ $r_{2}$ と $\varphi(x)$ の定義が次の

$\{$

$r_{1}= \lim\sup_{k}\sum_{=0}^{m}q^{k}\sum_{j=0}^{m-k}a_{j}(n-k)n\prec\infty$
’ $r_{2}= \lim\sup_{k}\sum_{=1}^{m}q^{k}\sum_{j=m-k+1}^{m}a_{j}(n-k)narrow\infty$

$\varphi(x)=\overline{q}x-r_{1}f(x)$ , $\overline{q}=q^{m+1}$ , $\hat{x}=\frac{-1+\sqrt{1+4\overline{q}}}{2\overline{q}}$

(2.6)

によって置き換えられることは, 定理 1.1 の証明を少し工夫するだけで示される.

3 定理の証明

3 節では, 定理 1.1 の (1.9) と (1.10) の十分条件を示す.
$\tilde{\varphi}(x)=\overline{q}x-(r1+r_{2})f(x),$ $-\infty<x<+\infty$ とおき, $\hat{z}$ は $\tilde{\varphi}’(x)=0$ の唯一解とする. このと

き, $\tilde{\varphi}(x)$ は $(-\infty,\hat{z}]$ で狭義単調増加関数であり, $\tilde{\varphi}(x)$ は $[\hat{z}, +\infty)$ で単調減少関数である. まず,
基礎となる補題を示そう (Uesugi 他 [12; Lemma 3.1], El-Morshedy [1; Lemma 33and Theorem
3.1] 参照).

補題 3.1
$r_{1}>\overline{q}$ , かつ $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q}$ (3.1)

を仮定する. このとき, $\varphi(x)$ は唯一の極値点 $L^{*}=\ln(\overline{q}/r_{1})<0$ を持ち, それは極大点である.
さらに, $\tilde{\varphi}(x)$ は $[L^{*},\tilde{\varphi}(L^{*})]$ で狭義単調減少関数であり,

$\tilde{\varphi}([L^{*},\tilde{\varphi}(L^{*})])\subseteq[L^{*},\tilde{\varphi}(L^{*})]$ および, 任意 $\sigma$) $x\in[L^{*},\tilde{\varphi}(L^{*})]$ に対し, $S\tilde{\varphi}(x)<0$ . (3.2)
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また,

の $L^{*}\leq L<0$ に対し, $\tilde{\varphi}^{2}(L)>L$ . (3.3)

証明 $\varphi’(x)=\overline{q}-r_{1}e^{x}$ と $\tilde{\varphi}’(x)=\overline{q}-(r_{1}+r2)e^{x}$ より, (3.1) から, $\varphi(x)$ は唯一の極値点
$L^{*}=\ln(\overline{q}/r1)<0$ を持ち, それは極大点である. また, $\tilde{\varphi}’(L^{*})=-r_{2}e^{L^{*}}<0$ となる. それゆえ
に, $x\in[L^{*},\tilde{\varphi}(L‘)]$ に対し, $0>L^{*}>\hat{z}$ かつ $\tilde{\varphi}’(x)<0$ となり, $\tilde{\varphi}(x)$ は $[L^{*},\tilde{\varphi}(L^{*})]$ で狭義単調
減少関数になる. さらに, $\tilde{\varphi}’’(x)=\tilde{\varphi}’’’(x)=-(r_{1}+r_{2})e^{x}$ と

$S \tilde{\varphi}(x)(\tilde{\varphi}’(x))^{2}=\tilde{\varphi}’’’(x)\tilde{\varphi}’(x)-\frac{3}{2}(\tilde{\varphi}’’(x))^{2}=\{(\overline{q}-(r_{1}+r_{2})e^{x})-\frac{3}{2}(-(r_{1}+r_{2})e^{x})\}(-(r_{1}+r_{2})e^{x})$

$=(\overline{q}+\mapsto_{2}r_{1}+r_{2})\epsilon^{x})(-(r_{1}+r_{2})e^{x})<0$

が成り立つ.
ここで, $\hat{z}\leq x<0$ に対し, $\tilde{\varphi}(\tilde{\varphi}(x))>x$ を示そう. $\hat{z}\leq x<0$ に対し, $g_{1}(x)=\tilde{\varphi}(\tilde{\varphi}(x))-x$

とおく. $\hat{z}\leq x<0$ に対して, $0\leq$ ( $r_{1}$ 十 $r_{2}$ ) $e^{x}-\overline{q}<1$ となり,

$g_{1}(x)=\overline{q}\{\overline{q}x-(r_{1}+r_{2})(e^{x}-1)\}-(r_{1}+r_{2})\{\exp(\overline{q}x-(r_{1}+r_{2})(e^{x}-1))-1\}-x$

$=\overline{q}^{2}x+(r_{1}+r_{2})\{\overline{q}+1-(\overline{q}e^{x}+\exp(\overline{q}x-(r_{1}+r_{2})(e^{x}-1)))\}-x$

$g_{1}^{t}(x)=\overline{q}^{2}+(r_{1}+r_{2})\{-\overline{q}e^{x}-(\overline{q}-(r_{1}+r_{2})e^{x})\exp(\overline{q}x-(r_{1}+r_{2})(e^{x}-1))\}-1$

$=(\overline{q}^{2}-1)$

$+(r_{1}+r_{2})\{-\overline{q}e^{x}+((r_{1}+r_{2})e^{x}-\overline{q})\exp((r_{1}+r_{2})+\tilde{q}(x-1)-((r_{1}+r_{2})e^{x}-\overline{q})^{1},\}$

$\leq(\overline{q}^{2}-1)+(r1+r2)\{-\overline{q}e^{x}+\exp((r1+r2)+\overline{q}(x-1)-1)\}$

$\leq(\overline{q}^{2}-1)+(r_{1}+r_{2})\{-\overline{q}e^{x}+e^{\overline{q}x}\}$

$\leq(\overline{q}^{2}-1)+(1+\overline{q})(-\overline{q}+1)$

$=0$,

が成り立つ. なぜならば, $0\leq$ ( $r_{1}$ 十 $r_{2}$ ) $e^{x}-\overline{q}<1$ , また,

$r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q}$, $((r_{1}+r_{2})e^{x}-\overline{q})e^{-((r_{1}+r_{2})e^{x}-\overline{q})}\leq e^{-1}$, $-\overline{q}e^{x}+e^{\overline{q}x}\geq 0$

であり, $g_{2}(t)=t^{\overline{q}}-\overline{q}t-(1-\overline{q}),$ $0<t<1f^{\tau}-$対 $\text{し}$て, $g_{2}’(t)=\overline{q}(t^{\overline{q}-1}-1)>0$ である. よって,
$g_{2}(t)<g_{2}(1)=0$ となることから言える. このとき, $g_{1}(x)<g_{1}(0)=0$ であり, $\hat{z}\leq x<0$ に対
して, $\tilde{\varphi}(\tilde{\varphi}(x))>x$ となる. したがって, 与式 (3.2), (3.3) を得る. 口

補題 3.1 は $0<r_{1}\leq 2$ かつ $r_{2}=0$ のとき, Jim $x(n)=0$ となることを示して $\acute{\mathrm{v}}^{\backslash }$る. E1-Morshedy
[1; Lemma 33] により, 任意の $0<R\leq\tilde{\varphi}(L^{*})$ に対して, $\tilde{\varphi}^{2}(R)<R$ が成り立つ.

(1.9) の後半の条件に関し, 次の補題を得る. ここで, $\hat{x}$ は $\overline{q}x^{2}+x-1=0$ 正の解であること
に注意.

補題 32

$r_{1}>\overline{q}$ , $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q}$ , かつ $\frac{r_{1}+r_{2}}{\overline{q}}(\frac{\overline{q}}{r_{1}})^{\overline{q}}e^{r_{1}+r_{2}-\overline{q}}\leq\frac{e^{\hat{x}}}{1-\hat{x}}$ (3.4)

を仮定する.
a) $L\leq 0$ に対し,

$G_{1}(L)=\varphi(\overline{R}_{L}^{*})-r_{2}f(\overline{R}_{L}^{*})-L$, かつ $\overline{R}_{L}^{*}=\varphi(L^{*})-r2f(L)$ (3.5)

とおく, このとき, 次が成り立つ.
i) $\lim_{Larrow-\infty}G_{1}(L)=+\infty$ .
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$\mathrm{i}\mathrm{i})G_{1}(L^{*})=\tilde{\varphi}^{2}(L^{*})-L^{*}>0$ .
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ Jim $G_{1}’(L)=-1,$ $G_{1}’(L^{*})<0$ . また, $\tilde{L}<0$ に対し, $G_{1}’’(\tilde{L})=0$ のとき, $G_{1}’(\tilde{L}\rangle$ $\leq 0$ とな

$Larrow-\infty$

る.
よって, 任意の $L\leq L^{*}$ に対し, $G_{1}’(L)\leq 0$ となり, $G_{1}(L)>0$ となる.
b) $L\leq 0$ に対し,

$G_{2}(L)=\varphi(\overline{R}_{L})-r2f(\overline{R}_{L})-L$ , かつ $\overline{R}_{L}=\varphi(L)-r_{2}f(L)$ (3.6)
とおく. このとき, 任意の $L^{*}\leq L<0$ に対し, $G_{2}(L)=\tilde{\varphi}^{2}(L)-L>0$ となる.

(1.9) の前半の条件に関し, 以下の 2 つの補題を得る.

補題 3.3

$r_{1}$ く $\overline{q}$, $r_{2}\leq 1$ , かつ $\frac{r_{\mathrm{I}}+r_{2}}{\overline{q}}e^{r_{2}}\leq\frac{e^{\hat{x}}}{1-\hat{x}}$ (3.7)

を仮定する このとき, $\varphi(x)$ は唯一の極値点 $R^{*}=\ln(\overline{q}/r_{1})>0$ を持ち, それは極大点である.
a) $-\infty<\hat{L}<0$ (ま $\varphi(-r_{2}f(\hat{L}))=0$ によって唯一定まる. $L\leq 0$ に対し,

$G_{3}(L)=\varphi(\overline{R}_{L})-r_{2}f(\overline{R}_{L})-L$ , かつ $\overline{R}_{L}=-r_{2}f(L)$ (3.8)
とおく. このとき, 次が成り立つ.
i) $\lim_{Larrow-\infty}G_{3}(L)=+\infty$ .
$\mathrm{i}\mathrm{i})G_{3}(0)=0$ .
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\lim_{Larrow-\infty}G_{3}’(L)=-1,$ $G_{3}’(0)<0$ 乃 xっ, $\tilde{L}<0$ に対し, $G_{3}’’(\tilde{L})=0$ のとき, $G_{3}’(\tilde{L})\leq 0$ となる.

よって, 任意の $L\leq\hat{L}$ に対し, $G_{3}’(L)\leq 0$ となり, $G_{3}(L)>0$ となる.
b) $L\leq 0$ に対し,

$G_{4}(L)=-r_{2}f(-r_{2}f(L))-L$ (3.9)
とおく. このとき, 任意の $\hat{L}<L<0$ に対して, $G_{4}(L)>0$ となる.

$r_{2}\leq 1$ の必要十分条件は一 $r_{\mathit{2}}f(-r_{2}f(L))>L$ であることに注意しよう. その理由は, $r_{2}>1$

のとき, $G_{4}(0)=0$ かつ $G_{4}’(0)=r_{2}^{2}-1>0$ が成り立ち, これは任意の $L_{0}<L<0$ に対し,
$G_{4}(L)<0$ となる十分小さい一 $L_{0}>0$ が存在することを意味しているからである.

補題 34

$r_{1}=\overline{q}$ , $r_{2}\leq 1$ , カ $1\text{つ}$ $\frac{\overline{q}+r_{2}}{\overline{q}}e^{r_{2}}\leq\frac{e^{\dot{x}}}{1-\hat{x}}$ (3.10)

を仮定する. このとき, $\varphi(x)$ は唯一の極値点 $R^{*}=0$ を持ち, それは極大点である. rl=q- とな
る (3.8) の $G_{3}(L)$ は, 任意の $L<\hat{L}=0$ に対し, $G_{3}(L)>0$ となる.

定理 1.1 の証明 0<rl\leq l+q- かつ $r_{2}=0$ , また, (3.4), (3.7) と (3.10), のそれぞれの場合に
対し, 各補題 3.1-3.4 は補題 2.4 の条件 (2.5) を満足するので, $\lim_{narrow\infty}x(n)=0$ を示している. ゆえ
に, 注意 22, 次の補題 3.5 と定理 A から, 定理 1J が示される. 口

(L1O) の条件に関し, 次の補題を得る.

補題 35 $f(x)=e^{x}-1$ に対し,

$\{$

$r_{1}\leq\overline{q}$ のとき, $r_{1}+r2\leq 1+\overline{q}/2$ , もしくは $r_{2}\leq 1,$ $[perp]_{q}r \pm\underline{r}_{2}r_{2}\wedge e>\frac{e^{\dot{x}}}{1-\hat{x}}$
$\hslash$ } $\mathrm{c}G_{3}(\delta)>0$ ,

$r_{1}>\overline{q}$ のとき, $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q},$ $-r \mapsto+rA(\begin{array}{l}-4_{-}r_{1}\end{array})\overline{q}e\overline{q}r_{1}+r_{2}-\overline{q}>\frac{e^{x}}{1-\hat{x}}$ かっ $G_{1}(\alpha)>0$

(3.11)
を仮定する. ただし, $G_{1}(x),$ $G_{3}(x),$ $\alpha,$

$\delta$ は定理 1.1 で $i\mathbb{E}rightarrow \text{義}$ されたものである. このとき, (L1) の
零解は大域漸近安定である.
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4 応用例

次の遅延微分方程式は動物の血液セルの再生モデルとして知られる (Wazewska-Czyzewska and
Lasota[13] 参照).

$\frac{dN(t)}{dt}=-\alpha N(t)+\sum_{j=0}^{m}\beta_{j}e^{-\nu N(t-\tau_{j})}$ , $t\geq 0$ , $\alpha,$ $\beta_{j},$ $\tau_{j}\geq 0$ , $l/,$ $\beta=\sum_{j=0}^{m}\beta_{j}>0$ . (4.1)

この差分版である次の離散 Wazewska-Czyzewska and Lasota モデルを考える.

$y_{n+1}=qy_{n}+ \sum_{j=0}^{m}\beta_{j}e^{-\gamma y_{n-j}}$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$ . (4.2)

ただし, $0<q\leq 1,$ $\gamma>0,$ $\beta_{j}\geq 0,$ $\beta=\sum_{j=\text{。}^{}m}\beta j>0$ とする.
$0<q<1$ となる (4.2) に対しては, Karakostas, Philos and Sficas [3] によって, (4.2) の正の平

衡点を $y^{*}$ とおくと, 次の条件が満たされたときに $y^{*}$ はすべての正の解に対する大域吸引性を持
つことが知られている.

$\beta\gamma\leq(1-q)e$ . (4.3)

特に, $\gamma y^{*}\leq 1$ ならば,

$\frac{\beta\gamma e^{-1}}{1-q}\leq\frac{\beta\gamma e^{-\gamma y}}{1-q}$

.
$=\gamma y^{*}\leq 1$

で (4.3) は満たされる. ここで,

$x(n)=\gamma(y^{*}-y_{n})$ (4.4)

とおくとき, (4.2) は次のように (L1) の形に書き直される. ただし, $0<q\leq 1$ である.

$x(n+1)=qx(n)- \gamma\sum_{\mathrm{i}=0}^{m}\beta_{j}e^{-\gamma y^{*}}(e^{x(n-j)}-1)$ . (4.5)

この場合, $f(x)=e^{x}-1$ に対して, (1.2) が成立し, また, $aj(n)=\gamma\beta je^{-\gamma y^{\mathrm{r}}})0\leq j\leq m$ に対し
て, (1.3) を満足する.
定理 1.1 は (4.5) に対し, $0<q\leq 1$ および, $-\infty<x(n)<\infty$ で零解が大域漸近安定であ
るための十分条件を考え, また, 条件 $r_{1}+r_{2}\leq 1+\overline{q}$ は, $(1 -\overline{q})\gamma y^{*}\leq 1+q$ , したがって,

$\beta\gamma\leq(1-q)_{\hat{q}}\frac{1+}{1-}\overline{q}e^{\gamma y^{*}}$ と同値である. 一方, (4.4) で $y_{n}>0$ に制限すると, $x(n)<\gamma y^{*}$ となり,
Tkachenko and nofimchuk [10] の一般化 Yorke 条件 (1.6) が適用できるためには, $\gamma y^{*}\leq 1$ つま
り, (4.5) で $x(n)<1$ という制限と (1.7) という条件が付く.
次に, ‘Nicolson’s blowffies’遅延微分方程式の離散版を考える (たとえば, Gy\"ori and Tro丘mchuk

[2] 参照).

$y_{n+1}=qy_{n}+ \sum_{j=0}^{m}\beta_{j}y_{n-j}e^{-y_{n-j}}$ , $\beta_{j}\geq 0$ , $lf= \sum_{j=0}^{m}\beta_{j}>0$ . (4.6)

$y^{*}$ を $(1 -q)y^{*}=\beta y^{*}e^{-y^{*}}$ によって決まる唯一の平衡点 $y^{*}>0$ とし, $x(n)=y^{*}-y_{n},$ $n\geq-m$

に対して, (4.6) により, 次が成り立つ.

$x(n+1)=qx(n)- \sum_{j=0}^{m}\beta_{j}\{(y^{*}-x(n-j))e^{-(y^{*}-x(n-j\rangle)}-y^{*}e^{-y^{*}}\}$ . (4.7)
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ここで,

$fj(x)=(1- \frac{x}{y})*e^{x}-1$ , $aj(n)=y^{*}e^{-y^{*}}\beta j$ , $0\leq j\leq m$ (4.8)

とおくと, (4.7) は (L1) のように書き直され, $f(x)=e^{x}-1$ に対して, (1.2) が成立し, また,
(1.3) を満足する. このとき, (4.7) に定理 1.1 を適用できる.

$q=1$ の場合の (1.9) を満足する $(r1, r2)$ の範囲を示す図 1 より考察されるように, $0<q\leq 1$ に対
する (1.1) 9零解が大域漸近安定となる十分条件を与える定理 1.1 は, Tkachenko and hofimchuk
[10] の (1.7) 等の制限のある従来の結果に比べて, 大幅な改良となっている.
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