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1 序
本研究では, 次の齢構造化個体群モデルのダイナミクスについて調べる :

$\mathrm{x}(t+1)=L[\mathrm{x}(t)]\mathrm{x}(t)$ . (1)

ここで, $\mathrm{x}=$ ( $x_{0},$ $x_{1},$ $\ldots$ , T\supset ユー 1)T であり, $L[\mathrm{x}]$ は次のような行列値関数である :

$L[\mathrm{x}]=\ovalbox{\tt\small REJECT}\hat{s}0\sigma_{0}0.\cdot(\mathrm{x})00$

$\hat{s}_{1}\sigma_{1}.\cdot.$

(x)$000^{\cdot}$ .. $\hat{s}_{n-2}\sigma_{n-2}.\cdot.(\mathrm{x})000$ $f\hat{s}-1\sigma_{0}.\cdot.n-1(n_{0}\mathrm{x})0)$ .

この行列は Leslie行列の特殊な場合である (Leslie行列モデルについては例えば [2, 3, 14, 21, $22|$

を参照). $t$ の単位時間を 1 年として考えると, $\hat{s}_{i}\sigma_{i}(\mathrm{x})$ は年齢 $i$ の個体の生存率であり, $f$ は

年齢 $n-1$ の個体の出生数である. $\sigma_{i}(\mathrm{x})$ は $\mathrm{x}$ の関数であるから, 生存率は個体群密度に依存
して決まる. また $\sigma_{n-1}(\mathrm{x})$ は $s_{n-1}$ の密度依存関数として考えることも $fs_{n-1}$ の密度依存関数と

して考えることもできる. このモデルでは, 最終齢 ($n-1$ 歳) の個体しか子供を産むことが

できないモデルである. このように, 一生のうち 1度だけしか繁殖しない戦略は 1 回繁殖戦略

(semelparous) と呼ばれており, 昆虫やサケなどによく見られる.
行列 $L[\mathrm{x}]$ が上記のように非原始的である場合, 座標面から離れない軌道が存在することが知
られている ([15]参照). さらに, 上記のように非原始性の指数が $n$ の場合, 座標軸を順番に巡っ

ていく軟道が存在することが分かる. このような軌道は single-year-class 軌道 [9] とか singte-

class軌道 [5] と呼ばれおり (以下では SYC軌道と呼ぶ), 周期昆虫のように何年かに一度一斉
に羽化する昆虫の個体群動態に対応する軌道である. そのため, 方程式 (1) が持つ SYC軌道が
どのような条件下で安定になるのがが興味を持たれている ([1, 5, 6, 7, 9, 12, 16, 17, 18, 20, 23]

参照). 次の節では一般の $n$ に対して分かっている方程式 (1) の性質を列挙し, SYC軌道の安
定性に関する結果を述べる. 第 3 節から $n=3$ かつ $\sigma_{i}(\mathrm{x})=\exp(-\sum_{i=0}^{n-1}a_{ij}x_{j})$ の場合に着目

し, SYC軌道を結ぶヘテロクリニックサイクルの存在と安定性について調べる.
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2 準備
記号をいくつか導入する. $I=\{0,1, \ldots, n-1\}$ とする. $\mathrm{x}=(x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n-1})^{\mathrm{T}}$ , $\mathrm{y}=$

$(y_{0}, x_{1}, \ldots, y_{n-1})^{\mathrm{T}}$ とする. 全ての $i\in I$ に対して, $x_{i}\leq y_{i}$ のとき $\mathrm{x}\leq \mathrm{y},$ $x_{i}\leq y_{i}$ かつ $\mathrm{x}\neq \mathrm{y}$

のとき $\mathrm{x}<\mathrm{y}$ と書く. また, $| \mathrm{x}|=\sum_{i\in I}x_{i}$ とする. 原点を 0 とする. $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}=\{\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{n}$ : $x0\geq$

$0,$ $x_{1}\geq 0,$
$\ldots,$

$x_{n-1}\geq 0\}$ であるなら, $\mathrm{x}>0\Leftrightarrow|\mathrm{x}|>0$ である.

パラメータは次の条件を満たしていると仮定する :

$s_{0},$ $s_{1},$ $\ldots)s_{n-2}\in(0,1],$ $s_{n-1}>$ Cl

ただし, $s_{0}=\hat{s}_{0},$ $s_{1}=\hat{s}_{1},$
$\ldots$ , $s_{n-2}=\hat{s}_{n-2},$ $s_{n-1}=f\hat{s}_{n-1}$ である. 関数 $\sigma_{i}$ は次の条件を満たし

ていると仮定する :

(H1) $\sigma_{i}$ : $\mathbb{R}_{+}^{n}arrow(0,1]$ は $\sigma_{i}(0)=1$ を満たす連続関数

(H2) 次の (i) または (ii) が成り立つ: (i) $k\in(\mathrm{O}, 1)$ と $K>0$ が存在し, $|\mathrm{x}|\geq K$ を満たす全て
の $\mathrm{x}\geq 0$ に対して $s_{n-1}\sigma_{n-1}(\mathrm{x})\leq k^{n}$ が成り立つ; (ii) $\sigma_{i}(\mathrm{x})x_{i},$ $\mathrm{i}\in I$ のうち少なくとも 1
っは上に有界 ;

(H3) 任意の $K>0$ に対して $k\in(0,1)$ と $\mathrm{i}\in I$が存在し, $|\mathrm{x}|\geq K$ を満たす全ての $\mathrm{x}\geq 0$ に対

して $\sigma_{i}(\mathrm{x})\leq k$ .

これらの仮定の下で, 非負錘 $\mathbb{R}_{+}^{n}$ は明らかに正不変である. つまり, 個体数が負になることは
ない. 以下では, 仮定 $(\mathrm{H}1)-(\mathrm{H}3)$ の下で, 方程式 (1) が持つ性質を述べる (証明は [18] 参照).

(1) の散逸性を次のように定義する.

定義 1(散逸性). 初期値に依存しない定数 $D>0$ が存在して, $\mathrm{x}(0)\geq 0$ を満たす全ての解
$\{\mathrm{x}(t)\}_{t\in \mathrm{z}_{+}}$ に対して $\lim\sup_{\mathrm{t}arrow\infty}|\mathrm{x}(t)|\leq D$であるとき, (1) は散逸的であるという.

(!) が散逸的であるならば, 個体群密度が無制限に増加することはないことが保証される. 実
際, 次の命題が成り立つ,

命題 2. (1) は散逸的である.

また, (1) の基本再生産数 $\mathcal{R}_{0}$ は $\mathcal{R}_{0}=s_{0}s_{1}\cdots s_{n-1}$ であることがすぐに分かる $([2, 3, \mathrm{S}, 11]$

参照). この基本再生産数は密度依存がないときに垣固体が一生の問に生む子供の数を表して
いる. この基本再生産数が 1 より小さい場合, 個体群は絶滅すると予想される. 実際, 次の命
題が成り立つ.

命題 3. (1) の自明平衡点 0が大域漸近安定であるための必要十分条件は $\mathcal{R}_{0}\leq 1$ である.

逆に基本再生産数が 1 よりも大きい場合, 個体群は存続しそうである. 次のようにパーマネ
ンスという概念を導入すると, 命題 5 のように個体群はパーマネンスの意味で存続することが
分かる.

定義 4(パーマネンス). 初期値に依存しない定数 $\delta>0$が存在して, $\mathrm{x}(\mathrm{O})>0$ を満たす全ての
解 $\{\mathrm{x}(t)\}_{t\in \mathbb{Z}_{+}}$ に対して

$\delta\leq\lim \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}tarrow\infty|\mathrm{x}(t)|\leq\lim_{tarrow}\sup_{\infty}|\mathrm{x}(t)|\leq\frac{1}{\delta}$

が成り立つとき, (1)+!パーマネンスであるといわれる.
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命題 5. (1) がパーマネンスであるための必要十分条件は $\mathcal{R}_{0}>1$ である.

$\mathbb{R}_{+}^{n}$ における, $x_{i}$ 軸上の点の集合を瓦 $=$ { $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ ; 全ての $j\neq \mathrm{i}$ に対して $x_{j}$ $=0$ } と定義す
る. それらを全て足し合わせた集合を $F=\mathrm{U}=F_{i}$ とする, $X(\delta)=\{\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n} : \delta\leq|\mathrm{x}|\leq 1/\delta\}$

とし, $F(\delta)=F\cap X(\delta)$ とする.
$X$ を距離空間とし, 連続関数 $f$ : $Xarrow X$ によって生成される離散力学系を考える. $M\subseteq X$

とする. $M$ の近傍 $U$が存在し, 全ての $\mathrm{x}\not\in M$ に対して $T=T(\mathrm{x})>0$が存在し, 全ての $t\geq T$

に対して $f^{t}(\mathrm{x})\not\in U$ となるなら, $M$ はりペラーであるという. $U\subset X$ とする. 全ての $\mathrm{x}\in U$

に対して $\omega(\mathrm{x})\subseteq M$ なら $U$ をアトラクトするという. 以下の命題は $S$ がりペラーになるため

の条件と, ある $\delta>0$ が存在して, 任意の $\epsilon\in(0, \delta)$ に対して, $F\backslash O$ の最大のコンパクト不変
集合が $F(\epsilon)$ のある近傍をアトラクトするための条件を与えている.

命題 6. $\mathcal{R}_{0}>1$ とする. 次の不等式が成り立つなら, $F$ はりペラーである :

$\sigma_{i}(\mathrm{x})\leq\min_{j\in I\backslash \{i\}}\{\sigma_{j}(\mathrm{x})\}$
, $\forall \mathrm{x}\in F_{i},$ $\forall \mathrm{i}\in I$ .

ただし, 狭義の不等式が少なくとも 1 つ成り立つ.

命題 7. $\mathcal{R}_{0}>1$ とする. $M$ を $F\backslash O$ の最大のコンパクト不変集合とする. 次の不等式が成り立
つなら, ある $\delta>0$ が存在し, 任意の $\epsilon\in(0, \delta)$ に対して $M$ は $F(\epsilon)$ のある近傍をアトラクト

する :

$\sigma_{i}(\mathrm{x})\geq\max_{\in jI\backslash \{i\}}\{\sigma_{j}(\mathrm{x})\}$ , $\forall \mathrm{x}\in F_{i},$ $\forall \mathrm{i}\in I$ .

ただし, 狭義の不等式が少なくとも 1 つ成り立つ.

$\sigma_{i}(\mathrm{x})=\exp(-\sum_{i=}^{n-t}\sim x_{j})$ なら, 命題 6 と 7 の不等式はそれぞれ次のとき成り立つ :

$a_{ii} \geq\max\{a_{ji}\}j\in I\backslash \{i\}$ ’
$\mathrm{i}=0,1,$

$\ldots,$ $n-1$ ,

$a_{ii} \leq\min_{j\in I\backslash \{i\}}\{a_{ji}\}$ , $\mathrm{i}=0,1,$
$\ldots,$ $n-1$ .

3 ヘテロクリニックサイクルの存在
$n=3$ の場合, 方程式 (1) tよ次のように書ける :

$\{$

$x_{0}(t+1)$ $=$ $s_{2}\sigma_{2}(x_{0}(t), x_{1}(t),$ $x_{2}(t))x_{2}(t)$

$x_{1}(t+1)$ $=$ $s_{\mathrm{r})}\sigma_{0}(x_{0}(t), x_{1}(t)\}x_{2}(t))x_{0}(t)$

$x_{2}(t+1)$ $=$ $s_{1}\sigma_{1}(x_{0}(t)_{7}x_{1}(t), x_{2}(t))x_{1}(t)$ .

(2)

本節では瑞 , $F_{1},$ $F_{2}$ を結ぶヘテロクリニックサイクルの存在について考える. [1] では $F_{0}$ , $F_{1}$ , $F_{2}$

の 3周期点を結ぶヘテロクリニックサイクルが数値計算によって発見されており, [4] ではその

存在が数学的に証明されている. そこで, 以下では, $F_{0},$ $F_{1},$ $F_{2}$ を結ぶ一般的なヘテロクリニッ
クサイクルが存在するための具体的な条件を与える. 命題 6 と 7 の条件の下では, $F_{0},$ $F_{1},$ $F_{2}$ を

結ぶヘテロクリニックサイクルが存在しないことに注意する.
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方程式 (2) から

$\{$

$x_{0}(t+3)$ $=$ $R_{0}\sigma_{2}(\mathrm{x}(t+2))\sigma_{1}(\mathrm{x}(t+1))\sigma_{0}(\mathrm{x}(t))xo(t)$

$x_{1}(t+3)$ $=$ $R_{0}\sigma_{0}(\mathrm{x}(t+2))\sigma_{2}(\mathrm{x}(t+1))\sigma_{1}(\mathrm{x}(t))x_{1}(t)$

$x_{2}(t+3)$ $=\mathcal{R}_{0}\sigma_{1}(\mathrm{x}(f+2))\sigma_{0}(\mathrm{x}(t+1))\sigma_{2}(\mathrm{x}(t))x_{2}(t)$

が得られる. 方程式 (2) の右辺を $f$ とすれば, 上の式は

$\{$

$x_{0}(t+3)$ $=$ $R_{0}\sigma_{2}(f^{2}(\mathrm{x}(t)))\sigma_{1}(f(\mathrm{x}(t)))\sigma_{0}(\mathrm{x}(t))X\mathrm{o}(t)$

$x_{\mathrm{I}}(t+3)$ $=$ $\mathcal{R}_{0}\sigma_{0}(f^{2}(\mathrm{x}(t)))\sigma_{2}(f(\mathrm{x}(t)))\sigma_{1}(\mathrm{x}(t))x_{1}(t)$

$x_{2}(t+3)$ $=$ $R_{0}\sigma_{1}(f^{2}(\mathrm{x}(t)))\sigma_{0}(f(\mathrm{x}(t)))\sigma_{2}(\mathrm{x}(t))x_{2}(t)$

と書くことができ, $f^{3}$ のダイナミクスは 3 次元の Kolmogorov型生態系モデルに従うことが分
かる. また, 初期値が $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3}$のとき, (2) の解は次のように 2 次元の非自励 Kolmogorov
型生態系モデルに従っていると見ることができる ($n=2$ の場合については [9, 10] を参照).

例えば, 初期値が $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{0}(0)=0$ のとき, 解は

$\{$

$x_{0}(1)$ $=$ $s_{2}\sigma_{2}(0_{i}x_{1}(0), x_{2}(0))x_{2}(0)$

$x_{1}(1)$ $=$ $0$

$x_{2}(1)$ $=$ $s_{1}\sigma_{1}(0, x_{1}(0))x_{2}(0))x_{1}(0)$

$\{$

$x_{0}(2)$ $=$ $s_{2}\sigma_{2}(x_{0}(1), 0, x_{2}(1))x_{2}(1)$

$x_{1}(2)$ $=$ $S0^{\sigma}\mathrm{o}(x_{0}(1), 0, x_{2}(1))x_{0}(1)$

$x_{2}(2)$ $=$ 0

$\{$

$x_{0}(3_{\mathit{1}}^{\backslash }$ $=$ $0$

$x_{1}(3)$ $=$ $s_{0}\sigma_{0}(x_{0}(2)7x_{1}(2), 0)x_{0}(2)$

$x_{2}(3)$ $=$ $s_{1}\sigma_{1}(x_{0}(2))x_{1}(2),$ $0)x_{1}(2)$

を満たしている. そのため, $m$ を整数として $t=3m$ のとき $(u(t), v(t))=(x_{1}(t), x_{2}(t)),$ $t=$

$3m+1$ のとき $(u(t), v(t))=(x_{2}(t), x_{0}(t)),$ $t=3m+2$ のとき $(u(t), v(t))=(x_{0}(t), x_{1}(t))$ とお

くと, $(u(t), v(t))$ は次の 2次元の非自励 Kolmogorov型生態系モデルに従うことが分かる :

$\{$

$u(t+1)$ $=$ $gt(u(t),$ $v(t))u(t)$

$v$ ( $t$ 十 1) $=$ $h_{t}(u(\ell),$ $v(t))v(t)$ .

ここで, $g_{t}(u, v)_{)}h_{t}(u, v)$ は次の関数である : $m$ を整数として

$t=3m$ のとき $g_{t}(u, v)=s_{1}\sigma_{1}(0, u, v)$ , $h_{t}(u, v)=s_{2}\sigma_{2}(0, u, v)$

$t=3m+1$ のとき $g_{t}(u, v)=s_{2}\sigma_{2}(v, 0, u)$ , $h_{t}(u, v)=s_{0}\sigma_{0}(v, 0, u)$

$t=3m+2$ のとき $g_{t}(u, v)=s_{0}\sigma_{0}(u, v, 0)$ , $h_{t}(u, v)=s_{1}\sigma_{1}(u, v, 0)$ .

初期値を $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{1}(0)=0$ としたときも, $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{2}(0)=0$ としたときも位相
が異なるだけで, 解は 2次元の非自励 Kolmogorov型生態系モデルに従うことが分かる, また,
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$\sigma_{i}(x_{0}, x_{1\}}x_{2})=\exp(-\sum_{j=0}^{2}\sim x_{j})$ のとき, この 2 次元の非自励 Kolmogorov型生態系モデルは
2次元の非自励 Lotka-Volterra モデルになる. つまり, 適当にパラメータを新しい記号で書き
直すと,

$\{$

$u(t+1)$ $=$ $\exp[r(t)-a(t)u(t)-b(t)v(t)]u(t)$

$v(t+1)$ $=$ $\exp[s(t)-c(t)u(t)-d(t)v(t)]v(t)$
(3)

と書ける. ただし, $r(t),$ $s(t),$ $a(t),$ $b(t),$ $c(t),$ $d(t)$ は周期 3で変動する. 具体的には, $r(t)=\ln s_{1},$ $r(t+$

$1)=\ln s_{2},$ $r(t+2)=\ln s_{0},$ $s(t)=\ln s_{2},$ $s(t+1)=\ln s_{0},$ $s(t+2)=\ln s_{1},$ $a(t)=a_{11},$ $a(t+1)=$

$a_{22},$ $a(t+2)=a_{00},$ $b(t)=a_{12}$ , b(t十 $1$ ) $=a_{20)}b(t+2)=a_{01},$ $c(t)=a_{21}$ , c(t十 $1$ ) $=a_{02},$ $c(t+2)=a_{10}$ ,
$d(t)=a_{22},$ $d(t+1)=a_{00},$ $d(t+2)=a_{11}$ であり, 方程式 (2) の初期値が $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{0}(0)=0$

のときは $t=3m,$ $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{1}(0)=0$ のときは $t=3m-1,$ $\mathrm{x}(0)\in \mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3},$ $x_{2}(0)=0$ の

ときは $t=3m-2$ である ( $m$ は整数).

方程式 (3) について次のことが示せる.

定理 8. $\hat{r}=r(0)+r\langle 1$ ) $+r(2)>0$ かつ $\hat{s}=s(0)+s(1)+s(2)>0$ とする.

(i) 任意の $\mathrm{i}=0,1,2$ に対して $\hat{s}a(\mathrm{i})/\hat{r}>c(i),\hat{s}b(\mathrm{i})/\hat{r}>d(\mathrm{i})$ なら, 任意の $u(0)>0,$ $v(0)>0$

に対して $\lim_{\mathrm{t}arrow\infty}u(t)=0$ .
(ii) 任意の $\mathrm{i}=0,12\rangle$ に対して $\hat{s}a(\mathrm{i})/\hat{r}<c(\mathrm{i}))\hat{s}b(\mathrm{i})/\hat{r}<d(\mathrm{i})$ なら, 任意の $u(0)>0,$ $v(0)>0$

に対して $\lim_{tarrow\varpi}v(t)=0$ .

証明の概略. 方程式 (3) から

$\{$

$u(t+3)$ $=$ $\exp[\sum_{i=t}^{t+2}(r(i)-a(i)u(i)-b(i)v(i))]u(t)$

$v(t+3)$ $=$ $\exp$ [\Sigma :二 j $(s(i)-c(i)u(i)-d(i)v(i))$] $v(t)$

である. この式から,

$\frac{u(t+3)^{\hat{s}/\hat{r}}}{v(t+3)}$ $=$ $\exp\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{i=t}^{t+2}\{-(\frac{\hat{s}}{\hat{r}}a(i)-c(i))u(\overline{\iota})-(\frac{\hat{s}}{\hat{r}}b(i)-d(\mathrm{i}))v(i)\}\ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{u(t)^{\hat{s}f\hat{r}}}{v(t)}$

を得る. 解は一様終局有界であり, $\hat{r}=r(0)+r(1)+r(2)>0$ かつ $\hat{s}=s(0)+s(1)+s(2)>0$

のとき原点はリペラーであるから, 定理の結論を得ることができる.

口

$\omega_{G}(\mathrm{x})$ と $\alpha_{G}(\mathrm{x})$ をそれぞれ点 $\mathrm{x}$ を通る $G:=f^{3}$ の軌道のオメガ極限集合とアルファ一極限集
合とする (オメガ極限集合とアルファ一極限集合の定義については [13] を参照). $\mathrm{i},i\in I,$ $i\neq j$

とし, 全ての $k\in I\backslash \{\mathrm{i},j\}$ に対して $x_{k}=0$ である点 $\mathrm{x}\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ の集合を $F_{i}\mathrm{x}F_{j}$ と書く. 上の定

理から次の定理を導くことができる.

定理 9. $\mathcal{R}_{0}>1$ とする.

(i) 次の条件が成り立つとする :

$a_{20}>a_{00}>a_{10}$ , $a_{01}>a_{11}>a_{21}$ , $a_{12}>a_{22}>a_{02}$ .
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このとき, 任意の $\mathrm{x}\in(F_{i}\mathrm{x}F_{i+1})\backslash F$ に対して, $\omega_{G}(\mathrm{x})\subset F_{i}\backslash O$ である ($F$ の添字は 3 を法とし
て考える).

(ii) 以下の条件が成り立つとする :

$a_{20}<a_{00}<a_{10)}$ $a_{01}<a_{11}<a_{21}$ , $a_{12}<a_{22}<a02$ .

このとき, 任意の $\mathrm{x}\in(F_{i}\cross F_{i+1})\backslash F$ に対して, $\omega_{G}(\mathrm{x})\subset F_{i+1}\backslash O$ である ($F$ の添字は 3 を法と
して考える).

注意: 上の定理の (i) では, $(F_{i}\mathrm{x}F_{i+1})\backslash F$上の正軌道は全て座標軸 $F_{i}$ に収束することだけを述べ
ており, $F_{i+1}$ に収束する負軌道の存在については言及していない. つまり, $F_{i}$ と $F_{i+1}$ を結ぶヘ
テロクリニック軌道の存在については述べていない. しかし, $F$ 上に双曲型の周期解がある場
合, 安定多様体定理をその双曲型の周期解に適用すると, $\omega_{G}(\mathrm{x})\subseteq F_{i}\backslash O$ かつ $\alpha_{G}(\mathrm{x})\subset F_{i+1}\backslash O$

となる $\mathrm{x}\in(F_{i}\mathrm{x}F_{i+1})\backslash F$が存在することがいえる.

4 ヘテロクリニックサイクルの安定性
$S=\mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{3}$ とし, $S(\delta)=S\cap X(\delta)$ とする. 以下の定理は $S$ がりペラーになるための条件と,

ある $\delta>0$ が存在して, 任意の $\epsilon\in(0, \delta)$ に対して $S\backslash O$ の最大のコンパクト不変集合が $S(\epsilon)$ の

ある近傍をアトラクトするための条件を与えている.

定理 10. $\mathcal{R}_{0}>1$ とし, $a_{20}>a_{00}>a_{10},$ $a_{01}>a_{11}>a_{21},$ $a_{12}>a_{22}>a_{02}$ または $a_{20}<a_{00}<$

$a_{10},$ $a_{01}<a_{11}<a_{21},$ $a_{12}<a_{22}<a_{02}$ が成り立つとする.

(i) 以下の条件が成り立つとき, $S$ はりペラーである;

$a_{00}> \frac{a_{10}+a_{20}}{2}$ , $a_{11}> \frac{a_{01}+a_{21}}{2}$ , $a_{22}> \frac{a_{02}+a_{12}}{2}$ .

(ii) $M$ を $S\backslash O$ の最大のコンパクト不変集合とする. 以下の条件が成り立つとき, $\delta>0$ が存
在して, 任意の $\epsilon\in(0, \delta)$ に対して $M$ は $S(\epsilon)$ のある近傍をアトラクトする:

$a_{00}< \frac{a_{10}+a_{20}}{2}$ , $a_{11}< \frac{a_{01}+a_{21}}{2}$ , $a_{22}< \frac{a_{02}+a_{12}}{2}$ .

証明の概略 システムはパーマネンスであるから, ある $\delta>0$ が存在して, 任意の $\epsilon\in(0, \delta)$ に

対して $X(\epsilon)$ は吸収的であることが分かる. そのため, $\gamma^{+}(X(\epsilon))$ は前方不変なコンパクト集合
となる. 連続関数 $P:\gamma^{+}(X(\in))arrow\gamma^{+}(X(\epsilon))$ を $P(\mathrm{x})=x_{0}x_{1}x_{2}$ と定義し, (i) の場合は $S(\epsilon)$ 近
傍で $P$ が解に沿って平均的に減少していくことを示し, (ii) の場合は $S(\epsilon)$ の近傍で平均的に増
加することを示す.

ロ

注意 : 上の定理の (ii) では, $S(\epsilon)$ 近傍の解が $M$ に収束することを述べているが, 収束する先
が $S\backslash O$ 上のヘテロクリニックサイクルかどうかは分からない. しかし, $S\backslash O$ 上の最大のコン
パクト不変集合 $M$ が $F\backslash O$ 上の双曲型の周期解とそれを結ぶヘテロクリニック軌道により成っ
ている場合, Butler-M cGehee の補題を使うことによって $S\backslash O$ に収束する軌道のオメガ極限集
合は $M$ 自身であることを示すことが出来る.
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