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偏極代数多様体の安定性と特殊計量の存在との関係については「小林-ヒッチン対
応の重力場版」が知られており, Yau の予想とも呼ばれている. 特殊計量として定ス
カラー曲率をもつケーラー計量の場合を考えると, Tian の先駆的な結果に続き, 正
則アフィン自己同型が次元をもたない場合に, Donaldson が決定的な定理を得た.
以下の小論では, この Donaldson の結果について, 漸近的ベルグマン核への陰関数
定理の適用という見地から証明の簡略化を試みる. 以下 $Larrow M$ を, $n$ 次元連結非
特異射影代数多様体 $M$ 上の very ample な正則直線束とし, $L$ のエルミート計量 $h$

を, 対応するチャーン形式 $\omega:=c_{1}(L;h)$ がケーラー形式になるようにとる.

[I] 背景. 複素ベクトル空間 $V_{m}:=H^{0}(M, \mathcal{O}(L^{m}))$ に, エルミート計量を

$V_{m}\mathrm{x}V_{m}arrow \mathbb{C}$ , $( \sigma, \tau)\mapsto\int_{M}(\sigma, \tau)_{h}\omega^{n}\in \mathbb{C}$ ,

で定義する. ただし $(\sigma$ , \tau $)$んは, $\sigma,$ $\tau$ の, 計量 $h^{m}$ による pointwise な内積を意味
する. $V_{m}$ の正規直交系 $\{\sigma_{1}, \sigma_{2}, \ldots, \sigma_{N_{m}}\}$ をとり, m-th ベルグマン核 $B_{m,\omega}$ を

$B_{m,\omega}:= \frac{n!}{m^{n}}(|\sigma_{1}|_{h}^{2}+|\sigma_{2}|_{h}^{2}+\cdots+|\sigma_{N_{m}}|_{h}^{2})$

で定める. -方 $\Omega:=\{\ell\in L^{*} ; |\ell|_{h}<1\}$ に対して, その境界 $X:=\partial\Omega=\{P\in$

$L^{*};$ $|P|_{h}=1\}$ を $M$ 上の $S^{1}$ -bundle と考え $\mathrm{p}\mathrm{r}:Xarrow M$ を自然な射影とする.
$X\text{の}$ Szeg\"o kernel

$S_{\omega}=S_{\omega}(x, y)$ : $L^{2}(X)arrow L^{2}(X)\cap O(\omega)$

に対し $X$ 上の関数 $S_{m,\omega}$ を

. $S_{m,\omega}:= \frac{n!}{m^{n}}\int_{M}e^{-im\theta}S_{\omega}(e^{i\theta}x, x)d\theta$ , $x\in X$ ,

で定めると $S_{m,\omega}=\mathrm{p}\mathrm{r}^{*}B_{m,\omega}$ が成り立つ. この意味で, $B_{m,\omega}$ は $S_{\omega}$ の第 $m$ 番
目の Fourier 係数にあたるものと考えられるが, Fourier coefficients の代わりに
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Fourier 変換を考えることにより, 正整数 $m$ を–般の複素数 $\xi\neq 0$ にまで拡張して
$B_{\xi,\omega}$ を定義する. この事情を理解するために, $M$ が 1点から成る場合を先ず考える.

Case: $M=$ {lpoint}. このとき, $S^{1}=\mathbb{R}/2\pi \mathbb{Z}$ 上の $-$変数関数 $S=S(\theta)\in$

$C^{\infty}(S^{1})$ を考える この第 $m$ 番目の Fourier 係数 $S_{m}$ は

$S_{m}= \int_{S^{1}}e^{-im\theta}S(\theta)d\theta=\int_{0}^{2\pi}e^{-im\theta}S(\theta)d\theta$ .

$I_{1}:=(-3\pi/4,3\pi/4),$ $I_{2}:=(\pi/47\pi/4)$ に対して, $U_{\alpha}:=I_{\alpha}$ mod $2\pi,$ $\alpha=1,2$,
とおく. 開被覆 $S^{1}=U_{1}\cup U_{2}$ に附随した S1 の 1の分解を

$1=\rho_{1}(\theta)+\rho_{2}(\theta)$ , $\theta\in S^{1}$

とすると, $\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho_{\alpha}\subset U_{\alpha},$ $\alpha=1,2$ , が\Re り立っていることに注意する. $\mathbb{R}^{1}$ 上の自
然な座標を $\tilde{\theta}$ とし, これが $S^{1}$ 上に誘導する座標 mod $2\pi$ を $\theta$ とおく. さらに
$\mathbb{R}^{1}$ 上の関数 $\tilde{\rho}_{\alpha},$ $\alpha=1,2$ , を

$\tilde{\rho}_{\alpha}(\tilde{\theta})=\{$

$\rho_{\alpha}(\theta)$ $\theta\in I_{\alpha}$ ,
$0$ $\tilde{\theta}\not\in I_{\alpha}$ .

で定める. このとき, $S^{1}$上の関数 $S=S(\theta)$ に対して, コンパクトな台をもつ $\mathbb{R}^{1}$

上の関数 $\tilde{S}(\tilde{\theta}):=S(\theta)\{\tilde{\rho}_{1}(\tilde{\theta})+\tilde{\rho}_{2}(\tilde{\theta})\},\tilde{\theta}\in \mathbb{R}^{1}$ , を対応させ, その Fourier 変換

$( \mathcal{F}S)(\xi):=\int_{\mathrm{R}^{1}}e^{-i\xi\tilde{\theta}}\tilde{S}(\tilde{\theta})d\tilde{\theta}=\int_{-\infty}^{+\infty}e^{-i\xi\overline{\theta}}\tilde{S}(\tilde{\theta})d\tilde{\theta}$ , $\xi\in \mathbb{C}^{*}$ ,

を考えると $FS$ は $\xi$ の整関数で, しかも $(FS)(m)=S_{m},$ $m\in \mathbb{Z}$ , が成り立つが,
この $FS$ は $S$ からは–意的に決まらず, 1の分解の取り方によることに注意する.

Case: $M=$ 一般 この場合に, discrete に定義された $S_{m,\omega},$ $m\in \mathbb{Z}$ , を連続的な
object として–般化して

$\{(\mathcal{F}S_{\omega})(x,y)\}(\xi):=\frac{n!}{\xi^{n}}\int_{-\infty}^{+\infty}e^{-i\xi\tilde{\theta}}S_{\omega}(e^{i\theta}x,y)\{\tilde{\rho}_{1}(\tilde{\theta})+\tilde{\rho}_{2}(\tilde{\theta})\}d\tilde{\theta}$ , $\xi\in \mathbb{C}^{*}$ ,

と定め, $X$ 上の関数 $\{(\mathcal{F}S_{\omega})(x, x)\}(\xi),$ $x\in X$ , が引き戻し $\mathrm{p}\mathrm{r}^{*}B_{\xi,\omega}$ に等しくな
るように $M$ 上の関数 $B_{\xi,\omega}$ を定める.
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[II] Donaldson の安定性定理. $M$ の正則自己同型群 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(M)$ のアフィン部分
を $H$ としたとき, Donaldson [1] は, $H$ が有限群の場合に, 安定性に関する以下
の決定的な結果を得た.

定理 : 偏極類 $c_{1}(L)$ が定スカラー曲率のケーラー計量を含むとし, $H$ が有限次元と
する. このとき, $(M, L)$ は漸近 Chow-Mumford 安定である.

ここでは, 漸近 Chow-Mumford 安定性の定義を述べておこう 正整数 $m$ に対
し, 完備線形系 $L^{m}$ による $M$ の小平埋め込みを

$\iota_{m}$ : $Marrow \mathrm{P}^{*}(V_{m})$

とする. 複素射影空間 $\mathrm{P}^{*}(V_{m})$ 内での $\iota_{m}(M)$ の次数を $d_{m}$ とし, $W_{m}$ $:=$

$\{S^{d_{m}}(V_{m})\}^{\otimes n+1}$ とおくとき, $W_{m}^{*}$ に属する $M_{m}\neq 0$ が存在して, 対応する元
$[M_{m}]\in \mathrm{P}^{*}(W_{m})$ が, $\mathrm{P}^{*}(V_{m})$ 上の規約かつ被約な代数的サイクル $\iota_{m}(M)$ の Chow
point となるようにとれる 代数群 $G_{m}:=\mathrm{S}\mathrm{L}(V_{m})$ の $V_{m}$ への作用が, $G_{m}$ の $W_{m}^{*}$

への自然な作用を誘導することに注意せよ.

定義. (a) 軌道 $G_{m}\cdot M_{m}$ が $W_{m}^{*}$ の閉集合であるとき, $(M, L^{m})$ は Chow-Mumford
安定であるという.

(b) $(M, L)$ が漸近 Chow-Mumford 安定であるとは, $m>>1$ のとき $(M, L^{m})$ が

Chow-Mumford 安定であるときにいう.

以下に, $(M, L^{m})$ の Chow-Mumford 安定性を, ベルグマン計量の言葉を用い
て表すことができるという Zhang の結果を紹介しよう.

[III] balanced metrics. ケーラー多様体 $(M, \omega)$ 上でラプラシアン $\Delta_{\omega}$ $:=$

$\overline{\partial}^{*}\overline{\partial}+\overline{\partial}\overline{\partial}^{*}$ を考える. また, $(M, \omega)$ のスカラー曲率を $\sigma_{\omega}$ とし, その平均を $\overline{\sigma}$ と

する. $m\gg 1$ では, $N_{m}$ は $m$ の Hilbert 多項式 $P(m)$ として書け,

$C_{\xi}:= \frac{n!P(\xi)}{\xi^{n}c_{1}(L)^{n}[M]}$ , $\xi\in \mathbb{C}^{*}$ ,

とおくと, $C_{\xi}=1+(q/2)\overline{\sigma}+O(q^{2})$ . ただし $q=1/\xi$ . さらに

$\beta_{q,\omega}:=2\xi(1+\frac{2q}{3}\Delta_{\omega})(B_{\xi,\omega}-C_{\xi})$

とおくと, $\beta_{q,\omega}$ が $M$ 上定数であることと $B_{\xi,\omega}$ が $M$ 上定数であることは明らかに
同値となるが, この同値な条件が満たされるとき, $\omega$ を $\xi$-balanced metric とよぶ.

特に, $\xi$ が正整数 $m$ に等しいときは, 次の Zhang [4] の結果は大切である :
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事実 : $(M, L^{m})$ が Chow-Mumford 安定であることと, $\omega$ が m-balanced metric
であることは同値である.

[IV]Tian-Zelditch-Catlin’s theorem. ベルグマン核 $B_{m,\omega}$ の Tian-
Zelditch-Catlin による漸近展開 (たとえば [3] を参照) は, 正整数 $m$ が実数 $\xi$ に

なった場合でも成り立つ. すなわち $q=1/\xi$ とおいて

$B_{\xi,\omega}=1+ \frac{\sigma_{\omega}}{2}q+O(q^{2})$ , $1\ll\xi\in \mathbb{R}$ .

ここで, $q$ の 1次の係数として $\sigma_{\omega}/2$ がでてくるのは, Lu [2] による. これを用いる
と $\beta_{q,\omega}$ は次のように書ける :

$\beta_{q,\omega}=\sigma_{\omega}-\overline{\sigma}+O(q)$ , $1<<\xi\in \mathbb{R}$ .

よって $q=0$ (すなわち $\xiarrow+\infty$) に制限すると, $\beta_{q,\omega}$ は $\sigma_{\omega}-\overline{\sigma}$ となり定数を法
として考えるとスカラー曲率に他ならない.

[V] Donaldson の定理の simpliflcation. 写像 $(q, \omega)rightarrow\beta_{q,\omega}$ に陰関数の定
理を適用できると仮定して, Donaldson の安定性定理に簡単な証明を与えよう.
$\omega_{0}$ を偏極類 $c_{1}(L)_{\mathrm{R}}$ に属する定スカラー曲率のケーラー計量とする. 偏極類 $c_{1}(L)_{\mathrm{R}}$

に属するケーラー計量 $\omega$ を $\omega_{0}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\varphi$ と書く. ただし $\varphi$ は積分島 $\varphi\omega_{0}^{n}$ が

零となるように正規化しておく. こうしたケーラー計量 $\omega$ を与えることと関数 $\varphi$ を

与えることは同値なので, $\beta_{q,\omega}$ を $\tilde{\beta}_{q,\varphi}$ と書くことにする. すなわち

$\beta_{q,\omega}=\tilde{\beta}_{q,\varphi}$ , $\omega=\omega_{0}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\varphi$ ,

が正規化された $\varphi$ について成り立ち, しかも $\sigma_{\omega 0}=\overline{\sigma}$ なので

$\tilde{\beta}_{0,0}=0$

が成り立っている. もっとも, 陰関数定理を用いる大前提として, フレッシェ微分
$D_{\omega}\beta_{q,\omega}$ を点 $(q, \omega)=(0, \omega_{0})$ で求めて, その invertibility を見る必要がある. つ

まり点 $(q, \varphi)=(0,0)$ におけるフレッシェ微分 $D_{\varphi}\tilde{\beta}_{q,\varphi}$ の invertibility を調べれ
ば良い. ここで, 積分 $\int\psi\omega_{0}^{n}$ が零となるような滑らかな $\psi$ に対し

$\{(D_{\omega}\tilde{\beta}_{q,\varphi})(\psi)\}_{|(q,\varphi)=(0,0)}=\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{\tilde{\beta}_{0,\epsilon}\psi-\tilde{\beta}_{0,0}}{\epsilon}$

$= \lim_{\epsilonarrow 0}\frac{\sigma_{\omega_{0}+\epsilon\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\psi}-\sigma_{\omega 0}}{\epsilon}=\mathcal{L}_{\omega_{0}}\psi$
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が成り立つが, $\mathcal{L}_{\omega\text{。}は}4$ 階の楕円型作用素でリヒネロヴィッチ作用素とよばれている
ものである. ところで $H$ が有限群の場合は, 正規化された滑らかな関数に対して

$\mathcal{L}_{\omega_{\text{。}}は}$ invertible なので, 陰関数の定理を用いて, $\varphi$ に関する方程式,

$\tilde{\beta}_{q,\varphi}=0$ ,

言い換えれば, $\omega$ の方程式 $\beta_{q,\omega}=0$ を十分小さな正数 $\epsilon$ に対して $|q|<\epsilon$ の範囲
で解くことが出来て, 解としてケーラー計量

$\omega=\omega(q)$ , $|q|<\epsilon$ ,

を得て $\beta_{q,\omega(q)}=0$ が成り立つ. よって正整数 $m\gg 1$ に対して $q:=1/m$ とお

くと, $|q|<\epsilon$ をみたすので, [III] により $\omega(q)$ は balanced metric, すなわち
$(M, L^{m})$ は Chow-Mumford 安定となる.

最後に, いかなる形の陰関数定理が適用可能かということについては, Nash-Moser
のプロセスなどとともに別の機会に論じることにする.
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