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概要

本稿では, 距離に依存するコンパクト化として知られている Smirnov コンパク
ト化の完全性と剰余の次元に関して得られた結果を紹介する.

1 序章

$C^{*}(X)$ を $X$ 上の実数値有界連続関数全体で-様収束位相が入っているものと
し, $U_{d}^{*}(X)$ を距離空間 (X, $d$) 上の実数値有界一様連続関数全体とする. $U_{d}^{*}(X)$ を

$C^{*}(X)$ の部分集合と考えると閉部分環となり, $U_{d}^{*}(X)$ により生成されたコンパク

ト化を Smirnov コンパクト化といい $u_{d}X$ と表記する. この表記からも分かるよ
うに Smirnov コンパクト化は距離に依存するコンパクト化であり, 以下の特徴付
けが知られている.

命題 1.1. [18, Theorem 2.5] (X, $d$) をコンパク トでない距離空間としたとき, 以
下は同値である.

(1) $X$ のコンパクト化 $\alpha X$ は $u_{d}X$ と同値 1, すなわち $\alpha X\approx u_{d}X$ である.

$1X$ のコンパクト化 $\alpha X$ と $\gamma X$ が同値であるとは同相写像 $f$ : $\alpha Xarrow\gamma X$ が存在して, $f|_{X}$ が
$X$ 上恒等写像であるときをいい, $\alpha X\approx\gamma X$ とかく.
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(2) $X$ における互いに素な閉集合 $A,$ $B$ に対して, $\mathrm{C}1_{\alpha X}A\cap \mathrm{C}1_{\alpha X}B=\emptyset$ である
ことと $d(A, B)>0$ であることは同値である.

このように距離に依存する Smirnov コンパクト化に対して, 本稿ではその完全
性と剰余の次元に関して得られた幾つかの結果を紹介する. また, コンパクト化
の完全性の定義は次章で与える.

Smirnov コンパクト化の完全性に関する研究は $\mathrm{R}$ . G. Woods [18] の論文が発端
となっている. 1995年に R. G. Woods は $\mathbb{R}$ 上の通常の距離 $d$ における Smirnov
コンパクト化 $u_{d}\mathbb{R}$ が完全であることを示し, 次の問題を提示した.

問題 1.2. $n$ が 2以上の自然数であるとき, $\mathbb{R}^{\mathrm{n}}$ 上の通常の距離砺に対する Smirnov
コンパクト化 $u_{d_{\iota}},\mathbb{R}^{n}$ は完全であるか?

しかし, この問題自体は翌年 M.G. Charalambous [6] により肯定的に解決され
ている. 実際, M.G. Charalambous は以下の定理を示している.

定理 1.3. [6, $\mathrm{M}.\mathrm{G}$ . Charalambous] $X$ をノルム線形空間のコンパクトでない凸部
分空間とし, $d$ をその部分距離とする このとき, (X, $d$) の smirnov コンパクト
化 $u_{d}X$ は完全コンパクト化である.

本稿では, この M.G. Charalambous の結果を含み, 距離空間の Smirnov コンパ
クト化が完全となるための十分条件を与える. さらに, 距離空間における Smirnov
コンパクト化が完全であることの必要十分条件を局所連結でプロパーな距離空間
において与えることができた. ここで, 距離空間 (X,のがプロパーであるとは,
任意の匪有界閉集合がコンパクトであるときをいう.

次に Smirnov コンパクト化の剰余の次元に関しては, 既に次の定理が知られて
いる.

定理 1.4. [16, Ju M. Smirnov] コンパクトでない距離空間 (X, $d$) に対して $\dim u_{d}X\backslash$

$X=\dim^{\infty}(X, d)$ が成立する 但し, $\dim^{\infty}(X, d)$ は距離空間 (X, $d$) の縁次元 2で
ある.

上記の定理は, 距離空間 (X, $d$) の Smirnov コンパクト化の剰余 $u_{d}X\backslash X$ の被
覆次元は (X, $d$) の縁次元で与えられるということを示している しかし, Smimov
コンパクト化の剰余は-般に距離化可能でないので, Smirnov の定理から直ちに
Ind $u_{d}X\backslash X$ や $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d}X\backslash X$ を計算することはできない. そこで, 以下の問題を
掲げるに至った.

2縁次元は距離に依存する次元関数であり, 定義等は [12] が詳しい. また, 本稿ではせいぜい
Smiaov の定理を参照する程度なので定義を知 $’\supset$ておく必要はない.
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問題 1.5. 距離空間 $(X, d)$ の Smirnov コンパク ト化の剰余 $u_{d}X\backslash X$ に対して,
その帰納的次元 Ind $u_{d}X\backslash X$ と ind $u_{d}X\backslash X$ を計算せよ.

本稿では上記の問題 1.5を考え, 特に, ユークリッド空間の Smirnov コンパク
ト化の剰余の帰納的次元を計算し, その結果の応用も得た.

2 Smirnov コンパクト化と完全性

完全コンパクト化の概念は 1960年代に E. G. Sklyarenko により導入され, 点
型コンパクト化の特徴づけに有効であることが知られている (cf. [12], [15]). 完
全正則空間 $X$ のコンパク ト化 $\alpha X$ が完全であるとは, $X$ の任意の開集合 $U$ に

対して, $\mathrm{C}1_{\alpha X}(\mathrm{R}_{X}U)=\mathrm{R}_{\alpha X}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X}U)$ が成立するときをいう. 但し, $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X}U$

は $O\cap X=U$ となる $\alpha X$ の開集合 $O$ のうち最大の開集合である. すなわち,
$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X}U=\alpha X\backslash \mathrm{C}1_{\alpha X}(X\backslash U)$ である さらに, Sklyarenko は以下のことを示し
た (cf. [12, 定理 308, 3010], [15]).

命題 2.1. [15, E.G. Sklyarenko] コンパク トでない完全正則空間 $X$ に対して, 以
下は同値である.

(1) $\alpha X$ は $x$ の完全コンパクト化.

(2) $\alpha X\backslash X$ のどの点でも $\alpha X$ を局所的に分離しない 3.

(3) $X$ における任意の開集合 $U$ と $U$ における任意の部分集合 $A$ に対して,
$\mathrm{C}1_{\alpha X}A\cap \mathrm{C}1_{\alpha X}(\mathrm{R}_{X}U)=\emptyset$ であれば $\mathrm{C}1_{\alpha X}A\cap \mathrm{C}1_{\alpha X}(X\backslash U)=\emptyset$.

(4) $X$ の互いに素な開集合 $U,$ $V$ に対して, $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X}(U\cup V)=$ $(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X} U)\cup$

$(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\alpha X}V)$ .

(5) 自然な射影 $f$ : $\beta Xarrow\alpha X$ おいて, 任意の $p\in\alpha X$ に対して, $f^{-1}(p)$ は連結
である.

本節では, Charalambous の結果を受け, Woods の提示した問題を次のように
般化したものを考える.

問題 2.2. 距離空間の Smirnov コンパクト化が完全であるための必要十分条件を
求めよ.

$sX$ の部分集合 $A$ が点 $a\in A$ で $X$ を局所的に分離するとは, $a$ の $X$ におけるある開近
傍 $W$ に対して $X\backslash A$ の空でない開集合 $U,$ $V$ があって $W\cap(X\backslash A)=U\cup V,$ $U\cap V=\emptyset$ ,
$\mathrm{C}1xU\cap \mathrm{C}1_{X}V\ni a$ となるときをいう.
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上記の問題に対して, 局所連結でプロパーな距離空間において Charalambous
の結果を含む完全解を与える.

定義 2.3. (1) ([14, Exercise 8.42]) 距離空間 (X, $d$) が -様局所連結であるとは, 任
意の $\epsilon>0$ に対して, ある $\delta>0$ が存在して, $d(x, y)<\delta$ を満たす $x,$ $y\in X$ に

対して, $X$ のある連結な部分集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<\epsilon$ となるものが

存在する.
(2) 距離空間 (X, $d$) が。◎ で–様局所連結であるとは, 任意の $\epsilon>0$ に対し

て, ある $\delta>0$ と $X$ のコンパクト集合 $K_{\epsilon}$ が存在して, $d(x, y)<\delta$ を満たす

$x,$ $y\in X\backslash K_{\epsilon}$ に対して, $X$ のある連結な部分集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<\epsilon$

となるものが存在する.

次の定理は距離空間 (X, $d$) の Smirnov コンパクト化 $u_{d}X$ が完全であることの
十分条件を与えている.

定理 2.4. (X, $d$) を距離空間とする. このとき, (X, $d$) が $\infty$ で–様局所連結であ
れば, Smirnov コンパクト化 $u_{d}X$ は完全である.

証明. 簡単のため, $\mathrm{Y}=u_{d}X$ とおく. $U$ を $X$ の開集合とし, $W_{0}=\mathrm{C}1_{X}U$ ,
$W_{1}=X\backslash U,$ $V=X\backslash W_{0}$ とおく 完全コンパクト化の定義より, $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U=$

$\mathrm{R}_{\mathrm{Y}}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U$ であることを示す. 一般に $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{b}_{X}U\subset \mathrm{F}\mathrm{r}_{Y}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U$ であるので,
$\mathrm{C}1_{Y}$ Frx $U\supset \mathrm{F}\mathrm{Y}_{\mathrm{Y}}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{Y}}U$ を示せば十分である.
まず, $V=\emptyset$ の場合, すなわち, $X=\mathrm{C}1_{X}U$ の場合を考える. もし, $x\in$

$\mathrm{F}\mathrm{r}_{Y}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U\backslash \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{R}_{X}U$ が取れたと仮定すると, $x$ の $\mathrm{Y}$ における開近傍 $W$ で

$W\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{R}_{X}U=\emptyset$ を満たす $\text{も}$のが取れる しかし, $W\cap(\mathrm{Y}\backslash \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{Y}}U)\neq\emptyset$ か

つ $\mathrm{Y}\backslash \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{Y}}U=\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(X\backslash U)=\mathrm{C}1_{Y}(\mathrm{C}1_{X}U\backslash U)=\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{b}_{X}U$ であることより,
$W\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{R}_{X}U\neq\emptyset$ となり, $W$ の取り方に矛盾する. ゆえに, $V=\emptyset$ の場合は
$\mathrm{h}_{\mathrm{Y}}$ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{Y}}U=\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}$恥 x $U$ となる.
次に, $V\neq\emptyset$ の場合を考える. 最初に, 次の事実を示す.
事実. $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})=\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{1}$.
一般に $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})\subset \mathrm{C}1_{Y}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{1}$ は常に成立するので, $\mathrm{C}1_{Y}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{Y}W_{1}\backslash$

$\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})\neq\emptyset$ と仮定して矛盾を導く. $p\in \mathrm{C}1_{Y}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{1}\backslash \mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})$

を取ると, $P$ の $\mathrm{Y}$ におけるある閉近傍 $S$ で, $S\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})=\emptyset$ かつ各

$i=0,1$ に対して $S\cap W_{\dot{*}}\neq\emptyset$ を満たすものが取れる. ここで, 各 $i=0,1$ に対
して $p\in \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{i}\cap S)$ であることから, $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}$ ( $W_{0}$ 口 $S$ ) $\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{1}\cap S)\neq\emptyset$ である

ことが従う. この結果, 命題 11より, d(%\cap S, $W_{1}\cap S$) $=0$ となる. これより,
ある点列 $\{x_{0,n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset W_{0}\cap S\subset U,$ $\{x_{1,n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset W_{1}\cap S\subset V$ で, 任意の $n\in \mathrm{N}$

に対して $d(x_{0,n}, x_{1,n})< \frac{1}{n}$ を満たすものが取れる. このとき, (X, $d$) が $\infty$ で

様局所連結であることから, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $X$ のある連結な部分集合
P』で $x_{0,n},$ $x_{1,n}\in P_{n}$ かつ $\lim_{narrow\infty}$ diam $P_{n}=0$ となるものが取れるものとしてよ
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い. ここで, $U\cup V$ は連結ではないので, $P_{n}\cap(X\backslash (U\cup V))\neq\emptyset$ である. ま

た, $X\backslash (U\cup V)=\mathrm{T}4_{0}^{\gamma}\cap W_{1}$ であるので, $P_{n}\cap(W_{0}\cap W_{1})\neq\emptyset$ である. これよ

り, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $y_{n}\in P_{n}\cap(W_{0}\cap W_{1})$ をとると, 各 $i=0,1$ に対し
て $\lim_{narrow\infty}d(x_{i,n’ y_{n}})=0$ であるので $d$ ( $W_{0}$ ロ $W_{1},$ $W_{i}\cap S$) $=0$ が従う. これと命
題 1.1より, 各 $i=0,1$ に対して $\mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})\cap C1_{Y}(W_{i}\cap S)\neq\emptyset$ となるので,
$\mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})\cap S\neq\emptyset$ となり, $S$ の取り方に矛盾する. 以上により, 事実は示さ
れた.

ここで, $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U=Y\backslash \mathrm{C}1_{Y}W_{1},$ $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}V=\mathrm{Y}\backslash \mathrm{C}1_{Y}W_{0}$ と上の事実より, $\mathrm{Y}\backslash$

$(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}\mathrm{U}\mathrm{U}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}V)=\mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})=\mathrm{C}1_{Y}\mathrm{F}\mathrm{t}_{X}U$ となり $\mathrm{Y}=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U\mathrm{U}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}V\cup$

$\mathrm{C}1_{Y}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U$ となる. ここで, $x\in \mathrm{F}\mathrm{r}_{Y}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U$ を取る. もし, $x\in \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U$ である

とすると $x\not\in$ Fli $Y$ Exty $U$ となり矛盾となる 次に, $x\in \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{\mathrm{Y}}V$ と仮定すると
$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U\cap \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}V\neq\emptyset$ となり, $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U\cap \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}V=\emptyset$ である事実に反する. これよ
り, $x\in \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U$ となり $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U\supset \mathrm{F}\mathrm{r}_{Y}$ Exty $U$ であることが示された. ゆえ
に, $u_{d}X$ は $X$ の完全コンパクト化である. 口

ノルム線形空間における任意のコンパクトでない凸部分空間は $\infty$ で–様局所連
結であるので, 上記の定理より Charalambous の結果が系として得られることに
なる.

系 2.5. [6, $\mathrm{M}.\mathrm{G}$ . Charalambous] $X$ をノルム線形空間におけるコンパクトでない
凸部分空間とし, $d$ をその部分距離とする. このとき, (X, $d$) の Smirnov コンパ
クト化 $u_{d}X$ は完全コンパク ト化である 特に, $(\mathbb{R}^{n}, d_{n})$ の Smirnov コンパク ト

化 $u_{d_{\hslash}}\mathbb{R}^{n}$ は完全コンパクト化である.

任意のコンパクトでない局所コンパクト可分距離化可能空間はプロパーな距離
により位相を誘導できる (cf. [11]). 次の定理は, 局所連結かっプロパーな距離空
間のクラスにおいて, その距離での Smirnov コンパクト化が完全であることの必
要十分条件を与えている.

定理 26. (X,のをコンパクトでない局所連結かっプロパーな距離空間とする. こ

のとき, $u_{d}X$ が $X$ の完全コンパクト化である必要十分条件は $X$ が $\infty$ で–様局
所連結であることである.

証明. $X$ が $\sigma$-コンパクトなので, コンパクト部分集合の単調増加列 $\{K_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ で

任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $K_{\mathrm{n}}\subset$ Intx $K_{n+1}$ でありかつ $X= \bigcup_{n\in \mathrm{N}}K_{n}$ となるもの

が取れる. 定理 24より, $u_{d}X$ が完全であるとき (X, $d$) が $\infty$ で–様局所連結
であることを示せばよい. ここでは背理法により証明する. $X$ が $\infty$ で–様局所
連結でないと仮定する. このとき, ある $\epsilon>0$ で, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, あ

る 2点 $x_{n},$ $y_{n}\in X\backslash K_{n}$ が存在し $d(x_{n}, y_{n})<1/n$ かっ $x_{n}$ と $y_{n}$ を結ぶ全ての
連結集合 $P$ に対して diam $P\geq\epsilon$ を満たす. ここで, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して,
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$B_{\epsilon}(\{x_{n}, y_{n}\}, d)\subset K_{n+1}\backslash K_{n}$ と仮定してもよい. 次に, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $C_{n}$

を以下のように定める.

$C_{n}=$ { $y\in B_{\frac{e}{\mathrm{a}}}(x_{n},$ $d)$ : $x_{n}$ &y は $B_{\frac{\epsilon}{\mathrm{a}}}(x_{n},$ $d)$ の同じ連結集合に属する}.

このとき, $U= \bigcup_{n\in \mathrm{N}}C_{n}$ とおくと $U\cap\{y_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}=\emptyset$ となることに気付く. ま
た, $X$ は局所連結なので, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $C_{n}$ は $X$ の開集合となっ
ている. これより, $U$ は $X$ の開集合となり, さらに $\{\mathrm{F}\mathrm{Y}_{X}C_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ が離散
集合族であるので, $\mathrm{F}\mathrm{Y}_{X}U=\bigcup_{n\in \mathrm{N}}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}$ となる. $A=\{x_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ とおくと
$d(A, X\backslash U)\leq d(A, \{y_{n} : n\in \mathrm{N}\})=0$ であるので, 命題 21より, $d(A, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U)\geq\frac{\epsilon}{3}$

であることを示せばよい. ここで, ある $N\in \mathrm{N}$ が存在して, $n\geq N$ である $n\in \mathrm{N}$

に対して $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}=\emptyset$ であったとする. このとき, 恥 X $U= \bigcup_{n<l}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}$ であるか
ら, $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A\cap C1_{u_{d}X}(\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U)=\mathrm{C}1_{u_{d}X}A$ 口恥 x $U=\emptyset$ となる この結果, 命題 2.1
より, $u_{d}X$ は完全コンパクト化でないことになり仮定に反する. これより, 任意
の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $\mathrm{R}_{X}C_{n}\neq\emptyset$ としてよい. このとき, $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}\subset \mathrm{C}1_{X}B_{\frac{\cdot}{s}}(x_{n}, d)$

であるので, 次の事実を示す.
事実. $\mathrm{R}_{X}C_{n}\subset E_{n}=\{y\in X:d(x_{n}, y)=\frac{\epsilon}{3}\}$ .
そうでないと仮定し, $x\in \mathrm{R}_{X}C_{n}\backslash E_{n}$ を取る. このとき, $X$ が局所連結である
ことから, $x$ の $B_{\frac{\epsilon}{s}}(x_{n}, d)$ に含まれる連結な近傍 $W$ が取れる. ここで, $x\in \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}$

なので, 任意の $z\in W\cap C_{n}$ に対して, $z$ と $x_{n}$ を含む $B_{\mathrm{F}}\epsilon(x_{n}, d)$ におけるある連
結集合 $C$ が存在する. このとき, $x$ と $x_{n}$ は $B_{\frac{\epsilon}{\mathrm{s}}}(x_{n}, d)$ における連結な部分集合
$W\cup C$ に含まれることになり, これは $x\in C_{n}$ を意味する. しかし, $C_{n}$ は開集合
なので $x\not\in$ 恥 x $C_{n}$ となり矛盾である.
この事実により, $d(A, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U)\geq\frac{\epsilon}{3}$ であることが分かり, $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U=$

$\emptyset$ が従う. この結果, 命題 21より $u_{d}X$ は完全でないということになり仮定に反
する. 口

次の補題は–様局所連結性と $\infty$ で–様局所連結性が同値となる空間のクラスを
示している.

補題 27. (X, $d$) を局所コンパクトな距離空間とする. このとき, (X, $d$) が局所連
結かつ $\infty$ で–様局所連結であることと –様局所連結であることは同値である.

証明. 一様局所連結であれば局所連結かつ $\infty$ で–様局所連結であることは直ちに
従うので, 逆を示せばよい. そこで $\epsilon>0$ を与えると, $X$ が $\infty$ で–様局所連結で
あるので $X$ のあるコンパクト集合 $K$ と $\delta_{0}>0$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X\backslash K$

に対して, $d(x, y)<\delta_{0}$ であれば, ある連結な集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<e$
を満たす. ここで, $K_{1}=\mathrm{C}1_{\chi}B_{\delta_{\text{。}}}(K, d)$ とおくと $K_{1}$ はコンパクトであり, $X$ が
局所連結であることから, ある連結な開集合 $U_{1},$ $U_{2},$

$\ldots,$
$U_{n}$ で $K_{1} \subset\bigcup_{i=1}^{n}U_{1}$ かっ

$\max\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}U_{i} : 1 \leq i\leq n\}<\epsilon$ を満たすものが取れる ここで, $\delta_{1}>0$ を $K_{1}$ と
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$\mathcal{U}=\{U_{i} : i=1, \ldots, n\}$ に対する Lebesgue 数とする. $\delta=\min\{\delta_{0}, \delta_{1}\}$ とおき,
$d(x, y)<\delta$ を満たしている $x,$ $y\in X$ を取る. もし $x\in K$ ならば, $x,$ $y\in K_{1}$ とな
り, $\delta$ が先に定めた Lebesgue 数より小さいことから, ある $i$ が存在して $x,$ $y\in U_{i}$

となり, 一様局所連結であることの条件を満たす. また, もし $x,$ $y\in X\backslash K$ なら
ば, $K$ の取り方より, 一様局所連結であることの条件は満たしている. 口

定理 26と補題 2.7より次の系が得られる.

系 2.8. (X, $d$) をコンパクトでない局所連結でプロパーな距離空間とする. このと

き, 以下は同値である.

(1) $u_{d}X$ は完全コンパクト化である.

(2) (X, $d$) は $\infty$ で–様局所連結である.

(3) (X, $d$) は–様局所連結である.

次の例は, 局所連結性と $\infty$ で–様局所連結性は関係がないことを示している.

例 2.9. (1) $n\in \mathrm{N}$ とする. $x_{0-=}\{(x_{1}, \ldots,x_{n}, 0)\in \mathbb{R}^{n+1} : x_{1}\geq 0\},$ $X_{1}=$

$\{(0,x_{2}, \ldots, x_{n}, x_{n+1})\in \mathbb{R}^{n+1} : 0\leq x_{n+1}\leq 1\},$ $X_{2}=\{(x_{1}, \ldots, x_{n+1})\in \mathbb{R}^{n+1}$ : $x_{1}\geq$

$0,$ $x_{n+1}=2^{-x_{1}}\}$ とし $X=X_{0}\cup X_{1}\cup X_{2}$ と定め $X$ 上の距離 $d$ は $\mathbb{R}^{n+1}$ の通常の距
離から誘導される部分距離とする. ここで, (X, $d$) は $\mathrm{R}^{n}$ と同相なので局所連結
であるが, $\infty$ で–様局所連結でない. したがって, 定理 26から $u_{d}X$ は完全コ
ンパク ト化ではない.

(2) 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $\mathrm{Y}_{n}=\{(x, y)\in \mathbb{R}^{2}$ : $n\leq x\leq n+2^{-n}$ かつ $y=$

$2^{-m},$ $m\in \mathrm{N}\}\cup\{n\}\cross[0,1]\subset \mathbb{R}^{2}$ とおき, $\mathrm{Y}=[0, \infty)\cross\{0,1\}\cup\bigcup_{n\in \mathrm{N}}\mathrm{Y}_{n}\subset \mathbb{R}^{2}$ と

おく. また, $\mathrm{Y}$ 上の距離は $\mathbb{R}^{2}$ の通常の距離から誘導される部分距離 $\rho$ とする. こ

のとき, $(\mathrm{Y}, \rho)$ は $\infty$ で–様局所連結であるが局所連結ではない. –方, 定理 24
より $u_{\rho}\mathrm{Y}$ は完全コンパクト化である.

次の問題は未解決である.

問題 210. 局所連結でなく, $\infty$ で–様局所連結でないプロパーな距離空間 (X, $d$)
で $u_{d}X$ が $X$ の完全コンパクト化であるような空間 $X$ は存在するか ?

Smirnov コンパクト化とは別に距離に依存するコンパクト化として Higson コ

ンパクト化が知られている. これまでの議論と類似した方法で, Higson コンパク
ト化が完全であるための特徴付けが与えられる. まず, Higson コンパクト化の定
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義を与えておく. (X, $d$), $(Y, \rho)$ を距離空間とし, 連続写像 $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ が任意の
$r>0$ に対して次の条件をみたすとき, $(*)_{d}$ の条件を満たすという.

$\lim_{xarrow\infty}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}_{\rho}f(B_{r}(x, d))=0$
. . . . . . $(*)_{d}$

すなわち, 任意の $r>0$ と $\epsilon>0$ に対して, あるコンパクト集合 $K=K_{t,\epsilon}$ が存
在して, $x\in X\backslash K$ であれば, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}_{\rho}f(B_{f}(x, d))<\epsilon$ を満\mbox{\boldmath $\gamma$}-\acute す ここで, $C_{d}^{*}(X)$

を $(*)_{d}$ の条件を満たす $X$ 上の実数値有界連続関数全体とする. (X, $d$) がプロパー
な距離空間であるとき, $C_{d}^{*}(X)$ は定値関数を含み, $C^{*}(X)$ に–様収束位相を入
れた中で閉部分環となっている. このとき, $C_{d}^{*}(X)$ から生成されたコンパクト化
を Higson コンパクト化といい, 戸で表す. これも, 距離に依存するコンパクト
化である. 次に, Higson コンパクト化の特徴付けを与える. プロパーな距離空間
(X, $d$) の部分集合族 $\{E_{1}, \ldots, E_{n}\}$ が発散しているとは, 任意の $r>0$ に対して,
$\bigcap_{i=1}^{n}B_{f}(E_{1}, d)$ が有界集合であるときをいう. これより, $\{E_{1}, \ldots, E_{n}\}$ が発散して
いることと $\lim_{xarrow\infty}\sum_{i=1}^{n}d(x, E_{1})=\infty$ であることは同値である. すなわち, 任意
の $N>0$ に対して, あるコンパクト集合 $K=K_{N}$ が存在して, $x\in X\backslash K$ であ

るならば $\sum_{i=1}^{n}d(x, E_{i})>N$ を満たすということである. これより, Higson コン
パクト化は次のように特徴付けられる.

命題 2.11. [7, Proposition 2.3] $(X, d)$ をコンパクトでないプロパーな距離空間と
する. このとき, 次は同値である.

(1) $\alpha X\approx\overline{X}^{d}$ である.

(2) $X$ の互いに素な閉集合 $A,$ $B$ に対して, $\mathrm{C}1_{\alpha X}A\cap \mathrm{C}1_{\alpha X}B=\emptyset$であることと
$\{A, B\}$ が発散していることは同値である.

まず, 一様局所連結性の概念を Higson コンパクト化に対応した概念に変更した
ものを考える.

定義 212. (1) 距離空間 (X, $d$) が粗一様連結であるとは, 任意の $\epsilon>0$ に対して,
ある $\delta>0$ が存在して, $d(x, y)<\in$ を満たす $x,$ $y\in X$ に対して, $X$ のある連結
な部分集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<\delta$ となるものが存在する.
(2) 距離空間 (X, $d$) が $\infty$ で粗一様連結であるとは, 任意の $\epsilon>0$ に対して, ある
$\delta>0$ と $X$ のコンパクト集合 $K_{\epsilon}$ が存在して, $d(x, y)<\epsilon$ を満たす $x,$ $y\in X\backslash K_{\epsilon}$

に対して, $X$ のある連結な部分集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<\delta$ となるもの
が存在する.

次の定理は, プロパーな距離空間 (X, $d$) の Higson コンパクト化戸が完全で
あることの十分条件を与えている.
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定理 2.13. (X, $d$) をプロパーな距離空間とする. このとき, (X, $d$) が $\infty$ で粗
様連結であれば, $\overline{X}^{d}$ は完全コンパクト化である.

証明. 簡単のため, $\mathrm{Y}=\overline{X}^{d}$ とおく. ここで, $U,$ $V,$ $W_{0},$ $W_{1}$ は定理 24と同様に定
める. 完全コンパクト化の定義より, $C1_{Y}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U\supset \mathrm{F}\mathrm{r}_{Y}\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{Y}U$ を示せば十分である.
$V=\emptyset$ の場合は定理 24と全く同様にできるので $V\neq\emptyset$ の場合を考えればよい. さ

らに, $C1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})=\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{Y}W_{1}$ を示せばあとの証明は定理 24と同様にし
てできるので, この等式のみ証明すればよい. $C1_{Y}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}W_{1}\backslash \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})\neq\emptyset$

と仮定し, $p\in C1_{\mathrm{Y}}W_{0}$ ロ $\mathrm{C}1_{Y}W_{1}\backslash \mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\cap W_{1})$ を取る. このとき, $P$ の $\mathrm{Y}$ にお

けるある閉近傍 $S$ で, $S\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})=\emptyset$ かつ各 $i=0,1$ に対して $S$ 口 $W_{i}$ $\neq\emptyset$

を満たすものが取れる. $\mathrm{C}1_{Y}(W_{0}\mathrm{n}S)\cap \mathrm{C}1_{Y}(W_{1}\cap S)\neq\emptyset$ であるので, 命題 211
より, $\{W_{0}\cap S, W_{1}\cap S\}$ は発散していない. 従って, ある $\epsilon>0$ とコンパクト集
合からなる $X$ の被覆 $\{K_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ で, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $B_{\epsilon}(K_{n},d)\subset \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}_{X}K_{n+1}$

かつ $d$ ($x_{n},$ $W_{0}$ 口 $S$) $+d(x_{n}, W_{1}\cap S)<\epsilon$ を満たす $x_{n}\in X\backslash \mathrm{C}1_{X}B_{\epsilon}(K_{n}, d)$ が取れ

る. ここで, $d$ がプロパーであることから, ある点列 $\{x_{0,n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset W_{0}$ ロ $S\subset U$ ,
$\{x_{1,n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset W_{1}\cap S\subset V$ で, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $d(x_{n}, W_{0}\cap S)+d(x_{n}, W_{1}\cap S)=$

$d(x_{n}, x_{0,n})+d(x_{n}, x_{1,n})$ を満たすものが取れる. このとき, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して
$d(x_{0,n}, x_{1,n})<\epsilon$ かつ $x_{0,n},$ $x_{1,n}\not\in K_{n}$ となっていることと, (X, $d$) が $\infty$ で粗一様連
結であることから, ある $\delta>0$ と $N\in \mathrm{N}$ が存在して, $n\geq N$ である任意の自然数
$n$ に対して $X$ のある連結な部分集合 $P_{n}$ で $x_{0,n},x_{1,n}\in P_{n}$ かつ diam $P_{n}<\delta$ となる

ものが取れる. ここで, $U\cup V$ は連結ではないので, $P_{n}\cap(X\backslash (U\cup V))\neq\emptyset$ となり,
$P_{n}\cap(W_{0}\cap W_{1})\neq\emptyset$ が成り立つ. 従って, $y_{n}\in PP_{n}\cap$ ( $W_{0}$口 $W_{1}$ ) をとると, 各 $i=0,1$
に対して $d(x_{1n},, y_{n})<\delta$ であるので, { $W_{0}$ 口 $W_{1},$ $W_{1}\cap S$} は発散していないことが分
かる. これと命題 211より, 各 $i=0,1$ に対して, $\mathrm{C}\mathrm{I}_{\mathrm{Y}}(\mathrm{W}_{0}\cap \mathcal{W}_{1})\cap \mathrm{C}\mathrm{I}_{\mathrm{Y}}$( $W_{i}$ロ $S$) $\neq\emptyset$

となるので $\mathrm{C}1_{\mathrm{Y}}(W_{0}\cap W_{1})\cap S\neq\emptyset$ となり, $S$ の取り方に矛盾する. 以上により等
式は示され, 先に注意したことから, $\overline{X}^{arrow}$ は $X$ の完全コンパクト化となる. 口

次に, 局所連結かっプロパーな距離空間のクラスにおいて, その距離での Higson
コンパクト化が完全であることの必要十分条件を与える.

定理 2.14. (X, $d$) をコンパクトでない局所連結かつプロパーな距離空間とする.
このとき, $\overline{X}^{d}$ が $X$ の完全コンパクト化である必要十分条件は $X$ が $\infty$ で粗一様
連結であることである.

証明. 定理 213より必要性のみ示せば十分である. $X$ が $\infty$ で粗一様連結でない
と仮定する. $\{K_{\mathrm{n}}\}_{n\in \mathrm{N}}$ をコンパクト部分集合からなる $X$ の被覆で, 任意の $n\in \mathrm{N}$

に対して $d(K_{n}, \mathrm{C}1_{X}(X\backslash K_{n+1}))>2n$ を満たすものとする. このとき, ある $\epsilon>0$

で, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, ある 2点 $x_{n},$ $y_{n}\in X\backslash K_{n}$ が存在し $d(x_{n}, y_{n})<\epsilon$ か

つ $x_{n}$ と $y_{n}$ を結ぶ全ての連結集合 $P$ に対して diam $P\geq n$ を満たす. 一般性を失
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うことなく, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $B_{n}(\{x_{n}, y_{n}\}, d)\subset K_{n+1}\backslash K_{n}$ と仮定してもよ
い. ここで, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $C_{n}$ を以下のように定める.

$C_{n}=$ { $y\in B_{\frac{n}{3}}(x_{n},$ $d)$ : $x_{n}$ と $y$ は $B_{\frac{n}{3}}(x_{n},$ $d)$ の同じ連結集合に属する}.

このとき, $U= \bigcup_{n\in \mathrm{N}}C_{n}$ とおくと $U\cap\{y_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}=\emptyset$ となることに気付く. また,
$X$ は局所連結なので, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $C_{n}$ は $X$ の開集合となっている.
これより, $U$ は $X$ の開集合となり, さらに $\{\mathrm{R}_{X}C_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ が離散集合族で
あるので, $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U=\bigcup_{n\in \mathrm{N}}\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}$ となる. ここで, $A=\{x_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ とおくと
$\{A, \{y_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}\}$ が発散していないことから $\{A, X\backslash U\}$ は発散していない. この結
果, 命題 21より, { $A$ , Fr$xU$} が発散していることを示せばよい. ここで, ある
$N\in \mathrm{N}$ が存在して, $n\geq N$ である $n\in \mathrm{N}$ に対して $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}=\emptyset$ であったとす
る. このときは定理 26の証明と同様にして $\overline{X}^{d}$ は完全コンパクト化でないこと
がわかり仮定に反する. これより, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, 恥 x $C_{n}\neq\emptyset$ として

よい. また, 定理 26の事実を示したときと同様にして $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{n}\subset E_{n}=\{y\in X$ :
$d(x_{n}, y)= \frac{n}{3}\}$ であることが示せるので, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $d$ ( $A$ , 恥 x $C_{n}$ ) $\geq\frac{n}{3}$

となる. そこで $x\in X\backslash K_{3n+1}$ を任意に取る. もし $x \not\in \mathrm{C}1_{X}\bigcup_{k\in \mathrm{N}}B_{\frac{k}{s}}(x_{k}, d)$ ならば,
$d(x, A)+d(x, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U)\geq\min\{\inf\{d(x, x_{k}) : k\geq 3n+1\}, \inf\{d(x, x_{k}) : k\leq 3n\}\}>$

$n$ となることが分かる. 次に $x\in$ Clx $\bigcup_{k\in \mathrm{N}}B_{\frac{k}{\theta}}(x_{k}, d)$ とすると, ある $m\in \mathrm{N}$

で $m>3n$ かつ $x\in$ Clx $B_{\frac{n}{\mathrm{a}}}(x_{m}, d)$ を満たしているものが取れる. このとき,
$d(x, A)+d(x, \mathrm{R}_{X}U)=d(x, x_{m})+d(x, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{m})\geq d(x_{m}, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}C_{m})\geq\frac{m}{3}>n$ とな
る. 以上の結果 $\{A, \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}U\}$ が発散することが示せたので, $\mathrm{C}1arrow A\cap \mathrm{C}1_{\overline{X}^{d}}\mathrm{R}_{X}U=\emptyset \mathrm{x}$

となる. ゆえに, 命題 21より, $\overline{X}^{d}$ は完全コンパクト化でないことになり, 仮定
に矛盾する 口

次の補題は, 粗一様連結性と $\infty$ で粗一様連結性が同値となる空間のクラスを示
している.

補題 215. (X, $d$) をコンパクトでない局所連結で局所コンパクトな距離空間とす
る. このとき, (X, $d$) が粗一様連結であることと連結かつ $\infty$ で粗一様連結である
ことは同値である.

証明. (X, $d$) が粗一様連結であれば連結かつ $\infty$ で粗一様連結であることは明らか
なので, 逆を示せばよい. そこで $\epsilon>0$ を与えると $X$ が $\infty$ で粗一様連結であるの
で $X$ のあるコンパクト集合 $K$ と $\delta_{0}>0$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X\backslash K$ に対し
て, $d(x, y)<\epsilon$ であれば, ある連結な集合 $P$ で $x,$ $y\in P$ かつ diam $P<\delta_{0}$ を満た
す. ここで, $X$ が局所連結かつ局所コンパクトなので, ある連続体 4 $K_{1},$ $K_{2},$

$\ldots,$
$K_{n}$

で $\mathrm{C}1_{X}B_{\epsilon}(K, d)\subset\bigcup_{i=1}^{n}K_{i}$ を満たすものが取れる. 次に $z\in X\backslash K$ をーつ固定
し, $L(z)$ を以下のように定める.

$\underline{L(z)=\{p\in X|p\text{と}}z$ を含む $X$ のある連続体が存在する}.
4空間が連続体というのは, その空間がコンパクトかつ連結であるときをいう.
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このとき, $X$ が局所連結かつ局所コンパクトなので $L(z)$ は開かつ閉集合となり,
$X$ が連結であることから, $L(z)=X$ となる. これより, 各 $i=1,2,$ $\ldots,$

$n$ に対

して, $X$ の部分連続体 $L_{\dot{\mathrm{t}}}$ で $z\in L_{i}$ かっ $L_{i}\cap K_{i}\neq\emptyset$ を満たすものが取れる. そ
こで, $K’= \bigcup_{i=1}^{n}(K_{i}\cup L_{i})$ とおくと $K’$ はコンパクトかつ連結となる. ここで,

$\delta=\max\{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}K’, \delta_{0}\}$ とおき, $d(x, y)<\epsilon$ を満たす $x,$ $y\in X$ を任意に取る. も

し $x\in K$ であれば, $x,$ $y\in K’$ となりかっ diam $K’<\delta$ を満たしている. また,

$x,$ $y\in X\backslash K$ である場合は $K$ と $\delta$ の取り方より, 粗一様連結であることの条件
は満たしている 口

定理 2.14と補題 2.15より次の系が直ちに従う.

系 2.16. (X, $d$) をコンパクトでない局所連結かっ連結でプロパーな距離空間とす
る. このとき, 以下は全て同値である.

(1) $\overline{X}^{d}$ は完全コンパクト化である.

(2) (X, $d$) は $\infty$ で粗一様連結である.

(3) (X, $d$) は粗一様連結である.

以下で幾つかの例を挙げておく.

例 2.17. (1) $X=[0, \infty)\cross\{0,1\}\cup\bigcup_{n\in \mathrm{N}}\{2^{n}\}\cross[0,1]$ とおき, $\mathbb{R}^{2}$ の通常の距離か
ら生成された部分距離 $d$ を持つものとする. このとき, (X, $d$) は局所連結である
が。◎で粗一様連結でないので, 定理 214より戸は完全コンパクトでない.

(2) $\mathrm{Y}=[0, \infty)\cross\{0,1\}\cup\bigcup_{n\in \mathrm{N}}\{n\}\cross[0,1]$ とおき, $\mathrm{R}^{2}$ の通常の距離から生成さ
れた部分距離 $\rho$ を持つものとする. このとき, (X, $\rho$) は局所連結であり。◎で粗–
様連結であるので, 定理 213より $\overline{\mathrm{Y}}^{\rho}$ は完全コンパクトである.

3 Smirnov コンパクト化の剰余の帰納的次元

定理 1.4より, 任意のコンパクトでない距離空間 (X, $d$) に対して $\dim u_{d}X\backslash X=$

$d\mathrm{i}\mathrm{m}^{\infty}(X, d)$ であることが知られている. しかし, Smimov コンパクト化の剰余は
一般に距離化可能でないので, 上記の結果から直ちに Ind udX\X や ind udX\X
の値は分からない状況にある. また, 問題 15は–般的すぎるので, まずユーク
リッド空間の Smirnov コンパクト化の剰余の帰納的次元を計算することがこの問
題を解決するための第–歩と考えられる.

問題 3.1. ユークリッド空間 $(\mathbb{R}^{n}, d_{n})$ の Smirnov コンパクト化の剰余 $u_{k}\mathbb{R}^{\mathrm{n}}\backslash \mathbb{R}^{n}$

に対して, その帰納的次元 Ind $u_{d_{\mathfrak{n}}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}$ と ind $u_{\mathrm{A}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}$ を計算せよ.
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$X$ を位相空間とし, $A,$ $B$ を $X$ において互いに素な部分集合とする. このとき,
$L\subset X$ が $A$ と $B$ を分離するとは, 開集合 $U,$ $V\subset X$ で次の条件を満たすものが
存在するときをいう.

$A\subset U$, $B\subset V$, $U\cap V=\emptyset$ , かつ $X\backslash L=U\cup V$

明らかに, 上記 $L$ は $X$ における閉集合である. 次に, 正規空間 $X$ において Ind $X\leq$

$n(\geq 0)$ であるとは, $X$ における任意の互いに素な閉集合の組 $A,$ $B$ に対して, $A$

と $B$ を分離する $L$ で Ind $L\leq n-1$ となるものが取れるときをいう. このとき,

Lindel\"off 空間 $X$ においては $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}X=0$ , Ind $X=0$ と $\dim X=0$ は互いに同値で
あることは良く知られており (cf. [8, 7.1.11]), さらに, 任意の正規空間 $X$ におい

て Ind $X \geq\max${$\dim X$ , ind $X$ } が成立する (cf. [9, 1.6.3 and 3.1.28]).

次は基本的である.

補題 3.2. (X, $d$) と $(Y, \rho)$ をコンパクトでない距離空間とし, $f$ : $\mathrm{Y}arrow X$ は閉写
像とし, $Y$ と $f(\mathrm{Y})$ は–様同値であるとする. このとき, 以下が成立する.

(1) $u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}$ は $u_{d}X\backslash X$ に埋め込まれ $.\text{る}$ .

(2) $(\mathrm{Y}_{1}, d_{1})$ がコンパクト距離空間, (Y2, $d_{2}$ ) は距離空間とする. このとき, $(\mathrm{Y}, \rho)$

が $(\mathrm{Y}_{1}\cross Y_{2}, d_{1}+d_{2})$ と –様同値ならば, $Y_{1}$ は $u_{d}X\backslash X$ に埋め込まれる.

証明. (1) [18, Theorem 2,9, 2.10] より直ちに従う.
(2)(1) より, $u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}$ は $u_{d}X\backslash X$ に埋め込まれており, $Y_{1}$ はコンパクト距離空

間でかつ $\mathrm{Y}$ は $\mathrm{Y}_{1}\mathrm{x}\mathrm{Y}_{2}$ と –様同値であるので, [18, Theorem 2.10, 3.6] より, $u_{\rho}Y$

は $Y_{1}\cross u_{d_{2}}\mathrm{Y}_{2}$ と同値である ゆえに, $u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}$ は $\mathrm{Y}_{1}\cross(u_{d_{2}}\mathrm{Y}_{2}\backslash Y_{2})$ と同相であ
るので, 巧は $u_{d}X\backslash X$ に埋め込まれていることが分かる. 口

$n\geq k\geq 0$ を満たす $n,$ $k\in \mathbb{Z}$ に対して, $\mathbb{R}^{n}$ の部分空間 $Z_{k}^{n}$ を次のように定
める.

$Z_{k}^{n}=\{(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n} : |\{i : x:\in \mathbb{Z}\}|\geq n-k\}$

このとき, $Z_{k}^{n}$ は $k$ 次元部分空間である. 実際, $k=0,$ $n$ のときはそれぞれ
$Z_{0}^{n}=\mathbb{Z}^{n},$ $Z_{n}^{n}=\mathbb{R}^{n}$ である. $k\neq 0,$ $n$ のときは, $Z_{k}^{n}$ は $\mathbb{R}^{k}$ と同相な部分空間の可
算和となっていることから, 被覆次元における可算和定理 [9, Theorem 3.1.8] より
$\dim Z_{k}^{n}\leq k$ となる. -方, $\mathbb{R}^{k}$ が $Z_{k}^{n}$ の中に閉集合として埋め込まれていること
から $\dim Z_{k}^{n}=k$ が得られる. この $k$ 次元部分空間を用いて次の補題を得る.

補題 3.3. $n\geq k\geq 0$ を満たす $n,$ $k\in \mathbb{Z}$ に対して, $Z_{k}^{n}$ 上の距離 $d$ は $\mathbb{R}^{n}$ におけ

る通常の距離の部分距離とする. このとき, Ind $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}=k$ となる.
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証明. [18, p.47] より, $d((x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n}), (x_{1}’, x_{2}’, \ldots, x_{n}’))=\sum_{i=1}^{n}|x_{i}-x_{i}’|$ と仮定
してよい. $n\geq k\geq 0$ を満たす任意の $n,$ $k\in \mathbb{Z}\iota^{}$.対して, $\mathrm{I}n\mathrm{d}u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}=k$ で

あることを帰納法を用いて示す. まず, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $Z_{0}^{n}$ は 1灘散であ
るから $u_{d}Z_{0}^{n}\backslash Z_{0}^{n}$ は $\beta \mathrm{N}$ と同相となり, Ind $u_{d}Z_{0}^{n}\backslash Z_{0}^{n}=0$ が従う. 次に $n\in \mathrm{N}$

を固定し, $0\leq i<k\leq n$ を満たす任意の $i\in \mathbb{Z}$ に対して, Ind $u_{d}Z_{i}^{n}\backslash Z_{i}^{n}=i$ が

成立していると仮定する. このとき, Ind $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}=k$ であることを示せば帰納
法より証明が完了することになる. まず,

とおくと, $[0,1]^{k}\cross \mathrm{N}$ と $\mathrm{Y}$ は–様同値であるので, 補題 3.2より $[0,1]^{k}$ は $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash$

$Z_{k}^{n}$ に埋め込まれていることが分かる この事実と [9, Theorem 2.2.1, P.134] から
Ind $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}\geq k$ となることが分かる 次に Ind $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}\leq k$ であること

を示す. $A$ と $B$ を互いに素な $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}$ における閉集合とする このとき, $A$

と $B$ を分離する $L’\subset u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}$ で Ind $L’\leq k-1$ となるものが存在すること
を示せばよい. $u_{d}Z_{k}^{n}$ は正規であるので, $u_{d}Z_{k}^{n}$ における互いに素な開集合 $U$ と
$V$ が存在し $A\subset U,$ $B\subset V$ かっ $\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}U\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\pi}}V=\emptyset$ となり, 命題 1.1よ
り, $\epsilon=d(Z_{k}^{n}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\mathrm{n}}}U, Z_{k}^{n}\cap C1_{u_{d}Z_{k}^{\hslash}}V)>0$ が従う. このとき, $\frac{4n}{m}<\epsilon$ を満たす

$m\in \mathrm{N}$ を取り, $Z_{k}^{n,m}=\{(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})\in \mathbb{R}^{n} : |\{i:mx_{i}\in \mathbb{Z}\}|\geq n-k\}$ とおく.
さらに, $\Lambda=$ { $\mathrm{C}1_{Z_{k}^{n}}C:C$ は $Z_{k}^{n}\backslash Z_{k-1}^{\eta,m}$ における連結成分} とし $W_{0}’=\cup\{D\in\Lambda$ :

$D\cap C1_{u_{d}Z_{k}^{n}}U\neq\emptyset\},$ $W_{0}=\cup\{D\in\Lambda:D\cap W_{0}’\neq\emptyset\}$ とおくと $W_{0}$ は閉集合となる. こ
こで, $W_{1}=\mathrm{C}1_{Z_{k}^{n}}(Z_{k}^{n}\backslash W_{0}),$ $L=W_{0}\cap W_{1}$ とおくと $L=\mathrm{F}\mathrm{r}z_{\mathrm{k}}^{n}W_{0}=\mathrm{F}\mathrm{r}_{Z_{k}^{n}}W_{1}$ である

ことから, $L$ は $Z_{k-1}^{n,m}$ に含まれている. また, 任意の $D\in\Lambda$ に対して, diam $D \leq\frac{n}{m}$

であることと $d(W_{0}’, L) \geq\frac{1}{m}$ であることか $\text{ら},$ $\frac{1}{m}\leq d(L, Z_{k}^{n}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{\mathrm{k}}^{n}}U)\leq\frac{2n}{m}$ とな
る. ここで, $\epsilon$ の定義から, $d(L, Z_{k}^{n} \cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}V)\}>\frac{2n}{m}$ であることが分かる. この

とき, 次の事実が成り立つ.
事実. $\mathrm{C}1_{\mathrm{u}_{d}Z_{k}^{n}}L=C1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{1}$ .
実際, $\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{\mathrm{k}}^{n}}L\subset \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\mathfrak{n}}}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{u}_{d}Z_{k}^{n}}W_{1}$であるので, 逆の包含関係を示せば十分

である. そこで, $x\in \mathrm{C}1_{u_{d}}z_{\mathrm{k}}^{n}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{1}\backslash \mathrm{C}1_{\mathrm{u}_{d}Z_{k}^{n}}L$ を取る. $Z_{k}^{n}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\mathfrak{n}}}L=Z_{k}^{n}\cap$

$\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{u}_{d}Z_{k}^{n}}$ W竹であるので, $x\in u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}$ となることが分かる また, $u_{d}Z_{k}^{n}$

が正規空間であることから $u_{d}Z_{k}^{n}$ における $x$ の閉近傍 $S$ で S\cap C秘 Z、$L=\emptyset$ . とな
るものが取れる. このとき, 各 $i=0,1$ に対して $W_{1}\cap S\neq\emptyset$ なので, $\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\mathfrak{n}}}(W_{0}$ 口

$S)\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}(W_{1}\cap S)\neq\emptyset$ となり, 命題 1.1より, $d(W_{0}\cap S, W_{1}\cap S)=0$ が従う. この
結果, $i=0,1$ に対して点列 $x_{i,0},$ $x_{i,1},$ $\ldots\in W_{i}\cap S$ で $\lim_{karrow\infty}d(x_{0,k}, x_{1,k})=0$ を満た
すものが取れる. ここで, 各 $i=0,1$ に対して $x:,0,$ $x_{i,1},$ $\ldots\not\in L$ としてよいので, 任
意の $i\in \mathrm{N}$ に対して $Z_{k}^{n}$ における $x_{0,i}$ から $x_{1,i}$ を結ぶ弧 $P_{i}$ で $1\mathrm{i}_{\mathfrak{R}arrow\infty}$ diam $P_{i}=0$

を満たすものが取れる. $L=\mathrm{F}\mathrm{r}_{Z_{k}^{n}}W_{0}=\text{恥}z_{k}^{n}W_{1}$ であることから, 任意の $i\in \mathrm{N}$ に

対して, $y_{i}\in L$ 口乃が取れる すると, $\lim_{iarrow\infty}d(x_{0,i}, y_{i})=\lim_{iarrow\infty}d(x_{1,i}, y_{i})=0$

であることから, $d(W_{0}\cap S, L)=d(W_{1}\cap S, L)=0$ が成立し, 命題 11から, 各
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$i=0,1$ に対して $\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}(W_{i}\cap S)\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}L\neq\emptyset$ となり, $S\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}L=\emptyset$ である
ことに反する. これにより, 事実は証明された.
この事実により $L’=\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}L\backslash L$ が $A$ と $B$ を分離していることを示せばよい.

そこで, $W_{0}^{*}=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{u_{d}Z_{k}^{n}}(W_{0}\backslash L)=u_{d}Z_{k}^{n}\backslash C1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{1},$ $W_{1}^{*}=\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{u_{d}Z_{k}^{n}}(W_{1}\backslash L)=$

$u_{d}Z_{k}^{n}\backslash \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{0}$ , 各 $i$ に対して $W!=W_{i}^{*}\backslash Z_{k}^{n}$ とおく. このとき,

$u_{d}Z_{k}^{n}\backslash \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}L=u_{d}Z_{k}^{n}\backslash (\mathrm{C}1_{u_{d}}z_{k}^{n}W_{0}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{1})$

$=(u_{d}Z_{k}^{n}\backslash C1_{u_{d}Z_{k}^{n}}W_{0})\cup(u_{d}Z_{k}^{n}\backslash C1_{u_{d}Z_{k}^{\hslash}}W_{1})$

$=W_{0}^{*}\cup\ovalbox{\tt\small REJECT}$

であるから, $(u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n})\backslash L’=W_{0}’\cup W_{1}’$ となる. また, $\frac{1}{m}<d(L, Z_{k}^{n}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{\mathrm{k}}^{n}}U)\leq$

$\frac{2n}{m}$ かつ $d(L, Z_{k}^{n} \cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{n}}V)>\frac{2n}{m}$ であることから, 命題 1.1 より, $\mathrm{C}1_{u_{d}}z_{k}^{n}U\cap$

$\mathrm{C}1_{u_{d}}z_{k}^{n}W_{1}=\emptyset$ かつ $\mathrm{C}1_{u_{d}Z_{k}^{\mathfrak{n}}}V\cap \mathrm{C}1_{u_{d}Z_{h}^{n}}W_{0}=\emptyset$ となり, $A\subset W_{0}’\text{か^{}\prime}\supset B\subset W_{1}’$ で

あることがわかる. 以上の議論から, $L’$ は $A$ と $B$ を分離している. $L\subset Z_{k-1}^{n,m}$ で

あるから, 補題 32より $L’$ は $u_{d}Z_{k-1}^{n,m}$ $\backslash Z_{k-1}^{n,m}$ に埋め込まれていることになる. さ
らに, $Z_{k-1}^{n,m}$ と $Z_{k-1}^{n}$ は–様同値であることから, [9, Theorem 2.2.1, P.134] より,

$\mathrm{I}n\mathrm{d}L’\leq \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ $u_{d}Z_{k-1}^{n,m}\backslash Z_{k-1}^{n,m}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d}Z_{k-1}^{n}\backslash Z_{k-1}^{n}\leq k-1$ が従い, [9, Propostion
1.6.2, p.40] から Ind $u_{d}Z_{k}^{n}\backslash Z_{k}^{n}\leq k$ が示された. 堂

上の補題から次の定理が得られる.

定理 34. $n\in \mathrm{N}$ に対して, $d_{n}$ を $\mathbb{R}^{n}$ の通常の距離とする. このとき, 以下が成
立する.

ind $u_{d_{n}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}=\dim u_{d_{n}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}=n$

特に, 以下も成り立つ.

ind $u_{d_{n}}[0, \infty)^{n}\backslash [0, \infty)^{n}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}[0, \infty)^{n}\backslash [0, \infty)^{n}=d\mathrm{i}\mathrm{m}u_{d_{n}}[0, \infty)^{n}\backslash [0, \infty)^{n}=n$

証明. 補題 32(1) より, $u_{d_{n}}\mathbb{R}^{n}\backslash \mathbb{R}^{n}$ と $u_{d_{n}}[0, \infty)^{n}\backslash [0, \infty)^{n}$ は $u_{d_{n}}Z_{n}^{n}\backslash Z_{n}^{n}$ に埋

め込まれていることが分かる. ここで, $X$ を $\mathbb{R}^{n}$ または $[0, \infty)^{n}$ とする. このと

き, [9, Theorem 1.6.3, 2.2.2 and 3.1.28] と補題 3.3より以下が得られる.

$\max\{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}X\backslash X, \dim u_{d_{n}}X\backslash X\}\leq \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}X\backslash X\leq \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}Z_{n}^{n}\backslash Z_{n}^{n}=n$.
さらに, $Y_{k}=[0,1]^{n-1}\cross[2k, 2k+1]$ とし, $\mathrm{Y}=\bigcup_{k>1}$臨と定める. このとき, $\mathrm{Y}$

と $[0,1]^{n}\cross \mathrm{N}$ が–様同値であることから, 補題 32(2) より, $[0,1]^{n}$ は $u_{d_{n}}X\backslash X$

に埋め込まれていることが分かる. さらに, [9, Theorem 1.1.2, 3.1.3] より,

$n \leq\min\{\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}X\backslash X,\dim u_{d_{n}}X\backslash X\}\leq \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}X\backslash X$

であることから $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{n}}X\backslash X=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d_{\hslash}}X\backslash X=\dim u_{d_{\mathfrak{n}}}X\backslash X=n$が従う. 口
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定理 34の応用として, 局所コンパクト可分距離空間 $X$ において, 任意の $n\in \mathrm{N}$

に対し, あるプロパーな距離 $\rho_{n}$ で $\dim u_{\rho_{n}}X\backslash X=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{\rho_{n}}X\backslash X=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{\rho_{n}}X\backslash X=$

$n$ を満たすものが取れる.

補題 35. (X, $d$) と $(Y, \rho)$ をコンパクトでないプロパーな距離空間とする. 完全写
像 $p:J=[0, \infty)arrow \mathrm{Y}$ で, $u_{\rho 1_{\mathrm{p}(J)}}p(J)\backslash p(J)\cong u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}^{5}$ となるようなものが存
在すれば, $X$ 上のあるプロパーな距離 $d_{X}$ で $u_{d_{X}}X\backslash X\cong u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}$ となるような
ものが存在する.

証明. 点 $x_{0}\in X$ を固定する. このとき, $f$ : $Xarrow[0, \infty)$ を $f(x)=d(x, x_{0})$ と定
めると $d$ がプロパーであることから, $f$ は完全写像でかっ全射となる. このとき,
$g=p\mathrm{o}f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ も完全写像となる. $\omega X$ を $X$ の–点コンパクト化とし, 集合
としては $\omega X=X\cup\{\infty\}$ とみなす. $G:Xarrow\omega X\cross Y$ を $G(x)=(x, g(x))$ と定

めると明らかに $G$ は埋め込みであり, 次が成立する.
事実 1. $G$ は閉写像である.
$A$ を $X$ の閉集合とする いま, $\mathrm{C}1_{\omega X\cross Y}G(A)\backslash G(A)\neq\emptyset$ と仮定して, 点 $(x, y)\in$

$\mathrm{C}1_{\omega X\mathrm{x}\mathrm{Y}}G(A)\backslash G(A)$ を取る もし $x\in X$ とすると, ある点心 $\{(x_{n}, g(x_{n}))\}_{n\in \mathrm{N}}\subset$

$G(A)$ で $\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ は $x$ に収束し, $\{g(x_{n})\}_{n\in \mathrm{N}}$ は $y$ に収束するものが取れる. このと
き, $A$ は閉集合であるので, $x\in A$ . さらに, $g$ は連続であるので, $g(x)=y\in g(A)$

となり, $(x, y)=(x, g(x))\in G(A)$ となって矛盾が生じる. 次に, もし $x=\infty$ と

すると, ある点列 $\{(x_{n}, g(x_{n}))\}_{n\in \mathrm{N}}\subset G(A)$ で $\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ は $\infty$ に収束し, $\{g(x_{n})\}_{n\in \mathrm{N}}$

は $y$ に収束するものが取れる. $S=\{x_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ とおくと $g$ は完全写像であること
から, $g(S)$ は有界でな $\text{く}\lim_{narrow\infty}\rho(g(x_{n}), y)=\infty$ となり, 矛盾である. ゆえに,
$G(A)$ は閉集合である.
次に, $d_{\omega X}$ を $\omega X$ 上の距離とし, 任意の $(x, y),$

$(x’, y’)\vee\in\omega X\cross \mathrm{Y}$
に対して,

$\sigma((x, y),$ $(x’, y’))=d_{\omega X}(x, x’)+\rho(y, y’)$ と定める. ここで, 任意の $x,$ $x’\in X$ に

対して, $d_{X}(x, x’)=\sigma((x, g(x)),$ $(x’, g(x’)))$ と定めると $d_{X}$ は $X$ 上の距離となる.
$Y$ は $\sigma-$コンパクトであることから, $\mathrm{Y}$ のコンパクトな被覆 $\{K_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ で, 任意の
$n\in \mathrm{N}$ に対して $B_{1}$ $(K_{\mathrm{n}}, d)\subset \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}_{Y}K_{n+1}$ となるものが存在する. このとき, 次の事
実を証明する.
事実 2. (1) $\lim_{narrow\infty}\sup\{\sigma(z, G(X)) : z\in\{\infty\}\cross p(J)\backslash \omega X\cross K_{n}\}=0$.

(2) $\lim_{narrow\infty}\sup\{\sigma(z, \{\infty\}\cross p(J)) : z\in G(X)\backslash \omega X\cross K_{n}\}=0$ .
任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, ある $N_{n}\in \mathrm{N}$ で $g(X\mathrm{c}B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{\omega X}))\subset K_{N_{n}}$ となるも

のが存在する. 最初に (1) を示す. 点 $z=(\infty,p(t))\not\in\omega X\cross K_{m}$ に対し, $m\geq N_{n}$

と仮定してよいので, $g(X\backslash B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{\omega X}))\subset K_{N_{\hslash}}\subset K_{m}$ となる. $p(t)\not\in K_{m}$

であることから, $p(t)\not\in g(X\backslash B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{\omega X}))$ となり, $p(t)\in g(B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{\omega X}))=$

$p\circ f(B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{\omega X}))$ となる. これより, ある $x\in B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{(tx})$ で $t=f(x)$ となるも

のが存在し, $p(t)=g(x)\in g(B_{\frac{1}{n}}(\infty, d_{vX}‘))$ を満たす. ここで, $(x, g(x))\in G(X)$

5本稿では, 一般に位相空間 $S$ と $T$ が同相であることを $s\underline{\simeq}\tau$ と表す.
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かつ $\sigma(z, G(X))\leq\sigma(z, (x, g(x)))=d_{\omega X}(\infty, x)<\frac{1}{n}$ であるので, (1) が示され
た. 次に, (2) を示す. $z=(x, g(x))\in G(X)\backslash \omega X\cross K_{m}$ を取る. このとき,
$m\geq N_{n}$ と仮定してよい. ここで, $t=f(x)\in J$ とすると, $p(t)=g(x)$ かっ
$\sigma(z, \{\infty\}\cross p(J))\leq\sigma(z, (\infty,p(t)))=d_{\omega X}(x, \infty)<\frac{1}{n}$ より, (2) も示された.
ここで, [18, Theorem 2.9, 2.10], 事実 2と [18, Theorem 4.2] を順に適用するこ
とで次のことが分かる.

$u_{d_{X}}X\backslash X\cong \mathrm{C}1_{u_{\sigma}\omega X\mathrm{x}Y}G(X)\backslash G(X)$

$=$ $\mathrm{C}1_{u_{\sigma}\omega X}$xy $(\{\infty\}\cross p(J))\backslash (\{\infty\}\cross p(J))$

さらに, [18, Theorem 2.9], [18, Theorem 2.10] を順に適用することで次を得る.

$\mathrm{C}1_{u_{\sigma}\omega}\mathrm{x}\cross Y(\{\infty\}\cross p(J))\backslash (\{\infty\}\cross p(J))$

$\cong u_{\sigma|_{\{\infty\}\mathrm{X}\mathrm{p}(J)}}(\{\infty\}\cross p(J))\backslash (\{\infty\}\cross p(J))$

$\cong u_{\rho 1_{p(J)}}p(J)\backslash p(J)$

$\cong u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash \mathrm{Y}$ .
この結果, $u_{d_{X}}X\backslash X\cong u_{\rho}\mathrm{Y}\backslash Y$ となることが示せた. 口

このとき, 自然と次の問題が持ち上がる.

問題 36. あるプロパーな距離空間 (X, $\rho$) で $u_{\rho}X\backslash X$ が連結かつどんな $[0, \infty)$

上の距離 $d$ に対しても $u_{d}[0, \infty)\backslash [0, \infty)$ と $u_{\rho}X\backslash X$ が同相でないようなものが
存在するか ?

完全写像 $p:J=[0, \infty)arrow[0, \infty)^{n}$ で $u_{\rho 1_{\mathrm{p}(J)}}p(J)\backslash p(J)$ と $u_{\rho}[0, \infty)^{n}\backslash [0, \infty)^{n}$

が同相となるものが取れることは, 簡単に分かる. 但し, $\rho$ は $[0, \infty)^{n}$ 上の通常の
距離である. この事実と定理 34と補題 35により, 次の命題が得られる.

命題 3.7. $X$ をコンパクトでない, 局所コンパクトな可分距離空間とする. このと
き, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $X$ 上のあるプロパーな距離 $\rho_{n}$ で $\dim u_{\rho_{\mathfrak{n}}}X\backslash X=$

ind $u_{\rho_{n}}X\backslash X=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{\rho},X\backslash X=n$ となるものが存在する.

距離として全有界なものを取った場合は命題 37より強い結果が得られる. ま

ず, 次の補題を証明する.

補 $\bullet$ 38. $(K, \rho)$ をコンパクト距離空間, $X$ を $K$ の稠密な部分空間とする. この

とき, $d=\rho|_{X}$ とすると $d$ は全有界 6でかつ $K\approx u_{d}X$ となる.

6空間 $X$ 上の距離 $d$ が全有界であるというのは, (X, $d$) が全有界のときをいう.
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証明, $d$ が全有界であることは明らかなので命題 1.1より, $X$ の互いに素な閉集
合 $A$ と $B$ に対して, $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}B=\emptyset$ と $\mathrm{C}1_{K}A\cap \mathrm{C}1_{K}B=\emptyset$ が同値である

ことを示せば十分である. まず, $\mathrm{C}1_{K}A\cap \mathrm{C}1_{K}B=\emptyset$ が成立しているとする. この

とき, $d(A, B)\geq\rho(\mathrm{C}1_{K}A, C1_{K}B)>0$ から, $C1_{u_{d}X}A\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}B=\emptyset$ がわかる. $-$

方, $\mathrm{C}1_{K}A\cap \mathrm{C}1_{K}B\neq\emptyset$ と仮定すると $d(A, B)=0$ から, $\mathrm{C}1_{u_{d}X}$ A $\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}B\neq\emptyset$

となり, 補題は示された. 口

この結果から次が成り立つ.

補題 3.9. $X$ をコンパクトでない局所コンパクト可分距離空間とし, $K$ を距離化
可能な連続体とする. このとき, $X$ 上の全有界な距離 $d$ で $u_{d}X\backslash X\cong K$ となる

ものが存在する.

証明. Aarts-Van Emde Boas の結果 (cf. [1], [17]) より, $X$ のあるコンパク ト化
$\alpha X$ で $\alpha X\backslash X\cong K$ となるものが存在する. このとき, $\alpha X$ は可算ネットワーク
を持つコンパクト空間なので, $\alpha X$ は距離化可能であることがわかる. ここで, $\rho$

を $\alpha X$ 上の任意の距離とし, $d=\rho|_{X}$ とおく. 補題 38より, 旧ま全有界であり
$\alpha X\approx u_{d}X$ かつ, $u_{d}X\backslash X\cong K$ となる. 口

補題 39より次の命題が得られる.

命題 3.10. $X$ をコンパクトでない局所コンパクトな可分距離空間であるとする.
このとき, 任意の負でない整数 $n$ に対して, 次が成立する.

(1) $X$ 上のある全有界な距離 $s_{n}$ で $\dim u_{\delta n}X\backslash X=\mathrm{i}n\mathrm{d}u_{n}‘ X\backslash X=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{s_{n}}X\backslash$

$X=n$ となるものが存在する.

(2) $X$ 上のある全有界な距離 $t_{n}$ で Sd $u_{t_{n}}X\backslash X=n$ となるものが存在する. 但
し, Sd $\mathrm{Y}$ は, 空間 $\mathrm{Y}$ の $\backslash /\vee\backslash$エ $-$ 7次元を表す (cf. [13, II, 11]).

証明. $n=0$ のときは–点コンパクト化を考えればよい. $n\geq 1$ のときは $\mathrm{I}^{n}$ や $S^{n}$

を補題 39に適用し, さらに Sd $S^{n}=n$ であることから直ちに従う. 口

最後に命題 3.10の手法の応用として, Stone-\v{C}ech コンパクト化の近似を与え
てこの節を終える. まず最初に, 特異コンパクト化の概念を思い出しておく. $X$

をコンパクトでない空間, $\mathrm{Y}$ をコンパクト空間とし, $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ を連続写像とす
る. このとき, $\mathrm{Y}$ における $f$ の特異集合 $S(f)$ を次のように定める (cf. [2]).

$S(f)=\{y\in \mathrm{Y}|y$
の $\mathrm{Y}|^{}.k^{\backslash }|$}

$\text{る任意の閉^{}\backslash }E\text{傍}U|_{\vee}^{\vee}*\mathrm{f}\text{して}\mathrm{c}1_{X}f^{-1}(U)\uparrow\mathrm{h}_{\text{コ_{}\vee}^{\backslash }/\text{ノ}\backslash ^{\mathrm{o}}\text{クトで}X1^{\backslash }}r’\mathrm{a}’\}$
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このとき, 写像 $f$ が特異であるとは $S(f)=\mathrm{Y}$ であるときをいう (cf. [10]). 任
意の特異写像 $f$ に対して, $f$ から生成された $X$ の特異コンパク ト化を次のよう
に構成する. まず, 集合としては, 直和 $X\cup \mathrm{Y}$ を考え, $X$ における近傍系はもと
もとの空間 $X$ のそれと同じものと定める. $\mathrm{Y}$ の点における近傍系は $Y$ の開近傍
$U$ と $X$ のコンパクト集合 $F$ に対して, $U\cup(f^{-1}(U)\backslash F)$ から生成されたものと
する. この近傍系から生成された位相において $X\cup \mathrm{Y}$ は $X$ のコンパクト化とな
り, $X\cup g^{S(f)}$ と表記する. $X$ のコンパクト化 $\alpha X$ が特異コンパクト化である
とは, ある特異写像 $f$ で $\alpha X\approx X\bigcup_{f}S(f)$ となるときをいう (cf. [4], [5], [10]). ま
た, $\alpha X$ が $X$ の特異コンパクト化であることの必要かつ十分条件は, $\alpha X\backslash X$ が
$\alpha X$ のレトラクトとなっていることである (cf. [10, Theorem 1]).
次に, Hausdorff 空間が Peano 空間であるとは, それが $\mathrm{I}=[0,1]$ からの連続像

であるときをいう. また, 有名な Hahn-Marzurkiewicz の定理により, Peano 空間
は局所連結な距離化可能連続体として特徴付けられている. さらに, Hausdorff 空
間が弱 Peano 空間であるとは, それが実数直線 $\mathbb{R}$ の稠密な連続像をもつときを
いう. 明らかに Peano 空間は弱 Peano 空間である.
ここで, 次の補題は [3, Theorem 3] の局所コンパクト可分距離空間の場合の精

密化した定理となっている.

補題 3.11. $X$ をコンパクトでない局所コンパクトな可分距離化可能空間, $K$ を

点でない距離化可能な弱 Peano 空間, $A$ と $B$ を $X$ における互いに素なコンパクト
でない閉集合, $N$ を $\mathrm{N}$ と同相で $X$ の $C$-embedded な部分空間とし $N\cap(A\cup B)=\emptyset$

を満たしているものとする. さらに, $K$ の異なる 2点 $P,$ $q$ に対して, $P$ と $q$ の

近傍 Up と $U_{q}$ で $\mathrm{C}1_{K}U_{p}\cap \mathrm{C}1_{K}U_{q}=\emptyset$ となるものを取る. このとき, 次の条件を
満たす連続写像 $g:Xarrow K$ が存在する.

(1) $g(N\cup A\cup B)$ は $K$ の可算稠密部分集合でかつ $K=S(g)$ .
(2) $g(A)\subset U_{\mathrm{p}}$ かつ $g(B)\subset U_{q}$ .
(3) $X$ 上のある全有界な距離 $d$ で $u_{d}X \approx X\bigcup_{g}K$ かつ $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}B=\emptyset$ .
証明. $d_{K}$ を $K$ 上の位相に合致する距離とし, $N$ を $\{x_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ と添え引付ける.
ここで, $K$ が弱 Peano 空間であることから, ある連続写像 $f$ : $\mathbb{R}arrow K$ で $f(\mathbb{R})$ が

$K$ で稠密となるようなものが取れる. このとき, $f^{-1}(U_{\mathrm{p}})\cap f^{-1}(U_{q})=\emptyset$ であるこ

とから, $r_{p}\in f^{-1}(U_{p})\cap \mathbb{Q}$ と $r_{q}\in f^{-1}(U_{q})\cap \mathbb{Q}$ が取り出せる. $\mathbb{Q}$ を $\{q_{n} : n\in \mathrm{N}\}$

と並べ, $\varphi$ : $N\cup A\cup Barrow \mathbb{Q}$ を次のように定義する.

$\varphi(x)=\{$

$r_{p}$ , $x\in A$ のとき,

$r_{q}$ , $x\in B$ のとき,
$q_{\mathfrak{n}}$ , $x=x_{n}$ のとき.
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このとき, ある連続写像 $\psi$ : $Xarrow \mathbb{R}$ で $\psi|_{N\cup A\cup B}=\varphi$ を満たすものが存在する
ので $g=f\circ\psi$ とおく. 明らかに, $g$ は上の条件 (1), (2) は満たしており, (3)
を示せば十分である. ここで, 写像 $e$ : $Xarrow\omega X\cross K$ を $e(x)=(x, g(x))$ と定

める. 明らかに, $e$ は埋め込みであり, Cし XxK $e(X)$ は $K$ を剰余として持つ $X$

のコンパクト化である. そこで, $\alpha X=\mathrm{C}1_{\omega X\cross K}e(X)$ とおく. $d_{\omega X}$ を $\omega X$ 上の

距離とし, $\omega X\cross K$ 上の距離 $s$ を, 任意の $(x, u),$ $(y, v)\in\omega X\cross K$ に対して

$s((x, u),$ $(y, v))=d_{\omega X}(x, y)+d_{K}(u, v)$ と定める. このとき, $d$ を $s$ から誘導される
$X$ 上の距離, すなわち, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して $d(x, y)=s((x, g(x)),$ $(y, g(y)))$

と定める. ここで, 補題 38より $d$ は全有界であり, $\alpha X\approx u_{d}X$ であるので, $\alpha X$

が $X$ の特異コンパクト化であること, つまり, $\alpha X\approx X$ U9 $K$ を示せばよい.
ここで, $\epsilon$ : $X$ U9 $Karrow\alpha X$ を次のように定義する.

$\epsilon(x)=\{$

$e(x)$ , $x\in X$ のとき,

$(\infty, x)$ , $x\in K$ のとき.

明らかに $\epsilon$ は全単射であり, $X$ U9 $K$ はコンパクトなので, $\epsilon$ が連続であることを
示せば十分である. まず, コンパクト上昇列 $\{K_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}$ で任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して,
$K_{n}\subset \mathrm{I}n\mathrm{t}_{X}K_{n+1}$ かつ $X= \bigcup_{n\in N}K_{n}$ であるものが取れることに注意する. $U$ を
$\alpha X$ における開集合とする. このとき, $U\cap(\alpha X\backslash X)\neq\emptyset$ と仮定してよい. さら

に, ある $m\in \mathrm{N}$ とある $K$ の開集合 $V$ で $((\omega X\backslash K_{m})\cross V)\cap\alpha X=U$ と仮定し
てよい. このとき, $\epsilon^{-1}(((\omega X\backslash K_{m})\cross V)\cap\alpha X)=V\cup(g^{-1}(V)\backslash K_{m})$ であるの

で, $\epsilon$ は連続である. これにより, $\alpha X$ は $X$ の特異コンパクト化となる.
最後に, $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A\cap \mathrm{C}1_{\mathrm{u}_{d}X}B=\emptyset$ であるこ $\text{と}$ , つまり $\mathrm{C}1_{X\mathrm{U}_{\mathit{9}}K}A\cap \mathrm{C}1_{x\mathrm{u}_{\mathit{9}}\kappa}B=\emptyset$

であることを示す. そうでないと仮定して $r\in \mathrm{C}1_{x\mathrm{u}_{a^{K}}}A\cap \mathrm{C}1_{x\mathrm{u}_{g}K}B$ を取ると,

(2) の事実から, $r\in \mathrm{C}1_{K}$ Up ロ $\mathrm{C}1_{K}U_{q}$ となり矛盾である. 口

このとき, 次の補題が得られる.

補題 3.12. $X$ をコンパクトでない局所コンパクトな可分距離化可能空間とし, $K$

を距離化可能で–点でない弱 Peano 空間とする このとき, $X$ の Stone-\v{C}ech コ
ンパクト化に対する次の近似が得られる.

$\beta X\approx\sup${ $u_{d}X$ : $u_{d}X\backslash X\cong K,$ $u_{d}X$ は特異コンパクト化かつ $d$ は全有界}.

証明. $A$ と $B$ を $X$ における互いに素な閉集合とする. このとき, $A,$ $B$ は共にコ

ンパクトでないと仮定してよい. ここで, 自然数 $\mathrm{N}$ と同相で $C$-embedded な部分
空間 $N=\{x_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ を, $\{B_{\frac{1}{2}}(x_{n}, d):n\in \mathrm{N}\}$ が $X$ で離散集合族となるように
$A$ の中から取る. そこで, $A_{0}=A \backslash \bigcup_{n\in \mathrm{N}}B_{\frac{1}{2}}(x_{2n-1}, d),$ $A_{1}=A \backslash \bigcup_{n\in \mathrm{N}}B_{\frac{1}{2}}(x_{2n}, d)$

とおく. そこで $\{A_{0}, B\}$ と $\{A_{1}, B\}$ は $X$ における互いに素な閉集合の組であり,
$N_{0}=\{2n : n\in \mathrm{N}\}$ も $N_{1}=\{2n-1 : n\in \mathrm{N}\}$ も $\mathrm{N}$ と同相で $X$ における C-
embed$d\mathrm{e}\mathrm{d}$ な部分空間であることから, 補題 3.11を $i\neq i$ である各 $i,j=0,1$ に
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対し $\{A_{i}, B\}$ と罵に適用する. このとき, $X$ 上のある全有界な距離 $d_{i}=d_{A_{i},B}$

で $u_{d_{*}}.X$ が特異コンパクト化かつ各 $i=0,1$ に対して, $\mathrm{C}1_{u_{d_{i}}X}$ $A_{i}\cap \mathrm{C}1_{u_{d_{*}}.X}B=\emptyset$

を満たすようなものが存在する. そこで, $\gamma X=\sup\{u_{d_{0}}X, u_{d_{\text{、}}}X\}$ とおく. 各
$i=0,1$ に対して? $\mathrm{C}1_{u_{d}X}A_{i}\cap \mathrm{C}1_{u_{d}X}B=\emptyset:$

: であることから, $\mathrm{C}1_{\gamma X}A\cap \mathrm{C}1_{\gamma X}B=\emptyset$

が成立する. ここで, $\delta X$ を以下のように定める.

$\delta X=\sup$ { $u_{d_{AB}:},X$ : $i=0,1$ , かつ $\{A,$ $B\}$ は $X$ において互いに素な閉集合}

ここで, $\delta X\geq\gamma X$ であることから, $X$ における互いに素な閉集合の組 $\{A, B\}$ に

対して, $\mathrm{C}1_{\delta X}A\cap \mathrm{C}1_{\delta X}B=\emptyset$ が成立する これは正規空間の Stone-\v{C}ech コンパ
クト化の特徴付けであるので, これより $\delta X\approx\beta X$ となる. 口

この補題 312より, 次の命題を得る.

命題 3.13. $X$ をコンパクトでない局所コンパクト可分距離化可能空間とする. こ

のとき, 2以上の任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して以下が成立する.

(1)

$\beta X\approx\sup\{u_{d}X|$ $\dim u_{d}X\backslash X=\mathrm{i}n\mathrm{d}u_{d}X\backslash \mathrm{B}\backslash \vee\supset u_{d}X|\mathrm{h}\text{特異_{}2_{\vee}^{\backslash }’ \text{ノ}\backslash ^{l}\text{ク}ト}4\mathrm{b}\text{て}$.$d|\mathrm{h}\text{全有界}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}u_{d}X\backslash X=n\}$

(2)

$\beta X\approx\sup\{u_{d}X|$

かつ
$u_{d}X\text{は特異}=\text{ンパク}u_{d}\text{ト}4\mathrm{b}\text{で}d=n$

は全有界
$\}$
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