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1. はじめに
現代物理学の基本の柱の–つである量子力学では、非可換な演算子を扱
う。 特に、非可換な演算子 $A$ と $B$ の関数 $f(A+xB)$ を $xB$でテーラー展開

(演算子に関する展開) することが必要になることが多い。 1-3) これを $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

般的に扱い、 しかも、古典的なテーラー展開との対応がつき易い定式化を

「量子解析」 (quantum $\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\mathrm{y}\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{s}$) として提唱してはや約 10年になる。 4-16)

量子解析では、上の展開の xn の項は n次の 「量子微分」 $d^{n}f(A)/d^{n}A\text{を用}$

いて表わされる。 1-16) この 「量子解析」 の定式化は、 ファインマン以来
の方法 17,18) と比較して多くの利点を持っている。 -つは、通常の C-数に

対するテーラー展開との対応関係が直接的であり、量子から古典へのクロ
スオーバーが研究し易いことである。 もう –つの利点は、量子微分が内部

微分の差分で表わされ、量子効果が見易く取り扱いが便利なことである。

2. 量子解析のまとめ
一般に、 演算子 $A$ がパラメータ $t$ の関数 $A=A(t)$ で表わされ、 さらに

$A(t)$ の関数 f(A(科) を考え、 その $t$ に関する微分を

$\frac{df(A(t))}{dt}=\frac{df(A)}{dA}$ . $\frac{dA(t)}{dt}$ (2.1)

とおく。 このとき、 $df(A)/dA$ は演算子 $dA(t)/dt$ を演算子 $df(A(t))/dt$ に

マップする超演算子 (hyperoperator) である。 この式は、 また

$df(A)= \frac{df(A)}{dA}$ . $dA$ (2.2)

と等価である。 ここで、 $df(A)$ は、 G\^ateau微分、 または

$df(A)=[A, f(A)]=\delta_{H}f(A)=H.f(A)-f(A)H$ (2.3)
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などを表わす。 ここで、H は任意に与えられた演算子である。 この超演算

子げ $(\mathrm{A})/d\mathrm{A}$ は A と $\delta_{A}$ で次のように表わされる 4-16) :

$\frac{df(A)}{dA}=\frac{f(A)-f(A-\delta_{A})}{\delta_{A}}=\int_{0}^{1}f^{(1)}(A-t\delta_{A})dt$ . (2.4)

ここで、 $\delta_{A}$ は (2.3) で定義された内部微分であり、 $f^{(n)}(x)$ は $f(X)$ の $n$階微

分を表わす。 また、 (2.4) 式で $A$ は任意の演算子 $Q$ に $A$ をかける超演算子

$L_{A}$ (すなわち $L_{A}Q=AQ$ ) と解釈する。
同様にして、 $n$ 階量子微分 $d^{n}f(A)/dA^{n}$ は次式で表わされる 4-16) :

$\frac{d^{n}f(A)}{dA^{n}}=n!\int_{0}^{1}dt_{1}\int_{0}^{t_{1}}dt_{2}\cdots\int_{0}^{t_{\hslash-1}}dt_{n}f^{(n)}(A-\sum t_{i}\delta_{i})n$ . (2.5)
$j=1$

上の量子微分 (2.5) を用いると、互いに非可換な演算子 $A$ と $B$ に関する演

算子関数 $f(A+xB)$ が次のように–般的にテーラー展開される 4-16).

$f(A+xB)= \sum_{n=0}^{\infty}\frac{x^{n}}{n!}\frac{d^{n}f(A)}{dA^{n}}B^{n}$ (2.6)

この公式は、非可換効果 (これを量子効果と呼ぶことにする) に関して展

開するのに便利に用いられる。 すなわち、 $\{\delta_{i}\}\text{について展開すればよい}$。

(2.5) 式で $\delta_{j}=0$ とおけば、 $d^{n}f(A)/dA^{n}=f^{(n)}(A)$ となる。 この左辺は超

演算子であり、 この式は $f^{(n)}(A)$ を左からかけることと等価になることを

表わしている。 この量子解析は、最近いろいろな分野で引用され、利用さ

れつつある。 19-24)

3. q微分の積分表示
文献 25によると、 $f(X)$ の q-盃分 $D_{q}f(X)$ は次のように定義される :

$D_{q}f(X)= \frac{f(qx)f(x)}{qXX}=\equiv\frac{d_{q}f(X)}{d_{q}x}$ . $(3\cdot 1)$

第 2節に説明した量子微分との形式的類似性に着目すれば、 これは次のよ
うに表わされることがわかる 5,6).

$D_{q}f(X)= \int_{0}^{1}f^{(1)}(X+(q-1)xt)dt$ $(3\cdot 2)$

一般に、 $n$ 階 q-微分は次のように $n$重積分で表わされる。 5,6)

$D_{q}^{n}f(X)=[n]_{q}! \int_{0}^{1}dt_{1}\int_{0}^{t_{1}}dt_{2}\cdots\int_{0}^{l_{n-1}}dt_{n}$
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$\cross f^{(n)}(X+(q-1)x(t_{1}+t_{2q}+\cdots+t_{n^{q^{n-1}}}))$ . (3.3)

ただし

$[n]_{q}=1+q+q^{2}+\cdots+q^{n-1}$ , (3.4)

$[n_{q}]!=[1]_{q}\cross[2]_{q}\cross\cdots\cross[n]_{q}$ . (3.5)

明らかに、 $q=1$ では、 通常の古典的な微分 $(\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{z})$ に帰着す

る。 この古典からのずれ、すなわち “q-微分補正” は $(q-1)$ で (3.3) の積分
表式を展開することにより容易に求められる。 この点で、 (3.3) 式は大き
な利点を持っている。

4. 古典差分の積分表示
下節で量子差分の積分表示を議論するための準備として、 この節ではま
ず古典差分の積分表示を求めておく。
古典的な差分 $\triangle_{h}f(x)$ は次式によって定義される 25) :

$\Delta_{h}f(x)=\frac{f(x+h)-f(x)}{h}$ . (4.1)

この積分表示は次のように与えられることが容易にわかる :

$\Delta_{h}f(X)=\int_{0}^{1}f^{(1)}(X+th)dt$ . (4.2)

したがって、 $n$ 階古典差分 $\Delta_{h}^{n}f(x)$ は

$\triangle_{h}^{n}F(x)=\int_{0}^{1}dt_{1}\int_{0}^{1}dt_{2}\cdots\int_{0}^{1}dt_{n}f^{(n)}(x+(t_{1}+\cdots+t_{n})h)$ (4.3)

のような $n$重積分で与えられる。 この公式は、差分と微分の差を具体的に

評価するのに便利な表式である。 実際、 $n$ 階差分を $f(X)$ の高次微分で表

わす公式が次のように得られる :
$\infty h^{k}$

$\Delta_{h}^{n}f(X)=f^{(n)}(x)+\sum_{k=1}a_{nk},f^{(n+k)}(x)\overline{k!}$ . (4.4)

ただし、 $a_{n,k}$ は次の式で与えられる定数である :

$a_{nk},= \int_{0}^{1}dt_{1}\cdots\int_{0}^{1}dt_{n}(t_{1}+\cdots+t_{n})^{k}$
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$=k$ ! $\sum_{k_{1}=0}^{k}\cdots\sum_{k_{n}=0(k_{1}+}^{k}\ldots\prod_{+k_{n}=k)j=1}^{n}\frac{1}{(k_{j}+1)!}$ . (4.5)

特に、 $a_{n1},=n/2$ となる。 したがって、

$\triangle_{h}^{n}f(X)=f^{(n)}(x)+\frac{n}{2}f^{(n+1)}(x)h+\mathrm{O}(\text{ん^{}2})$ (46)

である。 逆に、

$f^{(n)}(X)= \Delta_{h}^{n}f(x)-\frac{n}{2}f^{(n+1)}(x)h+\mathrm{O}(\text{ん^{}2})$ . (4.7)

となる。 このように、 $n$階古典差分と $n$階微分との差は、 ( $\mathrm{O}(h^{n+1})$ ではな

く) $h$ の 1次のオーダーであり、 その符号は $f^{(n+1)}(x)$ の符号によって決

まる。 $n=1$ のときは図示してみれば自明であるが、一般の $n$ に対しても

同様のことが成立することは興味深い。

5. 量子差分の積分表示
この節では、互いに非可換な演算子 $A$ と $B$ に対して、つぎのような差

分を定義する :
$\triangle_{hB},f(A)=\frac{f(A+hB)-f(A)}{h}$ . (5.1)

ただし、 んは c-念である。 ここで、 $harrow \mathrm{O}$ の極限をとると量子微分

$\lim_{harrow 0}\Delta_{hB},f(A)=\frac{df(A)}{dA}\cdot B$ (5 $\cdot$ 2)

となる。

さて、 この量子差分を $n$ 回くり返すと、 $n$ 階量子差分が定義される。 こ

の積分表示を考える。 前節の古典差分とよく似ているが、 $[A, B]\neq 0$ の量

子効果のため、少し注意が必要である。要するに、量子差分は量子微分の

積分で表わされる。 まず、

$g(X)\equiv f(A+xB)$ $(5\cdot 3)$

とおき、 $x$ に関する $n$ 階微分を $g^{(n)}(x)$ とする。 これは、 量子微分を用い

て、 $n=1$ の場合、

$g^{(1)}(X)= \frac{df(A(x))}{dA(x)}\cdot B$ ; $A(x)=A+xB$ (5.4)
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となる。 同様に、 $g^{(n)}(X)$ は $n$ 階の量子微分を用いて表わされる。 さて、

まず、
$\triangle_{hB},f(A)=\int_{0}^{1}g^{(1)}(th)dt$ (5.5)

と表わされることは直ちにわかる。 一般に、 これを拡張して、 $n$ 階量子差

分は
$\Delta_{hB}^{n},f(A)=\int_{0}^{1}dt_{1}\cdots\int_{0}^{1}dt_{n^{g^{(n)}}}((t_{1}+\cdots+t_{n})h)$ (5.6)

と表わされる。 こうして、古典差分と、量子差分の関係も古典微分と量子

微分との直接的な関係を用いて顕に導ける。詳細は原論文を参照して欲し
い。 38)

6. 量子から古典へ、 ミクロからマクロヘ
以上のように、量子微分や q-微分の積分表式 (2.4.) や (2.5) は量子から古
典へのクロスオーバーを議論するのに極めて適した定式化になっているこ
とがわかる。 また、量子微分が積分を用いて表わされているのは、量子微

分の非局所性を示している。 さらに、 (2.4) や (2.5) の量子微分は、互いに

可換な超演算子で表わされているので計算し易く大変便利である。すなわ
ち、 非可換な量子解析が可換な超演算子で実行できるところに、 この量子
解析の特徴がある。

7. むすび
最近、 上述の量子解析はいろいろな分野で利用されつつある。 19-24) 特

に、 高次の指数積分公式を求めるのに大変有効に利用されている。 26-37)

また、 量子カオスの問題などにも応用されつつある。 24)
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