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1 はじめに

関孝和 $(1640 ?\sim 1708)$ の『括要算法』1は関自身が 1680年\sim 1683年に書いたものをも

とに、 関の没後の 1712年、 下流の門弟、 荒木村英、大高由昌によって編集、 出版されたも
亨- 利貞)のである.元、亨、利、貞の 4巻からなるこの『括要算法』の亨巻 (第 2巻) で述べられて

いる $\mathrm{r}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{h\hslash}\#_{-}$会 LF」 について、京都大学数理解析研究所講究録 1257「数学史の研究」 に引き

続き解読すること、及び中国のいくつかの算書から関孝和『括要算法』の「嫡管術」への流

れ、 或いは当時の数学的背景をも合わせ考え、 関の 「 管術」の特質について述べることを

目的としている.

2 「葉擦術」 とその流れ

「蕩管術」 とは、連立 1次合同式 $\mathrm{r}_{x}\equiv r_{1}$ (mod $m_{1}$ ), , $x\equiv r_{n}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m_{n})$」 (以下、剰

余方程式と呼ぶ) の解法のことであり、「中国剰余定理」 (Chinese Remainder Theorem) と

呼ばれることも多く見受けられるが、 現在中国では「孫子定理」 と呼ばれているものであ

る. [管術」という名称は、 中国、 南宋の『楊輝算法 j (1274\sim 1275年, 楊輝) の「績古摘

奇算法」 (1275年) の中で使われていたものである. 関はこの『楊輝算法』を読み (参考文献

[B10][C1][C5][C6] $)$ そこから 「蕩管術」 という名称を援用したものと考えられている。

剰余方程式 $\mathrm{r}_{x}\equiv r_{i}$ (mod $m_{i}$ ), $i=1,$ $\cdots n$ , 但し $(m:, m_{j})=1(i\neq j)$」 (1)

についての中国の算書に伝わる解法を以下に述べる 2.

1京都大学電子図書館 http: $//\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{b}$ . libnet.kulib.kyoto-u.ac.jp/exhibit/kicho/06-41.html
で見ることができる.

2整数 $a_{\text{、}}b$ の最大公約数を $(a, b)_{\text{、}}$ 最小公倍数を $\{a, b\}$ と表す.
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まず $i=1,2$ , それぞれについて、

不定方程式 「 $\frac{M}{m_{i}}x-m_{i}y=1$ , 但し $M=m_{1}\cdot m_{2}\cdot\ldots.m_{n}\mathrm{J}"$ . (2)

を解き、 $\frac{M}{m_{i}}x$ を $x_{i}$ とする. この $x_{i}$は

$\mathrm{r}_{x_{i}}\equiv 1$ (mod $m_{1}$ )
$)$

$x:\equiv 0$ , (mod $m_{j}$ ) $(i\neq j)\rfloor$ (3)

を満たすので、剰余類 $x \equiv\sum n$

rixi (mod $M$) を剰余方程式 (1) の解、 と考えるとこ
$i=1$

ろであるが、 これら $x$ のうち正の最小数のみを答としている.

このように中国の伝統的な解法では “ 与えられた条件を満たす最小の正の整数のみを答と

している ”. この点は特に注目すべき点であるといえよう. このことは、不定方程式を “
– 般

解で答える ” という意識がないこと、及び負の数の概念が全くなかった訳ではないが、限定

的な認識に留まり、少なくとも答の対象として 「負の数」 を認知するに至っていなかった当

時の数の認識の段階的状況を示しているといえよう.

暦をはじめ商いなど現実的な問題解決の手段として発達した流れから–般解を求める必要

がなかったこと、更に数式の表記法、notation が確立していなかったこと、数の概念、数の

集合論的認識が発達していなかったことなどによる限界であったと推察される.

3 『括要算法』の「解約の法」、「剰–撃」

関孝和は「括要算法」 亨巻の中で、 まず前編において 「諸約の法」 として、 互約、 逐約、

斉約、遍約、増約、損約、零約、遍通 (公約数、公倍数、通分など) 及び剰–3などの諸約術

について述べ、続く後編を $\text{「}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}$管術解」 と名付け、前編の弓術を道具立てとして、 9題の剰

余方程式及びその解法を示している.

前編「諸約の法」 で述べられいる約術、互約、 逐約、斉約、遍約、増約、損約、零約、遍通、

剰–については参考文献 [C5] で既に述べてあるので、本稿では割愛する.

3「–を余す」 という意味から 1次不定方程式「ax–如 $=1,$ ただし $(a, b)=1\mathrm{J}$ の解法を『括要算法\sim

(1680年\sim 1683年著、 1712年出版) では「剰–」 と呼んでいる. ただし関はこの「剰–」のことを

建部賢明、建部賢弘と共著である『大成算経 j (1683年\sim 171O 年) にあっては 「累約」 と呼んでいる.

『大成算経』も http://ddb.libnet kulib kyoto-u $.\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}/\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{o}/06-41.\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{m}\mathrm{l}$ で見ることができる.
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4 関孝和の 「 管術」

関孝和の『括要算法』亨巻の後編「立面術解」 に収められている剰余方程式は以下の

9題である.

$x\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)$

$\{$
$x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 7)$

$x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 36)$

$x\equiv 14$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 48)$

$x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)$

$x\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)$

$x\equiv 5$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 7)$

答 $x=16$ 答 $x=110$ 答 $x=26$

$\{$ $x\equiv 3$ (mod 8)

$x\equiv 3$ (mod $6$ )

$)$

$\{$
$x\equiv 5$ (mod 10)

$x\equiv 3$ (mod 5)
$x\equiv 2$ (mod 7)
$x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 9)$

$x\equiv 7$ (mod 11)

答 $x=75$ 答 $x=128$ 答 $x=13$

$\{$ $7x\equiv 3$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$

$8x\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)$

$\{$
$6x\equiv 3$ (mod 5)

$34x\equiv 6$ (mod 8)
$34x\equiv 14$ (mod 20)
$34x\equiv 23$ (mod 27)

答 $x=13$ 答 $x=11$ 答 $x=11$

関はそれぞれに特色のある剰余方程式 9題をきれいに配置し、提示している.

『孫子算経 Jl (400年頃)
、『数書九章』 (1247年)

、『楊輝算法』 (1275年)
、『算法統宗』 (1592

年) など中国の算書に古くから伝わる剰余方程式、

$\mathrm{r}_{x}\equiv r_{i}$ (mod $m_{i}$ ), $i=1,$ $\cdots n$ , $|\underline{\mathrm{B}}\text{し}(m_{i}, m_{j})=1(i\neq j)\rfloor$

をさらに–般化して

$\mathrm{r}_{a_{i}x}\equiv\prime r_{i}$ (mod $m_{i}$ ), $i=1,$ $\cdots n$ , $|\underline{\mathrm{B}}\text{し}(m_{i}, m_{j})=1(i\neq j)\rfloor$

とし、 しかも、 $(7n_{i}, m_{j})\neq 1_{\text{、}}$ 即ち、 瀬 $m_{i},$ $m_{j}$ が互いに素でない問題をも扱っている.
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実際に、

第 1問から第 5問は $a_{i}=1$ である問題、

第 6問から第 9問は $a_{i}\neq 1$ の問題、
$d$

さらに、

奇数番の問題は法が互いに素、 $(m_{i}, m_{j})=1\text{である問題_{、}}$

偶数番の問題は法が互いに素でない、 $(m_{i}, m_{j})\neq 1$ である問題

と配置されている.

本稿では、 これら 9題の問題の中から、 $a_{i}\neq 1$ でありかつ法が互いに素でない問題、即ち

関孝和の $\text{「}\mathfrak{B}^{\mathrm{t}}$馬術」 としての最も特徴的な、本質的な問題である第 6問について現代文及び

現代の数学式を用いて解読し、「蕩管術」 の本質の解明を試みることとする.

5 『括要算法』の「賠管術解」第 6問

以下実線四角枠内は原文、それに続く破線四角枠内は原文の内容を現代語、現代の数式を

用いて表したものである. 更にその後に続く枠外に、必要に応じて解説を補充、加筆したも

のである.

問題文と答

今有物、不知総数、只云、 三十五乗、 四十二除余三十五箇. 四十四乗、

三十二除余二十八箇. 四十五乗、五十除余三十五箇. 問総数幾何.

答日、総数–十三箇.

$\{$

$35x\equiv 35$ (mod 42) $\ldots\ldots\copyright$

$44x\equiv 28$ (mod 32) $\ldots\ldots\copyright$

$45x\equiv 35$ (mod 50) $\ldots\ldots[egg3]$

答 $x=13$

以下の術文の後に続く解文の中で関は剰余方程式 6を

$\{$

$5x\equiv 5$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)$ $\ldots\ldots\copyright’’$

$11x\equiv 7$ (mod 8) $\ldots\ldots@^{/J}$

$9x\equiv 7$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)$ $\cdots\cdots[egg3]’’$

として解いている.
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術文

術日、 三十五乗四十二除余七約之、 以八十乗之、得四百箇

$\prime 3\prime 5\overline{\overline{x}}\equiv\overline{3}\overline{5}(\mathrm{I}\overline{2}\overline{\mathrm{m}}\overline{\overline{\mathrm{o}}}\overline{\overline{\mathrm{d}}}4^{--------------------------------------------------------------------\neg})\overline{\sigma})*_{\backslash }\overline{\mathfrak{h}}35\text{を}7\check{\text{で}}\backslash ^{\backslash }\text{約し}arrow \text{数}\sim 5|^{}arrow 80\text{を}\overline{l}\backslash \#\mathrm{e}_{\text{、}}400\text{を}\prime \mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{る}r-------------’.1|$

’

————–.–.——————————————————————————-d

関はこの 7 (35と 42の最大公約数) を 35乗 42除の約法、 80を 35乗 42除の除法と呼んで

いる. ここで、 35乗 42除の除法 80とは以下の合同式�を満たす数である.
$5\cross 80\equiv 1$ (mod 3), $11\cross 80\equiv 0$ (mod 8), $9\cross 80\equiv 0$ (mod 5) $\cdots\cdots$ @

四十四乗三十二除余四約之、以七十五乗之、得五百二十五箇

この 4(44と 32の最大公約数) を 44乗 32除の約法、 75を 44乗 22除の除法と呼んでいる.

ここで、 44乗 22除の除法 75とは以下の合同式�を満たす数である.
$5\cross 75\equiv 0$ (mod 3), 11 $\cross 75\equiv 1$ (mod 8), 9 $\cross 75\equiv 0$ (mod 5) $\cdots\cdots$ \copyright

四十五乗五十除余五約之、 以二十四乗之、得–百六十八箇

$’.41–\overline{5}x\equiv\overline{3}\overline{5}(1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 50)\text{の余り}35\text{を}5\text{で約^{}-}\text{した^{}-}\text{数^{}-}-------’-----arrow---------------------------------$ $7\text{に}24\text{をかけ_{、}}168^{-}\text{を得る^{}---}-------.--]-----$

この 5(45と 50の最大公約数) を 45乗 50除の約法、 24を 45乗 50除の除法と呼んでいる.

ここで、 24とは以下の合同式�を満たす数である.
$5\cross 24\equiv 0$ (mod 3), 11 $\cross 24\equiv 0$ (mod 8), 9 $\cross 24\equiv 1$ (mod 5) $\cdots\cdots$ \copyright

三位相併、共得–千零九十三箇

$||3^{-}\text{つの^{}-}\text{数を^{}-}\text{合わせて_{、}}-------400+525+168=1093^{-}\text{を得る^{}-------\prime}.|--------\backslash 1$
,

満–百二十去之、余–十三個、為総数、 合間.

以上それぞれの約法と除法の求め方などを、続く解文の中で語っている.
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. 解文
解日、三十五与四十二互減、得等数七、是三十五乗四十二除之約法、

以約三十五乗四十二除、爲五乗六除.

$\prime\prime 35\text{と}\prime 42\text{を互}\#arrow\S|\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\text{て最大ノム}\backslash \overline{\hslash^{\text{、}}}\backslash \overline{;}\text{数}7\text{を_{}\langle}t----------\sim\sim----------------------\sim--arrow\sim------\sim-----------------------------------------/\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{る}\vee\overline{\overline{\sigma}})7\text{を}35\text{乗}42\text{除_{の}*,\overline{i}j}’\backslash \overline{\mathrm{t}}\mathrm{a}^{\vee}:).\backslash \backslash \neq \text{と}\prime \mathrm{t}$

,
’

. $———–..———————————————————————-\wedge---------!-\text{の}7\text{て^{}\wedge}35\text{乗}42/\text{除}\backslash \text{を}*_{\backslash }\text{、}2\text{し_{、}}5\mathrm{a}\mathrm{e}6\text{ノ除}k.\text{する}.’|$
.

即ち、 $35x\equiv 35$ (mod 42) $\ldots\ldots\text{�}$ を $5x\equiv 5$ (mod 6) �’ とする.

四十四与三十二互減、得等数四、是四十四乗三十二除雪約法、

以約四十四乗三十二除、為–+–乗八除.

$\prime 1^{----}||,44\text{と}32$ を互に引いて最大公約数 4 $\text{を得る}.\text{このを乗除の約法という}.’------------------\backslash |1|$この 4を 44乗 32除の約法という.
$|$

: この 4で 44乗 32除を約し、 11乗 8除とする. $1$

.——.-.——————-.-.—-\sim -----------------------.----------------------------------.

即ち、 $44x\equiv 28$ (mod 32) $\ldots\ldots\text{�}$ を $11x\equiv 7$ (mod 8) $\ldots\ldots\text{�^{}\prime}$ とする.

四十五与五十互減、得等数五、是四十五乗五十除之約法、

以約四十五乗五十除、為九乗–十除.

: $45^{-}\text{と^{}-}50^{-}\text{を互^{}-}\text{に}$ -引–い-‘-て–、–最大公約数 5を得る. この 5を 45乗 50除の–約法と-い– う ’

’

$l\prime\prime$ この 5で 45乗 50除を約し、 9乗 10除とする. ’

.—————————————————————————————-.—–.—-.

即ち、 $45x\equiv 35$ (mod 50) � を $9x\equiv 7$ (mod 10) �’ とする.

以上から、 $\{$

$35x\equiv 35$ (mod $42$ ) $\cdots\copyright$

44$x\equiv 28$ (mod $32$ ) $\cdots\copyright$

$45x\equiv 35$ (mod $50$) $\cdots\copyright$

は $\{$

$5x\equiv 5$ (mod $6$ ) $\cdots\copyright’$

$11x\equiv 7$ (mod 8) $\cdots\otimes’$

$9x\equiv 7$ (mod $10$ ) $\cdots\copyright’$

と書き換えることができる.

更に、

六除八除–十除、依逐約術、得三除八除五除. 依図布算.
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$\{$

$5x\equiv 5$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)\cdots[egg1]’’$

$11x\equiv 7$ (mod 8) $\cdots\otimes’’$

$9x\equiv 7$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 5)\cdots \mathfrak{G}’’$

剰–術 (不定方程式 ax-by $=1$ の解法) を用いるためには、$x,$ $y$ (剰余方程式における各

式の法) が互いに素でなければならない. しかし、 $\text{剰余方程}\prec 6$ の法 [6,8,10] は互いに素

ではないので、逐約 4して得た [3,8,5] を新たな法として書き換えている. 即ち初めに与えら

れた剰余方程式$\text{を}$ に置き換えて解く、 としている.

しかし、 ここで互いに素でない法 [6,8,10] を逐約し、 互いに素である法 [3,8,5] として書

き換えることは、剰余方程式一般では同値と云えない書き換えであり、 問題のあるところ、

慎重に考える必要があるところである.

即ち、 法 $[m_{1\backslash }m_{2\text{、}}m_{3}]$ が互に素でない剰余方程式、

$|a_{1}x\equiv r_{1}$ (mod $m_{1}$ ), $a_{2}x\equiv r_{2}$ (mod $m_{2}$ ), $a_{3}x\equiv r_{3}$ (mod $m_{3}$ ) $\rfloor\ldots\ldots(*)$

とその法を逐約し、新たな法 $[m_{1^{\text{、}}^{}\prime}m_{2^{\text{、}}^{}\prime}m_{3}’]$ に置き換えて得られる剰余方程式
$\mathrm{r}_{a_{1}x}\equiv r_{1}$ (mod $m_{1}’$ ), $a_{2}x\equiv r_{2}$ (mod $m_{2}’$ ), $a_{3}x\equiv r_{3}$ (mod $m_{3}’$ ) $\rfloor\ldots(**)$

とは–般には同値といえない.

剰余方程式 $(*)$ と $(**)$ が同値であるための条件は、

$(\#)\{$

$a_{1}r_{2}\equiv a_{2}r_{1}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (m_{1}, m_{2}))$

$a_{2^{T}3}\equiv a_{3}r_{2}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (m_{2}, rn_{3}))$

$a_{3}r_{1}\equiv a_{1}r_{3}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (m_{3},m_{1}))$

であり、剰余方程式 $(*)$ が解を持っための必要十分条件もまた $(\#)$ である.

またその時、解は法の最小公倍数 $\{m_{1}\text{、}m_{2\text{、}}m_{3}\}$ において–意である (参考文献 [BI][B4]).

『括要算法』に取り上げられている剰余方程式 9題のうち、偶数番の 4題は法が互いに素で

ない問題であったが、それらの 4題はみな悉く条件 $(\neq)$ を満たしているものである.

さて『括要算法』本文に戻り、解釈を進めよう.

4互いに素でな $\mathrm{A}\backslash$ 自然数の組について、その組の最小公倍数を変えずに、各 2数が互いに素となるように約す
こと [例] (105,112,126) を逐約すると (5,16,63) となる. 逐約の結果は–意ではない.
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以五当為左、以三除為右、依剰–術、得左二段.
r——————————-,$—————————–’———————————–’-\backslash$,

$\prime 11,$’( $\text{�^{}\prime\prime}$の) 乗数 5を左、(�/’の法)3を右とした不定方程式 「 $5x-3y=1\mathrm{J}$ を
$\mathrm{z}\mathrm{i}$ $t$

’

$11$

$\prime\prime 1$

,剰–門によって解いて、 $|$

’

$\prime \mathrm{t}$

$\mathrm{t}$

$”.x=2’(\text{左二段と_{いう})\cdots\cdots\text{�を得る}\prime}----------------------------------------------------------------------------.\prime\prime$を得る.

$5\cross 2=3y+1$ であることから、$5\cross 2\equiv 1$ (mod 3) が得られたことになる.

以–+–乗為左、以八除為右、依剰–術、得左三段.

$\prime\prime\prime.|’---------(\text{�}\prime\prime \text{の})$ 乗数 $——————————.————- 11\text{を左_{、}}(\text{�}\prime\prime \text{の法})8\text{を右とした不定方程式}\mathrm{r}1^{\mathit{1}\overline{h}1}\overline{\mathrm{f}}x-8y=1\mathrm{J}\text{を}’ \mathrm{t}|||1$

$\prime\prime\prime||$

剰–術によって解いて、 ’

$!_{----------------------------arrow----arrow-----------------------}1,x=3(\text{左三段と_{いう})\cdots\cdots\copyright \text{を得る},-------------------------!}.\dagger 1$,

$11\cross 3=8y+1$ であることから、11 $\cross 3\equiv 1$ (mod 8) が得られたことになる.

以九乗為左、以五除為右、依剰–驚、得左四段.

$\prime\prime,$

’$(\copyright’----\prime\prime \text{の})\text{乗数}--$ $9\text{を左_{、}}([egg3]’/\text{の法})5--------$を右とした不定方程式 「$9^{\overline{\overline{\mathrm{g}}}}x-\overline{\overline{\xi}}_{y1\mathrm{J}\text{を}^{}\mathrm{i}^{----------arrow-----}}=|-- 1||$

1

$\prime\prime 11$ 剰–術によって解いて 1

$\iota$

’

.——————-.

$—-\cdot-------------\cdot-\cdot-\cdot--------\sim\wedge\wedge----- x=4\underline{(}\text{左四段と_{いう})\cdots\copyright \text{を得る}}$.-.—–.—–. $———‘\prime \mathrm{t}$,

9 $\cross 4=5y+1$ であることから、$9\cross 4\equiv 1$ (mod 5) が得られたことになる.

八除五除相因、得四十、為左、 以三図、為事、依剰-溜、得四十、

以左二段乗之、得八十、為三十五乗四十二除法.

$|\overline{(}[egg2]\prime\prime \text{の法})--------’-------\sim------------ 8\text{と}(\text{�^{}\overline{\prime}\prime}\text{の法})5\text{を掛け合わせた}40\text{を左、}(\text{�}\prime/\text{の法})3\text{を右と^{}-}\text{した^{}------}1|$ ”

: 不定方程式 「$40z-3w=$ 1」を剰-術を用いて解いて、
1

’

’
’
‘ 左 40$z=40$ を得る.’
1
$1$

. $\text{更にこの}40\text{に�式の左二段}2\text{をかけ}\overline{arrow}\text{数}80-------------------$ を $————————-!^{1}35\text{乗}42\text{除の除法とする}.$
’

ここで 35乗 42除の除法 $80=2\cross 40$ は、

$40=3w+1_{\text{、}}$ また�より $5\cross 2=3y+1$ と書けるので、

$5\cross 80=\underline{\dot{\mathfrak{o}}\cross 2}\cross 40$ $=(3y+1)\cross(3w+1)$

即ち $5\cross 80\equiv 1$ $($mod $3)_{\text{、}}$ 更に $11\cross 80\equiv 0$ $($mod $8)_{\text{、}}9\cross 80\equiv 0$ (mod 5)
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上灘五敬相因、得–十五、為左、 菅崎除為右、依剰–術、得–百零五、

以左三段、西之、得三百–十五、満–百二十去之、余七十五、為四十四乗三十二除法.

(�”の法) 3と (�”の法) 5を掛け合わせた 15を左、 (�”の法) 8を右とした

不定方程式 $\mathrm{f}\mathrm{l}5\mathrm{z}-8\mathrm{w}=$ 1」を剰–術を用いて解いて、

左 $15z=105$ を得る.

この 105に�式の左三段 3をかけ $3\cross 105=315$ を得る.

更にこの 315から 120を引けるだけ引いた余り 75を 44乗 22除の除法とする.

ここで $105=15\cross 7$ は $8w+1$ と書け、 また�より 11 $\cross 3=8y+1$ と書けるので、

11 $\cross 315=11\cross 3\cross 105=(8y+1)(8w+1)$

即ち $11\cross 315\equiv 1$ $($mod $8)_{\text{、}}$ 更に $5\cross 315\equiv 0$ $($mod $3)_{\text{、}}9\cross 315\equiv 0$ (mod 5)

となっている. この 315から去法 120 (3,8,5の最小公倍数 120) を引けるだけ引いた

数 75もまた上の合同式を満たしている. 即ち、
$11\cross 75\equiv 1$ $($mod $8)_{\text{、}}$ $5\cross 75\equiv 0$ (mod 3). $9\cross 75\equiv 0$ (mod 5)

玉除八除相因、得二十四、為左、 以五除為右、依劃–術、得九十六、

以左四段乗之、得三百八十四、満–百二十去之、余二十四、為四十五乗五十除法.

(�”の法) 3と ( $\text{�^{}\prime\prime}$の法) 8を掛け合わせた 24を左、 ( $\text{�^{}\prime\prime}$の法) 5を右とした

不定方程式「24z–5w $=1$」 を解いて、

$24z=96$ を得る.

この 96に�式の左四段 4をかけ、 $4\cross 96=384$ を得る.

更にこの 384から去法 120を引けるだけ引いた余り 24を 45乗 50除の除法とする.

前段までと同様に考え、

$9\cross 384=\underline{9\cross 4}\cross 96=(5y+1)(5w+1)$

従って 384から去法 120を引いた数 24も、以下の合同式を満たしている.
$9\cross 24\equiv 1$ $($ mod $5)_{\text{、}}$ $5\cross 24\equiv 0$ $($mod $3)_{\text{、}}$ $11\cross 24\equiv 0$ (mod 8)

三除、 八除、五除相乗、得–百二十、為去法.

$1^{--------\sim-arrow------------}11’‘-----------------------\sim------{}^{\mathrm{t}}(\text{剰余方程式}$. $–,|."$

,
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去法とは剰余方程式の各式の法の最小公倍数として定められ、合同式の関係を保つ数とし

て解法の最終段階で減法に用いられる数である 5.剰余方程式

き換えでは、 法を逐約していたが、逐約は最小公倍数を変えない約法であるので、去法 120

は剰余方程式

ここに保障されている.

6 中国の算書との照応

もともと、 中国では暦学上の必要により古くから剰余方程式の解法が確立し、伝えられて

きたものと考えられている.『孫子算経 Jl (400年頃, 著者不詳) の中で「物不知其総数」 とし

て 1題あるものが鳴矢とされ、その後も数多くの算書のなかで 「物不知其総数」「大術総数

術」「 管術」 さらには「秦王暗記兵」「韓信鮎兵」「鬼谷算」 など様々に呼ばれてきたもので

ある.『温温九章』(1247年, 秦九 ) の中では「大二総数術」 として 9題、『楊輝算法\sim (1275

年, 楊輝) のなかでは 「鶉管術」 として 5題、 さらに時代を下って、『算法統宗』 (1592年,

程大山) では 「物不知其総数」 或いは「韓信二三」 として 3題収められている.

ただ、 このような古くからの多くの研究成果の中で算書という形で現在に伝えられてい

るものは–部であり、更にその中で日本まで伝来し、関孝和の 「蕩管術」 に影響があった

ことが確認されているものは『楊輝算法』と『算法統宗』のみであるとされている (参考

文献 [B2] [B3] $)$ . 確かに『楊輝算法』は 1673年又は 1661年に関本人が写本した (参考文献

[B10] [C1] [C5] [ $\mathrm{C}6|)$ とされるものの写しが残っている.

また、『算法統宗』はその本文中に孫子歌として、

「三人同行七十稀 五樹梅花廿–枝

七子團圓正半月 除百令五便得知」 6

を載せているが、『括要算法』では『算法統宗』にあるとその名を明記した上で、孫子歌を

引用、 紹介している.

以上により、 関をはじめ当時の和算家達が『楊輝算法』、『算法統宗』この 2冊の算書を学

習し、少なからず影響を受けていたことは確かであるといえよう.

5 『塵旧記\sim などで「百五減算」 と紹介され、 その名に使われている 105は、各式の法が [3,5,7] である
剰余方程式の去法である.

6法が [3,5,7] である剰余方程式「百五減算」 における三除法 7 $0_{\text{、}}$ 五除法 21
$\text{、}$

七除法 1 $5_{\text{、}}$ 去法 105を

覚えやすいように読み込んだ七言絶句である.
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しかし、 それら 2冊の算書には不定方程式の解法 (『括要算法』でいう剰–門) について

は何も記されていない. 数多くある中国の算書の中にあっても、不定方程式の解法を示して

あるのは『僻書九章』だけであり、 しかも、 法 $[m_{i}, m_{j}]$ が互いに素でない問題を扱っている

ものもまた『数書九章』だけである.

ただし今日までの研究において、『数書九章』は日本に伝来した形跡はないとされ、従っ

て関孝和をはじめ和算家達への『数書九章』の直接的な影響はなかった、 とされている (参

考文献 [B2][B3] $)$ . その『数書九章』–「大衛類」 (第 1巻、 第 2巻) に挙げられている剰余

方程式 9題 7の法は以下のものである.

�著早筆微 1,2, 3, 4]

�古暦會積 $[365 \frac{1}{4},29\frac{499}{940},60]$

\copyright 推計土功 ...... [54, 57, 75, 72]

�推国母銭 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6]

\copyright 分羅推原 $[0.83,1.10,1.35]$
$[egg6]$ 騎行帯地 300, 240,180]

�程行相及 300, 250,200]

\copyright 積弊尋源 130, 1 10,120,60, 25, 100,30, 20]

�鯨米町数 19, 17, 12]

最後の第 9問を除く総ては法が互いに素でない問題となっている. しかも、 分数、小数或

いは桁数の大きな数を法としている. 秦九 はこれら法の種類に応じて問題を分類し、名を

付け、 その分類に応じた解法を示している (参考文献 [B8][C3]).

方関孝和の『括要算法』では、互いに素でない法の問題を扱ってはいるものの、それら

法はすべて整数の範囲内の、 しかも平易な数値の問題ばかりであった.

7 結び

関孝和は『括要算法』亨巻で、法が互いに素でない問題を敢えて取り上げ、巧みに術を駆

使し、順序立てて解き進めている. このことによって 「剰余方程式を–般的に解いたこと」

を関孝和の功績としている著述も多く見られる (参考文献 [B2][B3]). しかし、

$7\text{第}3$巻天時類の第 3ff 「治暦演紀」 $\mathrm{b}$剰余方程式の問題とみなすことができる. 法は 60と $29 \frac{8967}{16900}$
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. 先に指摘した中国の算書からの伝統を受け、正の最小数のみを答えとしてい
る、解文の最終段階で去法を定義し、 その去法を引けるだけ引く、 としているこ

と、 或いは当時「百五減算」 などと剰余方程式の呼び名に去法が使われていた

ことなどは、 ある意味で剰余類を視野に収めている、 と見ることもできようが、

それらをまとめた類として答える段階までの認識には至っていない.

法が互いに素でない剰余方程式が解を持つための条件 $(\#)$ をある程度認識し

た上でその条件に適つた 4題を提示していた、 とも考えられるが、少なくとも

条件 $(\#)$ に言及していない.

.『括要算法 jl (1712年) に先んずること 450年以上の南宋、 隣国中国に於て秦九

詔が、既に法が互いに素でない剰余方程式を扱い、 その解法を示している. しか

も関の示した解法は『数書九章』と酷似しており、秦九紹のあげた 9題の方が数

値的には、遥かに複雑な、難易度の高いものであった.

以上を鑑みるに、「剰余方程式を–般的に解いたこと」 を関孝和の功績とすることは慨られ

ることであろう. しかし、『数書九章』の「大術総数術」 と『必要算法』の「鶏卵術」は、解

法こそ類似している点が多くあるが、それぞれの 9題は実に趣きの異なるものとなってい

る.『数書九章』は易、暦をはじめとした具体的、実際的な問題を扱い、それぞれの問題に

は
$\iota$‘ 余米 ”

$\text{、}$

“ 額銭 ” など問題の状況に応じた名が付けられている。 しかもその数値は極め

て煩雑なものばかりである.-方『括要算法』の 9題はすべて完全に抽象化された問題であ

り、 その数値は平易なものばかりである. そして『括要算法』では問題が–般化され、数値

が単純、 平易となっているが故に、「剰–」や「 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{l}$管術」 の本質が却って際立ち、明快に提

示されていると云えるのではないだろうか. このことこそ、 関の数学的資質を物語っている

と云えるのではないだろうか.

「数学」 の本質とも云える –般化する力、抽象化する感性を関は備えていた. これが関の

神髄であり、 この抽象性の純度の高さによってこそ、関は評価されるべきものであろう.

「剰余方程式の解法を確立した」 という過大評価ではなく、関の生きたその時代背景の中に

あって傑出した抽象数学の感性、資質を持った数学者であったことを『括要算法』の $\text{「}\mathfrak{B}^{1}$管

術」 は示している. 本稿は『括要算法』の「 管術」第 6問を解読することを通してその理

解を深めることを目的とした.何故ならば、 この問題が関の 「菊管術」 の真髄を語っている

ものと考えているからであった. 関孝和は『括要算法』だけでなく、建部賢明、 建部賢弘と

の共著である『大成算経 j (1683年\sim 1710年) 第 6巻においても 「蕩管術」 の名で剰余方程

式を扱っている. そこにはまた趣向の異なる問題を含め 17題の剰余方程式が収められてい

る. 中国の算書の数々から『括要算法\sim へ、 そして『大成算経』、 という剰余方程式の解法の

流れ、発展、 異同について更に考察を深めたいと考えている.
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