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Abstract
本稿では、近似 PC-PRS 算法と特異値分解に基づく三つの算法を簡単に説明し、各算法の効率・精度

について考察する。 またそれぞれの算法の長所・短所について考察する。

1 はじめに

多変数多項式の近似 GCD 計算について、Zhi-Noda[ZNOO] が三つの算法の実験を行った結果、次の知見を
得ている。a) $\mathrm{O}\mathrm{A}\mathrm{i}$ et al.[ONS91] による互除法に基づく多項式剰余列 (PRS と略記) 算法は、精度は安定して
いるが、画数が増えて時間がかかる。b) 一般 Henfiel構成に基づ $\text{く}\mathrm{E}\mathrm{Z}- \mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}(\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}*\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D})$

算法 $W^{\tau 3}$, Wan80] を近似化した方法は、計算は速いが精度が落ちることが多々ある [SY98]。c) Corlaes
et $d.[\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{T}\mathrm{W}95]$ が提案した Modular算法など他の方法も欠点がある。

ISSAC2004で、Gao et $d.[\mathrm{G}\mathrm{K}\mathrm{M}\mathrm{Y}\mathrm{Z}04]$ と Zeng-Dayton[ZD04] が独立に–般化された Sylvester行列の特
具値分解に基づく近似 GCD算法を提案した。一般化された $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{v}\alpha \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$行列の構成法の違いを除けば、両算
法はほぼ同じである。 しかし両算法のいずれも、変数の個数あるいは次数の個数が増えるにつれて Sylvester
行列のサイズが急激に膨張する (\S 3.1表 4)。特異値分解の計算量は列または行の 3乗に比例するため、両算
法とも多変数高次では計算効率が大きく落ちる。
多変数多項式の GCD 計算では、従変数をべき級数として扱って剰余列を計算する Sasaki-Suzuki [SS92]

の $\mathrm{P}\alpha \mathrm{P}\mathrm{R}S$ ( $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}- \mathrm{t};\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s}$ Coefficient PRS) 算法がある。 この算法は従変数について高次項を打ち切るので
PRS算法に比べて非常に効率がよい。 この算法を近似 GCD 計算用に改変することで、 PRS算法の持つ高
精度性と PC-PRS 算法の持つ高効率性の両面を確認した $[\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{n}05]$。しかし、 この算法 (近似 PC-PRS算法と
呼ぶ) には安定性の面で問題が残っており、 現時点で解決には至っていない。
本稿では、近似 PC-PRS 算法と特具値分解に基づく算法を簡単に説明し、各算法の効率精度について

考察する。 またそれぞれの算法の長所短所について考察する。

本稿では次の記号を用いる。多項式 $F(x,u)=f_{rn}x^{r\hslash}+\cdots+f\mathrm{o}\in \mathbb{C}[x,u]=\mathbb{C}[x,\mathrm{u}_{1}, \cdots,u\ell]$ に対して・
$\deg(F)$ と $1\mathrm{c}(F)$ はそれぞれ $F$ の主変数 $x$ に関する次数と主係数を表す。単項式 $T=\mathrm{c}u_{1}^{e_{1}}\cdots \mathrm{u}_{\ell}^{\mathrm{G}\ell},$

$c\in \mathbb{C}$ に

対して $\mathrm{t}\deg_{u}(T)=\prime_{1},+\cdots+P,p$ と定義するとき、 $\mathrm{t}\deg_{u}(F)$ と tdeg$(F)$ はそれぞれ従変数 $u_{1},$ $\cdots,u\ell$ と変
数 $x,u_{1},$ $\cdots,$ $u\ell$ に関する全次数を表す : $\mathrm{t}\deg_{\mathrm{u}}(F)=\max\{\mathrm{t}\deg_{u}(f_{m}), \cdots, \mathrm{t}\deg_{u}(f_{0})\}_{0}||\cdot||_{P}$ は P-ノルムを
表す ($p$ を省略したときは無限大ノルムを表すことにする)。 $g\mathrm{c}\mathrm{d}(A, B;\epsilon)$ は多項式 $A$ と $B$ の許容度 $\epsilon$ の近

似 GCD を表す。 $\mathrm{p}\mathrm{p}(F;\epsilon)$ と cont $(F;\epsilon)$ はそれぞれ $F$の許容度 $\epsilon$ の原始的部分と許容度 $\epsilon$ の係因子を表す :
cont $(F;\epsilon)=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f_{l\hslash},\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f_{ln-1}, \cdots, f\mathrm{o};\epsilon);\epsilon)_{\text{、}}\mathrm{p}\mathrm{p}(F;\epsilon)=F/\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(F;\epsilon)_{\text{。}}$

$*\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{u}]\dot{\mathrm{Q}}\mathrm{G}\iota \mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}.\mathrm{t}\epsilon \mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{u}\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}$
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2 多変数多項式近似 GCD算法
21 近似 PC-PRS 算法

与えられた多変数多項式 $P_{1},$ $P_{2}\in \mathbb{C}[x,u]$ の GCD を求める P郎算法では、剰余列の最後の要素疏は
$G=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}, P_{2})$ の倍数となる : $P_{k}=C$ .G。ただし、 $C\in \mathbb{C}[u]$ である。そこで、 $P_{1}$と昂を原始的にして
おき、 $\mathrm{C}=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}(P_{k})$で $C$ を求め| $G$ を $G=\mathrm{q}\tau 1\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}(P_{k}, C)$ と計算する。 ここで、 $\mathrm{q}_{11}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}(P_{k}, C)$の計
算では、除多項式と被除多項式の全ての項が必要なわけではない。例として、除多項式の次数が 100、被除
多項式の次数が 90の場合には商の次数は 10となり、商を求めるには除多項式と被除多項式の高次項 (低次
項) の 10次分があれば十分である。

$P_{1},$ $P_{2}\in K\{u\}[x]$ の係数をべき級数として扱い、 $u$ の全次数が $e$以下の項を残し、全次数力\sim +1以上の
項は捨てることにする。 $u$ に関する全次数を表すために全次数変数 $t$ を導入し、 $u:\mapsto\rangle$ tu: $(i=1, \cdots,\ell)$ と

変換し計算する。 このようにして計算した P郎を $(\tilde{P}_{1},\overline{P}_{2}, \cdots,\tilde{P}_{k})$ と表す。実際には $\tilde{P}_{i}$ は次のように計算
する :

$\{$

[$;_{:} \overline{P}_{*+1}\equiv(\alpha_{l}\tilde{P}:-1-Q_{i}\tilde{P}_{1})/\max\{||\alpha:||, ||Q:||\}$ (mod $t^{\mathrm{e}+1}$ ),
$\alpha_{1}=1\mathrm{c}(\tilde{P}_{i})^{d_{i}+1}$ , $d_{1}=\deg(\tilde{P}_{*-1})-\deg(\tilde{P}_{*}.)$,

(1)

ただし、剰余列は縮小 $\mathrm{P}\mathrm{B}S$ あるいは部分終結式 $\mathrm{P}\mathrm{R}S$算法で計算し、さらにノルムを 1に規格化 (Normalize)
するものとする (A はそのように選ぶ)。近似 $\mathrm{P}\alpha \mathrm{P}\mathrm{R}S$ 算法は次のようになる。

アルゴリズム 1(近似 PC-PRS 算法)

Input :Polynomli $\mathrm{h}P_{1},$ $P_{2}\in \mathbb{C}[x,u]$ and a }$\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}$ ntlmber $e$ .
$\mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{E}\mathrm{P}\mathrm{l}$

:
$\text{主係数}1\mathrm{c}(P_{1})\text{と}1\mathrm{c}(P_{2})\mathrm{d}(P_{1},P;\epsilon)$

の近似 GCD 9を計算
$e:= \min_{*=1,2}.\{\mathrm{t}\deg_{u}(P_{\mathrm{i}})+\mathrm{t}\deg_{u}(g)-\mathrm{t}\deg_{u}(1\mathrm{c}(P_{i}))\}$ .

STEP 2 : Calculate $\mathrm{P}l\mathrm{i}S(\tilde{P}_{3}, \cdots,\overline{P}_{\mathrm{k}},\tilde{P}_{k+1}, ||\overline{P}_{k+1}||/||\tilde{P}_{k}||\leq\epsilon)$.
$/*\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}- 0\mathrm{f}\mathrm{f}$ higher degree $E\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}s*/$

if $\deg(\tilde{P}_{k})=0$ then return 1 $\mathrm{e}\mathrm{l}\alpha \mathrm{e}\tilde{P}_{k}:=\mathrm{N}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{e}(\tilde{P}_{k})$ .
$\tilde{P}:=g\tilde{R}/1\mathrm{c}(\tilde{P}_{\mathrm{k}})$ . $/*\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}-\S \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{i}u\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}*/$

$G:=\mathrm{p}\mathrm{p}(\tilde{P};\epsilon)$ .
if $||\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(P_{1}, G)||\leq\epsilon$ and $||\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(P_{2}, G)||\leq\epsilon$

then return $G$ elae return 1.
end.

2.2 特異値分解に基づく算法

$f,$ $g\in \mathbb{C}[x_{1}, \cdots, x\ell]$ が与えられた時、 $f1=f/\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f,g)_{\text{、}}\mathit{9}1=g/\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(f,g)$ とする。

補題 (Lemma 21[GKMYZ04]) 方程式

$uf+vg=0$ (2)

を満たす解 $u,v$ はすべて次の形である :

$u=g_{1}q$, $v=-f1q$, where $q\in \mathbb{C}[x_{1}, \cdots,x\ell]$ (3)

1
$u$ と $v$ は線形方程式でから求めることができる。
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Gao $et$ 砿と Zeng-Dayton はいずれも 1変数の Sylvester行列を多変数に拡張した :Gao et $d$ . の算法は
Sylvester行列 S を多項式の全次数表現をもとに構成し、 S のランク落ちにより近似 GCD の全次数 k を定
める。この全次数 $k$ で再構成した $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{f}^{\backslash },\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 行列を $S_{k}$ と表して $k$ 次 Sylvester行列と呼ぶ。Zeng-Dayton の
算法は各変数に関する 1変数 GCD の次数の組 $\mathrm{k}=[k_{1}, \cdots , k\ell]$ により近似 GCD の次数を定める。次数 $\mathrm{k}$

で構成した Sylvester 行列を $S_{\mathrm{k}}$ と表して $\mathrm{k}$ 次 Sylvester行列と呼ぶ。 $f$ と $g$ の余因子をそれぞれ $u$ と $v$ と

するとき、 それらに対応する係数ベクトルは $S_{k}$ (or Sのの最小特異値に属する特具ベクトル (Sylvester行
列の null space) [$\mathrm{v},-\mathrm{u}|^{T}$ で近似的に与えられる。近似 GCD は次の手順で求めることができる。

アルゴリズム 2(特異値分解を用いる多変数多項式近似GCD 算法)
1. $f$ と 9の $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{t};\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 行列 $S_{k}$ (or $S_{\mathrm{k}}$) を構成する。

2. $S_{k}$ (or $S_{\mathrm{k}}$) の null space $[\mathrm{v}, -\mathrm{u}]^{T}$を求める $[\mathrm{Y}\mathrm{Z}05]_{\text{。}}$

3. (必要であれば) $[\mathrm{v}, -\mathrm{u}]^{T}$ を最適化する。

3 実験と考察

実験は Xeon 3. $05\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}$ のWindows $\mathrm{X}\mathrm{P}$ 上で Maple 95と MATLAB 71を用いて行った。ただし、近似
PGP郎算法の最大相対誤差は、Solaris 上で GAL の有効浮動小数 [KS97] を用いて計測した。計算時間は
すべて Windows 上で計測したものである。近似 PC-PRS 算法は Maple と GAL に実装し、 Zeng-Dayton
の算法は MATLAB の $\epsilon \mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{s}$. オプションを用いて実装を行い、 Gao et $d$. の算法は [Ka104, Zhi04] にある

Maple で実装されているものを用いた。

S.l 近似 PC-PRS算法と特異値分解に基づく方法との比較 (効率)

下記の多変数多項式 $f$ と $g$ で三つの算法を比較した。西中の Ave. CPU と $\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}$はそれぞれ平均計算
時間 (秒) と結果式の数係数の最大相対誤差を表し、 back-errは次式で計算した [ZD04] :

$back_{-e\pi=}\sqrt{\frac{||\overline{c,}\tilde{f}_{1}-f||_{2}^{2}+||\tilde{c}\tilde{g}_{1}-g||_{2}^{2}}{||f||_{2}^{2}+||g||_{2}^{2}}}$ , (4)

ただし、 $\tilde{f}1,\tilde{g}1$ および $\tilde{c}$ はそれぞれ $f,$ $g$ の余因子および $f$ と 9の近似 GCD である。

サンプル 1.

$\{$

$f(x,u)=f_{1}(x,u)c,(x,u)$
with $\{$

$g(x,u)=g_{1}(x,u)c(x,u)$

$(j(x,u)=(x+u_{1}+\cdots+u_{r}+1)^{2}$

$f_{1}(x,u)=(x^{2}-u_{1} -...-u_{r}-0.5)^{\mathit{2}}$ .
$g_{1}(x,u)=(x^{2}+u_{1}+\cdots+u_{r}+0.5)^{2}$

表 1: 近似 PC-PRS 算法と雨具値分解に基づく算法との比較 (サンプル 1)
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サンプル 2.

$\{$

$f(x,u)=f_{2}(x,u)c(x,\mathrm{u})$
with $\{$

$g(x,u)=g_{2}(x,u)c(x,u)$

$c(x,\mathrm{u})=(x+\mathrm{u}_{1}+\cdots+\mathrm{u}_{f}^{f}+1)^{2}$

$f_{2}(x,u)=(x^{2}-u_{1} --u_{f}-0.5)^{2}$ .
$g_{2}(x,u)=(x^{2}+u_{1}+\cdots+u_{f}+0.5)^{2}$

表 2: 近似 $\mathrm{P}\mathrm{O}$ P郎算法と特異値分解に基づく算法との比較 (サンプル 2)

サンプル 3.

$\{g(x,u)=g_{\theta}(x,u)c(x,u)f(x,u)=f_{3}(x,u)\mathrm{r},(x,u)$ with $\{$

$c(x,u)=(x+u_{1}+\cdots+u, +1)^{2}$

$f_{\theta}(x,u)=(x^{2}-u_{1} -...-u_{r}^{r}-0.5)^{2}$ .
$g_{\theta}(x,u)=(x^{2}+u_{1}+\cdots+u_{f}+0.5)^{2}$

表 3: 近似 PC-PRS 算法と特具値分解に基づく算法との比較 (サンプル 3)

表 1, 表 2, 表 3から、近似 $\mathrm{P}\alpha \mathrm{P}\mathrm{R}\mathrm{S}$ 算法は変数の個数や次数が増えても計算時間はそれほど増加しない
ことがわかる。 -方で特具値分解に基づく算法は、変数の個数や次数の増加に伴い急激に計算効率が悪く
なることがわかる。これは変数の個数や次数の増加により $S_{k}$ や亀のサイズが急激に膨張し (表 4参照)、
$\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{u}$ space を求める計算に時間がかかるためである。Rank-revealing Method [YZ05] のような反復法で高
速に null spaoe を計算する算法もあるが、QR分解を必要とするため Sk や Sk のサイズが大きくなると計
算は遅くなってしまう。なお、Gao $\epsilon t$ 鳳の算法は跣 ng-Dayton の算法に比べると著しく遅くなっている
が、後者の高速性は MATLAB の高速な行列演算によるものであり、Gao et $d$. の算法も MATLAB など行
列演算を得意とするもので実装すれば速くなるが、表が示すように近似 PC-PRS 算法に及ばない。
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$S_{k}$ と $S_{1}$‘のサイズ
サンプル 1とサンプル 3で用いた多項式について、 $k$ 次 Sylvester行列 $S_{k}$ と $\mathrm{k}$ 次 Sylvester行列 $S_{\mathrm{k}}$ のサ

イズは次表のようになる。

表 4: Sylvester行列のサイズ

$S_{k}$ より Sk の方がサイズが大きいことがわかる。 これは $S_{k}$ が多項式の全次数表現に基づき行列を構成し
ているのに対し、 Sk は各変数に関する 1変数 GCD の次数をもとに構成しているためである。 また、 いず
れの行列も巨大な疎行列である。行列のサイズは大きいが、各列の非零要素は $f$ または $g$ の非零係数のみ

であり、行列要素全体の 90%以上は 0である。実装する際には巨大な疎行列に関して有能なパッケージを
使う必要があり、今回は MATLAB で実装したが、巨大な疎行列演算ライブラリである SVDpack などの利
用も有効と考えられる。

3.2 近似 PC-PRS算法と特異値分解に基づく算法との比較 (精度)
表 5はランダムに生成した多項式について、近似 PC-PRS 算法と特異値分解に基づく算法で近似 GCD

を計算した結果である。 10個の多項式の組 $(A:, B_{i})$ は次のようにしてランダムに生成した :

$\{$

$A_{:}=a_{i}c_{i},+10^{-2}d_{i}$

$B_{*}$. $=b_{*^{j}l}.‘+10^{-2_{\mathrm{C}_{\dot{*}}}}$

$(i=1$ , $\cdot$ .. ,5$)$ , $\{$

$A:+\iota=a:c_{1}+10^{-6}d_{\ddagger}$

$B_{*+\mathrm{b}}.=b_{\dot{*}}\mathrm{c}_{i}+10^{-5}e_{i}$

$(i=1, \cdots, 5)$ ,

ただし、 $a:,$ $b:$ , ci, $d_{i},$
$r_{\sim}$

. $\in \mathbb{C}[x,y](i=1,2,3)$ かつ $a:,$ $b_{*}.$ , ci, $d_{i},$ $e:\in \mathbb{C}[x,y, z](i=4,5)$ であり. $||a_{i}||=$

$||b:||=||c_{i}||=||d:||=||\epsilon_{l},||=1$ である.

表 5: 近似 PC-PRS 算法と特具値分解に基づく算法との比較
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表 5より特異値分解に基づく算法は摂動が少し大きいと不安定であることがわかる (Ex$.1\sim \mathrm{E}\mathrm{x}.5$)。 Gao
et $d$. の算法は、 Sylvester行列のランク落ちにより得られた次数 $k$ で $S_{k}$ を構成し、多項式の余因子に対応
する $S_{k}$ の null space を特異値分解に基づき定めるが、摂動の大きさに非常に敏感である。 Ex 3を見ると、
全次数は 1であるが、計算によって得られる近似 GCD の全次数が 3であったため、正しい近似 GCD を得
られない場合が多々あった。 Zeng-Dayton の算法についても同様のことが言えるが、 Zeng-Dayton の算法
は、近似 GCD の次数を各変数に関する 1変数 GCD の次数で定めるため、さらに不安定になりやすい。

Ex 4と Ex 9では $||B_{4}||$ と $||B\mathrm{o}||$ がそれぞれ小さい。このため近似 P\alpha P郎算法は大きな桁落ちを起こし
ている。 -方で、特異値分解に基づく算法は係数のノルムによる影響は受けない。Ex 5で “Error” は計算が
失敗して終了したことを表す: エラーは $1\mathrm{c}(A_{\mathrm{b}})$ と $1\mathrm{c}(B_{\zeta})$ の近似GCD を求める際に起きた。 $||1\mathrm{c}(A_{\mathrm{b}})||<0.01$

であるため、 $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(1\mathrm{c}(A_{5}),1\mathrm{c}(B_{f});\mathrm{O}.01)=g\mathrm{c}\mathrm{d}(0,1\mathrm{c}(B_{f;}0.01))=0$ となって不具合が起きたのである。

4 まとめ

近似 PC-PRS算法と特員値分解に基づく算法との比較を行った。近似 PC-PRS算法は従変数の高次項を
打ち切る算法であり、精度の良さと高効率性を確かめることができた。 しかし、 PRS算法同様、微小主係
数の場合に大きな桁落ちを起こすので、 この点を考慮したアルゴリズムの改良が必要である。特異値分解
に基づく算法は、変数の個数が少ない場合や次数が低い場合には有効であり、PRS算法と具なり主係数の
大きさに影響されない算法である。次数が大きい場合や変数の個数が多い場合、Sylvester行列のサイズが
急激に大きくなるが、MATLAB などの行列演算に優れたシステムを使えばある程度は計算できるだろう。
しかし、 PCPRS 算法のような速度は望めない。
今後は近似 PGPRS 算法が微小主係数の場合にも精度の良さと効率性を保つように、アルゴリズムを改
良していきたい。
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