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$0$ はじめに

本稿の目標は, 局所町上のリジッド空間のコンパクト台エタールコホモロジーに現れる

Galois 表現について最近得られた結果 ([M1], [M2]) を報告することである. このような

Galois表現は局所 Ltgltds 対応との関係 $([\mathrm{C}\mathrm{a}])$ もあり数論的に興味深い対象であると思

われる.
$K$ を局所体, すなわち剰余体 $F$ が有限体 $\mathrm{F}_{q}$ であるような完備離散付値体とし, $\ell$ を $q$ と互

いに素な素数とする. K, F の分離閉包をそれぞれ K, F と書 $\langle$ . $\mathrm{R}_{q}\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}/F)\text{を}F\text{の}$

幾何学的 Frobenius元 ( $q$乗写像の逆写像) とし, Fr
$q$
で生成される部分群 $\langle \mathrm{R}_{q}\rangle\subset \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}/F)$

の自然な全射 $\varphi:\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}/F)$による逆像を $W_{K}$ とおく. $W_{K}$ は $K$ の Weil
群と呼ばれる. さらに, $\sigma\in W_{K}$ に対し $n(\sigma)\in \mathbb{Z}$ を $\varphi(\sigma)=\mathrm{R}_{q}^{n(\sigma)}$ となるよう定め,

$W_{K}^{+}=\{\sigma\in W_{K}|n(\sigma)\geq 0\}$ と定義する.

X を $K$上の準コンパクトかつ分離的なリジッド空間とするとき, コンパクト台エタール

コホモロジー $H_{e}^{l}(\mathrm{X}_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{\ell})$ を定義することができる ([Hu3], [Hu5]). これは $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$ の

表現となり, したがって WK の表現となる. 主定理は次の通りである.

|E\leftarrow \check 定こ理次の iii$\bullet\bullet$))のと 0X存にさ.き 12は対らのし条,,‘12にな標し件任 TT’てい数上意の hh整各 eeは滑のう oo数固 rrちら eem有mででかの値ああ 11でい 1るるずあ]).$\cdot$にれるに対か.対のとのをしなし跡仮ててるの非定次.交負すが代整る成和数立:r:)\Sigma へす鴛のるが架作存:$\text{用}\mathrm{x}_{(}\text{在}$ $\text{し_{}1)}\text{ての}$

, 固任有意値のは体代同数型的整数はであにる依.
i) は有限体上のスキームに対する Weil 予想の類似であり, 実際それに帰着することで証

明される. ii) は \ell独立性と呼ばれる性質である. 局所山上のスキームに対するこれらの性
質は落合氏により得られている ([$\mathrm{O}\mathrm{c}$ , Proposition 2.1, Theorem 2.4]. この場合滑らかさ

および $K$ の標数に対する仮定は不要である). [Oc] では de Jong の alteration $([\mathrm{d}\mathrm{J}])$ と次

元の帰納法を組み合わせることにより性質 i), ii) を導いているが, リジッド空間の底空間
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は Noether 空間ではないため, この証明をそのまま転用することはできない. [M2] では斎

藤毅氏による $\ell$独立性に関するより強い結果 ([Sa]) の証明を参考にすることで ii) を証明し

ている.

主定理の i) と ii) を比較すると, i) の証明の方がはるかに簡単である. そのため, 本稿で

は ii) の証明を重点的に紹介することにし (\S 1, 2), i) については最後の補足 (\S 3) において

軽く触れることにした.

記号 上でも既に述べたように, $K$ を局所体, $F=\mathrm{F}_{q}$ をその剰余体とする. また, $O_{K}$ を

$K$ の整数環とする. $\ell$ は常に $q$ と素な素数を表すものとする.
$K$ 上のリジッド空間とは Spa$(K, \mathcal{O}_{K})$ 上局所有限型の adic空間を指すものとする. adic
空間についての詳細は [Hul], [Hu2], [Hu3] などを参照されたい. $K$ 上位相的有限生成であ

る位相環 $A$ に対して, Spa$(A, A^{\mathrm{o}})$ を Sp $A$ と書くことにする.
$Aarrow B$ を環準同型とし $X$ を $A$ 上のスキームとするとき, $X_{B}=X\mathrm{x}_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}B$ とす

る. 特に $O_{K}$ 上のスキーム $X$ に対し $X_{K}$ は $X$ の–般ファイバーを, $X_{F}$ は $X$ の特殊ファ

イバーを表す.
スキームはイタリック書体 (例 : $X$ ) で, 形式スキームはカリグラフィック書体 (例 : $\mathcal{X}$ )

で, リジッド空間はサンセリフ書体 (例 :X) で表すことにする.

1 $\ell$独立性の証明 : 滑らかな場合
本節では, 主定理の ii) の部分について, まず X が K上滑らかな場合の証明を説明する.

1.1 代数化可能な場合への帰着

次の定理により, $K$上滑らかなリジッド空間は局所的に代数化可能であることが分かる :

$|_{\text{は}^{定理_{を上滑らかな^{}1}J}}\text{クムが存在して}\underline{\simeq}\text{トなの開近傍}\subset \text{一般ファ_{}\backslash }\text{イ}$ ジバおーよドをび空表と間すなとるす上有るこ限こ型こでのかつとはき滑特ら殊任か意フなのァイ般バフーァにイに沿対バーっしたてを完持備準つ化スコキンー
このような $\cup$ を代数化可能なリジッド空間と呼ぶことにする.
定理 11は位相環に対する次の命題から従う :

$|_{\text{つが成立するようにできる}^{を上位相的有限生_{}1}\text{である位相環とし},f_{1},,.\text{とするさら}命題に}.\text{は}\rangle,\text{で}\urcorner \mathrm{w}.\text{逆であるとするこのときのある開近傍が存在して}),\tau_{\mathrm{t}}\text{がを満たすならば次の}$
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1 $\bullet$ $A\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle/(f_{1}, \ldots, f_{n})\cong A\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle/(g_{1}, \ldots, g_{n})$ (位相環として).

$\bullet\det(\partial g_{i}/\partial T_{i})$ は $A\langle T_{1}, \ldots,T_{n}\rangle/(g_{1}, \ldots, g_{n})$ で可逆.

命題の証明は [Hu3, Proposition 1.71] 参照. 命題を認めて定理を示そう. K 上滑らかな
リジッド空間は局所的には

Sp $K\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle/(f_{1}, \ldots, f_{m})$ $(m\leq n)$

という形であるから, $A=K(T_{m+1},$ $\ldots,T_{n}\rangle$ として命題 12を適用すると, 多項式 gl’ ..., $g_{m}\in$

$K(T_{1},$ $\ldots,T_{n}\rangle$ が存在して
$\bullet A\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle/(f_{1}, \ldots, f_{m})\underline{\simeq}A(T_{1},$ $\ldots,T_{n}\rangle/(g_{1}, \ldots,g_{m})$ ,

$\bullet\det(\partial g_{:}/\partial T_{j})$ は $A\langle T_{1}, \ldots,T_{n}\rangle/(g_{1}, \ldots,g_{m})$ で可逆

となることが分かる. 分母を払うことで $g_{1},$ $\ldots,g_{m}\in O_{K}$ としてよい. $k$ を十分大きくと

り, $U=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathcal{O}_{K}[T_{1}, \ldots,T_{n}, T_{n+1}]/(g_{1}, \ldots,g_{m}, T_{n+1}\Delta-\pi^{k})$とすれば定理の条件を満た

す ( $\Delta=\det(\partial \mathrm{g}_{\backslash }/\partial T_{j})$ とおいた).

この命題により, $K$ 上滑らかな準コンパクトリジッド空間 X に対して, 有限個の代数化

可能なリジッド開部分空間 Ul’. . . , Un からなる開被覆が存在する. さらに次の補題により,

これらのうちいくつかの交わり $\bigcup_{:_{1}}\cap\cdots\cap\bigcup_{i_{k}}$ もまた代数化可能であることが分かる :

$|$ 補す題るを代数の化とき能な準も代コン数パ化ク能トリでジあッるド空間とし, $\cup$ をその準コンパクト開部分空間と

証明 OK 上有限型で–般ファイバーが滑らかであるようなスキーム X の完備化 X\wedge とし

て表される形式スキームを「代数化可能」と呼ぶことにする. 次の 3点に注意すればよい :
$\bullet$ 代数化可能な形式スキームの認容ブローアップは代数化可能 (認容イデアルが代数的

であるため).

$\bullet$ 代数化可能な形式スキームの開部分スキームは代数化可能 (易しい).. リジッド空間 $\mathcal{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ ( $\mathcal{X}$ は Spf $O_{K}$ 上有限型の形式スキーム) の準コンパクト開部分

空間 U に対し, 認容ブローアツプ Y\rightarrow X および開部分形式スキーム U\subset Y が存

在して, $\mathcal{U}^{\mathrm{r}\dot{\mathrm{t}}\mathrm{g}\underline{\simeq}\cup}$ ( $[\mathrm{B}\mathrm{L}$, Lemma 4.4]).
1

したがって, 開被覆 $\mathrm{X}=\bigcup_{\mathfrak{i}=1}^{n}$ U5についての \v{C}ech スペクトル系列

$E_{1}^{-\cdot,t}= \bigoplus_{1\leq:_{1}<\cdots<:.\leq m}H_{c}^{t}((\bigcup_{i_{1}}\cap\cdots\cap\bigcup_{l}.)_{Y},\mathbb{Q}_{\ell})\Rightarrow H_{\mathrm{c}}^{-\cdot+t}(\mathrm{X}_{\overline{K}},\mathbb{Q}_{\ell})$

において, $E_{1}$ 項には代数化可能なリジッド空間しか現れない. このことから, $\ell$独立性は

X が代数化可能である場合に帰着することができる.
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次の定理の通り, 代数化可能なリジッド空間のコンパクト台エタールコホモロジーは隣
接サイクル $R\psi \mathbb{Q}_{\ell}$ を用いて表すことができる :

$|^{\text{定理}4([\mathrm{H}..6])}\text{を}\mathcal{O}_{K}\text{上有限型であるスキ^{ームとするとき},\text{次_{の}\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)}}\mathrm{i}((Xi(\ell cR\psi \mathbb{Q}_{p})$

.

同変な同型がある :

注意 1.5

右辺 $H_{c}^{\dot{*}}(X_{\overline{F}}, R\psi \mathbb{Q}_{\ell})$ は $X$ が $O_{K}$ 上固有ならば–般ファイバーの (コンパクト台) コホモ

ロジー $H_{c}^{1}(X_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{p})$ と同型であるが, 一般にはこの 2つは同型にはならない. 例えば, $X$

の特殊ファイバーが空である場合には前者は $0$ であるが後者は $0$ になるとは限らない.

なお, この定理はスキームのエタールコホモロジーとリジッド空間のエタールコホモロ
ジーの比較定理の最も本質的な部分である (まずこの定理を証明し, $X$ が $O_{K}$ 上固有である

場合は上記の同型と組み合わせることで比較定理を示す. 固有でない場合は例えば Deligne
のトリックを使って固有の場合に帰着する).

以上より, 主定理 ii) は次の純代数幾何的な定理に帰着されたことになる :

$|_{\text{任}\mathrm{g}_{\text{の}\sigma\in}}^{\text{定理}1.0}|X\text{を}O_{K}$ 上有限に型対し–,$\text{般ファ_{}1(\sigma;)}\text{イ}.\text{バ}-\text{が滑らかであるよ}$うはなスにキ依ー存ムしとすないる整数こでのあときる’.
1.2 強準安定スキームへの帰着

ここでは, de Jong の alteration により定理 16を X が OK 上跡職安定である場合に帰
着することを考える. ただしスキーム $X$ が $\mathcal{O}_{-}$ . 上強準安定であるとは, Zariski 局所的に
$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}O_{K}[T_{0}, \ldots,T_{n}]/(T_{0}\cdots T_{f}-\pi)$ ( $\pi$ は $K$ の素元, $0\leq r\leq n$) 上エターノレであること

をいう.

この帰着を行うためには, 定理 16を次のように代数的対応付きの場合に–般化してお
くのがよい :

$|$ 定あと仮り定を–\tau 7)Oi般るフ\Gamma ァ有を限バ型ーでがあ純るス次のキ元閉ー部でム分あスるはしキーのに一依ムと般す存でフ合るしァ成なイいこバ有のー理とが数き純で任あ次意る元のかつ滑ら+かがにで固対有あしでる
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注意 1.8

合成 $\Gamma-X\mathrm{x}XXc_{K}’\underline{\mathrm{p}\mathrm{r}_{\mathrm{t}_{\mathrm{t}}}}$を $p_{i}$ と書くと, $\Gamma^{*}$ は

$R\Gamma_{\mathrm{c}}(X_{\overline{F}}, R\psi_{X}\mathbb{Q}_{\ell}),$
$R\Gamma_{c}(\Gamma_{\overline{F}},p_{1}^{*}R\psi_{X}\mathbb{Q}_{p})\underline{(*)_{\iota}}arrow R\Gamma_{\mathrm{c}}(\Gamma_{\overline{F}}, R\psi_{\Gamma}\mathbb{Q}_{p})=R\Gamma_{\mathrm{c}}(X_{\overline{F}}, Rp_{2!}R\psi_{\Gamma}\mathbb{Q}_{p})$

$arrow R\Gamma_{c}(X_{\overline{F}},R\psi_{X}Rp_{2!}\mathbb{Q}_{p})arrow R\Gamma_{c}(X_{\overline{F}}, R\psi_{X}\mathbb{Q}_{p})$

が $H_{c}^{1}$ に誘導する射どして定義される. $(*)$ を定義するために $p_{1}$ が固有であるという仮定

が必要である.

注意 1.9

定理 17で $\Gamma=\Delta.$. とすることで定理 16が従う. なお, 後に述べるように (補足参照)

主定理 i) は ii) よりも容易に証明できるので, ここでは $\sigma_{*}$ の固有値が代数的整数であるこ

とは既に得ていると想定している. このため, 跡の交代和が有理数であることさえ証明で

きれば定理 16の 「整数」 の部分は自動的に従う.

注意 1.10
$X$ が $O_{K}$ 上固有である場合の定理 1.7は斎藤毅氏の結果 ([Sa, Theorem 0.1]) に他なら

ない.

定理 17は [Sa, \S 3] と類似の方法によって $X$ が強準安定な場合にほぼ帰着できる. 概要

は次の通りである. [$\mathrm{d}\mathrm{J}$ , Theorem 6.5] より, 体の有限次拡大 $L\supset K,$ $O_{L}$ 上の強準安定ス

キーム $\mathrm{Y}$ および alteration $f:\mathrm{Y}arrow X$ が存在する. $L$ 内での $K$ の非分離閉包を $K’$ とし,

$K$ を $K’$ に, $X$ を $X\otimes_{O_{K}}$ O.. に置き換えることで $L\supset K$ は分離拡大であるとしてよい.

さらに [Sa, Lemma 1.11] により $L\supset K$ は Galois拡大であるとしてよい. $L$ の剰余体を $E$

とおく.
$\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ に対し, $\mathrm{Y}^{\tau}=\mathrm{Y}\otimes_{\mathcal{O}_{L}\nearrow\sigma}O_{L}$ とし, $f^{\tau}$ : $\mathrm{Y}^{\tau}arrow X$ を $f$ によって誘導さ

れる射とする. このとき,

$( \mathrm{Y}_{K})_{L}=\prod_{\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)}\mathrm{Y}_{L}^{r}$

,
$H_{c}^{1}( \mathrm{Y}_{\overline{F}}, R\psi \mathbb{Q}_{p})\underline{\simeq}\bigoplus_{\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)}H_{c}^{1}(\mathrm{Y}\frac{r}{E}, R\psi \mathbb{Q}_{\ell})$

となる.

$\Gamma_{K}\subset X_{K}\mathrm{x}X_{K}$ の $f_{K}\mathrm{x}f_{K}$ での「 $5|$き戻し」を $\Gamma_{K}’$ とする (厳密には ffilton-MacPherson
による refined Gysin map を用いる. [ffil, \S 6, \S ,\S 8] 参照) これは YK $\cross$ YK のサイク Jであ

る . $\Gamma_{K}’$ を $L$ へ底変換することで t $(\mathrm{Y}_{K}\cross \mathrm{Y}_{K})_{L}=\mathrm{I}\mathrm{I}_{\tau,\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K\rangle},\mathrm{Y}_{L}^{\tau}\cross \mathrm{Y}_{L}^{\tau’}$のサイクル $\Gamma_{L}’$

が得られる. これの $(\tau,\tau’)$ 成分の $\mathrm{Y}^{\tau}\cross \mathrm{Y}^{r’}$ における閉包を $\Gamma_{\tau,\tau’}’$ とおく.

このとき, $\sigma\in W_{K}^{+}$ に対して次が成り立つ :

$\sum_{:}(-1)^{i}$
Tr

$(\Gamma^{*}\circ\sigma_{*}; H_{c}^{1}(X_{\overline{F}},R\psi \mathbb{Q}_{\ell}))$

$= \frac{\mathrm{l}}{\deg f}$ $\sum$ $\sum(-1)^{*}.\mathrm{h}(\Gamma_{\sigma\tau,\tau}^{\prime*}0\sigma_{*};H_{c}^{1}(\mathrm{Y}_{\mathrm{F}}^{\tau},R\psi \mathbb{Q}_{\ell}))$ .
$\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)i$
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したがって, 定理 1.7は次の定理に帰着される ( $X=Y^{\tau}$ として適用) :

$|$ 定一ムあも理般でのる合をフとすァイるのバーこがの純と拡き大次元とかしつ\rightarrow plr‘$\sqrt$\mbox{\boldmath $\sigma$}‘)Rli $\text{らかであると仮定する},\text{が固有であり}-\text{とするを}O\psi$般上フ有ァは限イ型バにで依あが存る純のしスな閉キ次部いー元有分ムで理スと数あキしーでる
1.3 強準安定の場合 : ウェイトスペクトル系列の類似

$X$ が強準安定の場合には, 隣接サイクルコホモロジーは次のスペクトル系列によって記
述することができる :

$|_{E\bigoplus_{(0}^{\text{ー}}^{定}2}\text{分とする}(\text{を}.\kappa^{\text{上},\text{強準安定}-\mathrm{c}\text{ある相対次元スキムとし},.,\text{を}.\text{の既約}}I\subset\{.\text{の部}.\text{集合}I\text{に対しとお^{}\backslash },\text{き非負整数に対し}\prime’=p\text{とお}\langle \text{このとき次^{のスペクト},\text{系列がある}:}(X$

このスペクトル系列は偏屈層 $R\psi \mathbb{Q}_{p}$ のモノドロミーフィルトレーションを用いて構成す
ることができる. モノドロミーフィルトレーションは惰性群 $I_{K}$ の $R\psi \mathbb{Q}_{t}$ への作用を用い

て [Sa, \S 2.1, 2.2] で定義されている.

注意 1.13

スペクトル系列 $(*)$ はウェイトスペクトル系列 ([RZ], [Sa]) の類似であるが, $E_{1}$ 項は純

ではなく, 収束先に定まるフィルトレーションはウェイトフィルトレーションとは具なる.
また, このスペクトル系列は $R\psi \mathbb{Q}_{\ell}$ のモノドロミーフィルトレーションを用いて構成され
るが, 収束先に定まるフィルトレーションはモノドロミーフィルトレーションとも異なる.

[Sa, Proposition 2.20] と同様, スペクトル系列 $(*)$ に対しても代数的対応の作用につい

ての関手性を証明することができる :

$|_{\text{フ}^{定}と仮}$理定ァし’イすこるれ等がにをこ対純定の’理しと’てき次も各での非通あ等負るを整と同数すの様るとににし定対まめし合たるて. $D^{(p}\text{の純次元閉部分スキ^{ー}}X’\text{を別の相対純次元の準安定スキー_{般}ム}\Gamma \text{が固有であると}\Gamma \text{をの閉部分スキ^{ー}ムで}$
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$|^{\text{ム}(\mathrm{p})\text{で合成}な_{スへ^{}\circ}\text{クトル系}F1\rfloor \text{間の準}\Pi^{D^{(}}\text{型が}\ovalbox{\tt\small REJECT}},, \downarrow(p\bigoplus_{\oplus(0}^{\overline{\mathrm{p}}}{}_{(0}HH$

$D^{l(p)} \frac{\mathrm{p}\mathrm{r}_{1_{1}}}{r}D^{(p)}$ が固有であるものが存
g成できる :

$Ct-2i(D_{\frac{(\epsilon}{F}}+2\iota’),$ $\mathbb{Q}_{l}(-i))\Rightarrow H_{\mathrm{c}}^{\epsilon+t}(X_{\overline{F}}$

$\oplus\Gamma^{(\cdot+2:)*}$ $\{$

$ct-2i(D \frac{\prime(}{F},$$\mathbb{Q}_{\ell}\circ+2:)(-i))\Rightarrow H_{c}^{\iota+t}(X\frac{/}{F}$

在して, 次のよう

, $R\psi \mathbb{Q}_{\ell})$

$\Gamma^{\cdot}$

, $R\psi \mathbb{Q}_{\ell})$ .

この定理が $\ell$独立性の証明において最も本質的な部分である. 大まかな方針は [Sa] と同
様, 引き戻し, カップ積, 押し出しの 3つに分けてそれぞれについて関手性を証明すると
いうものであるが, 次に挙げるような変更点がある :

$\bullet$ 代数的対応に「第–射影との合成が固有である」 という条件が付くため, 全空間の

Chow群の中で考えるのではなく, ある程度台についての情報を覚えておく必要があ

る. 例えば上記定理中の代数的対応 $\Gamma^{(p)}$ を定義するのに refined Gysin map および
局所化された Chern 指標を用いる必要がある.

$\bullet$ $X$ が $O_{K}$ 上固有でない場合は射影 $X\mathrm{x}_{Q_{K}}Xarrow X$ は固有になるとは限らない. コ

ンパクト台コホモロジーは固有射でないと引き戻せないので, 部分的に台の条件を課

した「部分台コホモロジー」 を考え, その場合にもウェイトスペクトル系列の類似を

構成し, 引き戻しについての関手性を証明する必要がある.
$\bullet$ カップ積との可換性についても定式化を変更する必要がある. [M2] では, 特殊ファ

イバーのコホモロジー類のみに注目して議論を行っている.
詳細は [M2] を参照されたい.

さて, 定理 114により, 隣接サイクルコホモロジーへの代数的対応の作用は $E_{1}$ 項では有
限体上滑らかなスキームのコンパクト台コホモロジーへの代数的対応の作用となる. また,

\mbox{\boldmath $\sigma$}、は $E_{1}$ 項ではある代数的対応の作用と $\overline{\sigma}_{*}$ の合成になる (げは $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)arrow \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}/F)$

での $\sigma$ の像). $\mathrm{R}_{X}$ : $Xarrow X$ を $q$ 乗 Frobeni-us 射とすると $\overline{\sigma}_{*}=(\mathrm{R}_{X}^{*})^{n(\sigma)}$ であるから,

結局 $\Gamma^{*}\circ\sigma_{*}$ } $\mathrm{h}$ある代数的対応の作用としてスペクトル系列 $(*)$ の現項に現れる. このこ

とから, 定理 111は有限潮上の滑らかなスキームについての次の定理に帰着される :

$||\Gamma X\text{を}.F_{-}\mathrm{h}^{\backslash }\grave{t}\mathrm{R}\text{らかな純次元スキ^{ー}ム}rightarrow X\cross X\text{が固有であると定理}1.15\mathrm{h}\ell|^{}ffi7^{-}\text{チし}t\text{い有理数である}$仮とす定する.る r $\text{をの純}d\text{次元閉部分スキ_{ー}ム},\text{としこのとき}:(’)$

証明 $\Gamma^{(n)}=(\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}^{n}\cross 1)_{*}(\Gamma)$ とおく 藤原氏の跡公式 ([$\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{j}$ , Proposition 5.3.4, Proposition
541]. $[\mathrm{V}\mathrm{a}x]$ も参照されたい) により, ある自然数 $N$ が存在して, $n\geq N$ のとき

$\sum_{\dot{*}}(-1)^{2}\mathrm{h}(\Gamma^{*}\circ(\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}^{*})^{n}; H_{c}^{i}(X_{\overline{F}}, \mathbb{Q}_{p}))=\deg(\Delta_{X}\cap\Gamma^{(n)})$
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が成立する ( $\Delta_{X}\cap \mathrm{F}\mathrm{r}_{X}^{n}(\Gamma)$ が $n$ が十分大きいとき $F$ 上固有になることも証明できる). 右
辺は $\ell$ に依存しない整数であるから左辺もそうである. あとは $\Gamma^{*}$ と $\mathrm{F}\mathrm{r}_{X}^{*}$ が可換であるこ

とに注目すると容易に $\Gamma^{*}$ についての $\ell$独立性がいえる ( $\mathrm{R}_{X}^{*}$ の固有値は $P$進付値が $0$ であ

るとは限らないため, $\sum_{i}(-1)^{i}\mathrm{b}(\Gamma^{*}; H_{c}^{i}(X_{\overline{F}}, \mathbb{Q}_{\ell}))$ が整数であることはこの議論からは証

明できない. $\mathbb{Z}[1/p]$ に属することはいえる). 1

注意 116

実はこの定理における $\sum_{:}(-1)^{i}\mathrm{h}(\Gamma^{*}; H_{\mathrm{c}}^{1}(X_{\overline{F}}, \mathbb{Q}_{p}))$ は整数であることが証明できる (し

たがって定理 17の 「有理数」 も「整数」 とできる). しかし書かれた証明は現在のところ

Bloch-Esnault によるモチヴィックコホモロジーを用いるもの ([BE, Proposition 3.4]. この

論文では $X$ がよいコンパクト化を持つ場合にのみ証明しているが, 一般の場合は alteration
によってその場合に帰着できる) しかないようであり, また主定蓮の証明のためには 「有

理数」 でも問題がないこともあり, ここでは割愛した.

以上で X が $K$ 上滑らかな場合の証明が完結した.

2 $\ell$独立性の証明 : 一般の場合
以下では K の標数が O であると仮定し, 主定理 ii) を–般の X に対して証明する.

2.1 Huberの有限性定理とその応用

一般の場合の証明の鍵となるのは, 次に述べる Huber の有限性定理である :

$|\}^{r}\mathrm{c}\mathrm{h}.\mathrm{a}\mathrm{r}K=0,\dim \mathrm{Y}\backslash \mathrm{X},\mathrm{Y}\text{を}K\text{上の}1)\backslash \leq \text{である定理}21([\mathrm{H}\mathrm{u}4,\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}*_{\backslash }$

}

$1,,R^{:}f_{1}F|\mathrm{h}\mathrm{Y}\text{上の準構}\nearrow \text{ッド空間}$ とと仮し能定す:る.x\rightarrow Oこの層とでをき準あるコ X.ン上パのク準ト構か成つ分能離的な射加と群す層る F
準構成可能加工層については [Hu4, Definition 1.1] 参照. 定数層 $\mathbb{Z}/\ell^{n}$ は準構成可能 $\mathbb{Z}/\ell^{n}$

附図層である. K の丁数についての仮定は p進 Riemann の存在定理を用いるために必要
である. なお, $\dim \mathrm{Y}\geq 2$ の場合は上記定理には反例がある ( $[\mathrm{H}\mathrm{u}4$ , Example 2.2]).
この定理から次の重要な結果が導かれる :

$|_{\text{コンパクトある}解析的閉部分空間とし}])\mathrm{X}\text{からの太さの閉管状_{}\grave{t}\mathbb{E}})\text{という記号が用いられてとするを}K$傍い上るをとコ除すとンいするパたるク.さトのらかはにつ正準分確コ fx\nearrow ‘l的定パ goxク lはにジ対と ‘しはド開限空集ら間合な参い照が \cup \subset Xe(をそではを準のは
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$|_{H_{\mathrm{c}}^{i}(\epsilon \mathbb{Q}_{p}arrow}^{}arrow \text{のとき},\text{各}l$に対して実数は\Pi -p>型でがあ存る在して, $0<\epsilon\leq$ \epsilon ごならば自然な準同型

証明 まず $\mathbb{Q}\ell$係数の替わりに $\mathbb{Z}/\ell$係数で証明すれば十分であることに注意する ( $\mathbb{Z}/\ell$係数

で同型ならば $\mathbb{Z}/\ell^{n}$ 係数でも同型であることが帰納的に分かる). このときはまず $\mathrm{Y}$ が大域

的な定義方程式を持つ場合に帰着する. さらに, ブローアップすることで $\mathrm{Y}$ が 1つの方程

式 $f$ で定義されている場合に帰着する. $f$ は準コンパクトかつ分離的な射 $f:\mathrm{X}arrow \mathrm{A}^{1}$ を

騰遇し, $0\in \mathrm{A}^{1}$ のファイバーが $\mathrm{Y}$ となる. 定理 21より $F=R^{i}f_{1}\mathbb{Z}/P$ は十分小さい $\epsilon>0$

に対し $\mathrm{B}(\mathcal{E})\backslash \{0\}$ 上局所定数層になる. このような $F$ に対し $H_{c}^{i}(\mathrm{D}(\epsilon)_{\overline{K}}\backslash \{0\}, F)=0$ とな

ることが証明でき, 系はこれより従う (ここで $\mathrm{B}(\epsilon)$ は半径 $\mathcal{E}$ の開円板 (境界のある円板),

$\mathrm{D}(6)$ は半径 $\epsilon$ の閉円板 (認容の $\underline{rp\mathrm{A}\mathrm{a}}$ 円板) を表す) I

$|^{\text{系}2}\text{解}\Re$

.
$\text{的閉部分_{}l,c}\text{空間とし}$

)

$\cup \mathrm{c}\mathrm{h}\text{とする}\mathrm{X}$

を

$\mathrm{X}\backslash \text{とするとき次の長完全系列が^{}\backslash }\text{ある}:K\text{上準コンパクトかつ分離的なジノド空間}.\mathrm{Y}\subset \mathrm{X}H_{\mathrm{c}}+\mathbb{Q}_{t}$

) $arrow$ .

をその

証明 まず $\mathbb{Z}/\ell^{n}$ 係数の場合, [Hu3, Remark 5.5.11 $\mathrm{i}\mathrm{v})$ ] より完全系列

$... arrow H_{\mathrm{c}}^{i}(\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})arrow H_{\mathrm{c}}^{1}(\mathrm{X}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})arrow H_{\mathrm{c}}^{\dot{*}}(\mathrm{Y}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/l^{n})arrow H_{c}^{:+1}(\bigcup_{\overline{K}},\mathbb{Z}/l^{n})arrow\cdots$

がある. さらに定理 21より $H_{c}^{*}(\mathrm{X}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n}),$ $H_{\mathrm{c}}^{1}(\mathrm{Y}_{\mathrm{F}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})$ は有限生成 $\mathbb{Z}/\ell^{n}$ 加群であり, し

たがって $H_{c}^{i}( \bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})$ も有限生成 $\mathbb{Z}/\ell^{n}$ 加群である. これより射影系 $\{H_{\mathrm{c}}^{:}(\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/pn)\}_{n}$,
$\{H_{\mathrm{c}}^{i}(\mathrm{X}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})\}_{n},$ $\{H_{\mathrm{c}}^{i}(\mathrm{Y}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}/\ell^{n})\}_{n}$ は Mittag-Leffler 条件を満たすことが分かり,

.. .
$arrow k_{n}^{\mathrm{m}H_{\mathrm{c}}^{i}(\bigcup_{\overline{K}},\mathbb{Z}/\ell^{n})}arrow \mathrm{k}_{n}^{\mathrm{m}H_{\mathrm{c}}^{i}(\mathrm{X}_{\overline{K}},\mathbb{Z}/\ell^{n})}arrow k_{n}^{\mathrm{m}H_{c}^{1}(\mathrm{Y}_{\overline{K}},\mathbb{Z}/\ell^{n})}$

.

$arrow\Psi_{n}^{H_{c}^{i+1}(\mathrm{U}_{\overline{K}},\mathbb{Z}/\ell^{n})}arrow\cdots$

の完全性が従う.
方, [Hu5, Theorem 3.3] より $H_{\mathrm{c}}^{i}( \bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}_{\ell})\underline{\simeq}_{k_{n}^{\mathrm{m}H_{c}^{i}(\bigcup_{\overline{K}},\mathbb{Z}/\ell^{n})}}$

である (これは定義で

はない. 証明には系 22が必要である). また, [Hu5, Theorem 3.1] より X, $\mathrm{Y}$ についても

同様のことが成立する. したがって

.. $arrow H_{c}^{1}(\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}_{p})arrow H_{c}^{1}(\mathrm{X}_{\overline{K}}, \mathbb{Z}_{\ell})arrow H_{c}^{i}(\mathrm{Y}_{\mathrm{F}},\mathbb{Z}_{p})arrow H_{c}^{1+1}(\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Z}_{p})arrow\cdots$

が完全系列であることが分かり, $\mathbb{Q}_{\ell}\text{をテンソルすることで求める完全系列を得る}$ . 1
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注意 2.4

リジッド空間上の $\ell$ 進層のコンパクト台コホモロジーは取り扱いに注意を要する. 例

えば, X を $K$ 上固有なリジッド空間とし, $j:Urightarrow \mathrm{X}$ をその開部分空間とするとき,

$H_{c}^{\dot{*}}( \bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{t})\underline{\simeq}_{H^{i}(X_{\overline{K}},j_{\mathrm{I}}\mathbb{Q}_{\ell})}$ となるとは限らない. $X=\mathrm{P}^{1},$ $U=\Omega^{1}$ (Drinfeld 上半平面.
$\mathrm{P}^{1}$ から $K$ 有理点を全て除いたもの) の場合が反例であることが [$\mathrm{H}\mathrm{u}5$ , Example 2.7] に書

かれている. なお, この例においても Hl(U–K’Z/\ell n)\simeq -H‘(X--K’jIZ/\ell n) は成立する.

2.2 \ell独立性の証明

前小節の結果を用いて $\ell$独立性を $\dim \mathrm{X}$ についての帰納法で証明しよう. Xは被約であると

してよい. このとき, X の特異点全体のなす解析福富部分集合を $\mathrm{Y}$ とすると, $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{Y}<\dim \mathrm{X}$

が成立する. $\mathrm{U}=\mathrm{X}\backslash \mathrm{Y}$ とおくとこれは準コンパクトとは限らないが滑らかなリジッド空
間である. 系 23と帰納法の仮定から, U について \ell 独立性を示せば十分である.

$p,$ $\ell$’を $q$ と互いに素な 2 っの素数とし, $\epsilon_{0}=\min(\epsilon_{\ell},\epsilon_{\ell’}),$ $\cup’=\cup(\epsilon_{0})$ とする. このとき

$H_{\epsilon}^{1}( \cup\frac{\prime}{K}, \mathbb{Q}_{\ell})arrow H_{c}^{i}(\sim\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{\ell})$ , $H_{c}^{i}(U \frac{/}{K}, \mathbb{Q}_{p\prime})arrow H_{c}^{1}(\sim\bigcup_{\overline{K}}, \mathbb{Q}_{p\prime})$

である. また, $U’$ は $K$ 上聞コンパクトかつ滑らかであるから, 既に証明した場合より任意
の $\sigma\in W_{K}^{+}$ に対し $\sum_{\mathfrak{i}}$ (-1)唾 $( \sigma_{*} ; H_{c}^{i}(\bigcup_{\overline{K}}’, \mathbb{Q}_{\ell}))$ と $\sum_{i}(-1)^{i}\mathrm{b}(\sigma_{*};H_{c}^{1}(U\frac{/}{K}, \mathbb{Q}_{\ell’}))$ はともに

整数であり, 一致する. これより $U$ についての $\ell$ 独立性が直ちに従い, 証明が完了する.

3 補足

最後に, 主定理の i) の部分について簡単に述べる. 基本的な方針は ii) と同様であるが,

次のような理由でより簡単に証明できる :
$\bullet$ i) は各固有値についての主張であるから, スペクトル系列の $E_{1}$ 項が有限個を除いて

消えている必要はなく ($l$独立性の場合は跡についての主張であるから $E_{1}$ 項「全て」

にわたり跡の交代和をとる必要があった), したがってコホモロジー降下のスペクト

ル系列が利用できる.
$\bullet$ i) は体を拡大して証明すれば十分である ( $[\mathrm{M}1$ , Lemma 4.3]).

証明の方針は以下の通りである.
$\ell$独立性と同様, まず滑らかな場合に示す. 定理 11により, X が代数化可能である場合

に帰着できる. 超被覆によるコホモロジー降下が使えるため, 補題 13は不要であること

に注意しておく. 次に alteration を用いて強準安定の場合に帰着する. コホモロジー降下

を用いることができること, および体を拡大して証明すれば十分であることから, \ell独立性

のときのような代数的対応付きの場合への拡張は不要である. なお, alteratio鱈こより構成

される単体的スキームが隣接サイクルコホモロジーについて 「コホモロジー降下可能」 で

あることは証明を要する. [M1] ではリジッド空間の固有射に対してコホモロジー降下が可
能であることを用いている.
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強準安定の場合にはやはりウェイトスペクトル系列の類似を用いる. 今回は定理 111の

ように Galois 群による捻りを考える必要はなく, また代数的対応の作用を見る必要もない
ため, スペクトル系列の関手性 (定理 114) は不要である. Weil 群の作用がスペクトル系
$\text{列の}\mathrm{E}_{1}\text{項では}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{s}\text{の幕になっていることから}$ , 主張は直ちに有限体上の滑らかなス

キームに対する Weil 予想 ([De, Corollaire 3.3.3, Corollaire 3.3.4]) に帰着される.

char $K=0$ という条件のもとでの–般の X に対する主張は $p$独立性と全く同様にして証

明することができる.
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