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概要

本論文は著者達が特異値分解とウェーブレットを使った画像処
理に関して Michihiro Nagase ( $\mathrm{O}s\mathrm{a}[]\emptyset$ University), Weibin $\mathrm{Q}\mathrm{i}$ (Uni-
versity of Ottawa), Shinichi Shimano (Osaka Kyoiku University),
R\’emi Vaillancourt (University of Ottawa) と共同研究を行った際
に用いた基本的なアイデアについて説明する.

1 導入
グレースケールのディジタル画像とは, $0$ から 1までの実数に値を持

つ行列 $X\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ である. ディジタル画像ではそれぞれの実数は画素ま
たはピクセルと呼ばれ, $0$ は黒に対応し, 1は白に対応する. (図 1を参
照せよ.) 灰色は $0$ から 1の間の値に対応する. 通常のコンピュータは
$2^{8}=256$ 段階 (階調という) の値しかとれないので, $0$ から 255の整数
値を並べる場合もある.
画像処理とは, このディジタル画像を表す画像行列の左右から適当な行

列 $U\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}m},$ $V\in \mathbb{R}^{n\mathrm{x}n}$ をかけて, ディジタル画像の持っている目的と
する情報にアクセスしたり, 新しい画像行列 $X_{1}=UXV\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ を得る
ことである. 新しい画像行列 $X_{1}$ に何らかの処理 (たとえば, $0$ に近い成
分を $0$ とすれば画像圧縮ができる) を行って $X_{2}$ を得たとする. 元の画像
行列 $X$ と比較できる処理画像 $X_{3}$ を得るには, $X_{3}=U^{-1}X_{2}V^{-1}$ という
ように左右からはじめにかけた行列 $U,$ $V$ の逆行列をそれぞれ左右から
かければよい. この過程は再構成と呼ばれる. 再構成ができるためには,
$U,$ $V$ はそれぞれ正則行列でなければならない. また, 画像 $X$ 全体の明
るさは $X$ のフロベニウスノルム (行列成分の 2乗和の平方根) $||X||_{F}$ で

表現できる. 画像全体の明るさを–定に保つ, つまり $||X_{1}||_{F}=||X||_{F}$ で
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図 1: ディジタル画像の画素

あるためには, 左右からかける行列 $U,$ $V$ はそれぞれ直交行列であれば
よい. このことから, 右からかける行列 $V$ は耀の形が使われる. $(V^{T}$

は $V$ の転置行列を表す.) 左右からかける行列 $U,$ $V$ は画像行列に依存す
ることもある. この場合, 処理は適応的といわれる. 後で述べる特異値
分解を使う場合が適合的処理の例である.
一般には行列 $X_{1}=UXV^{T}$ の成分は $0$ から 1までの実数ではないの

で, グレースケールのディジタル画像とするためには, 行列成分の値を
$0$ から 1までの実数とする処理が必要である. たとえば, 行列成分 (あ
るいは行列成分の絶対値) の最小値を $0$ に対応させ, 最大値を 1に対応
させるような線形変換を行うといった各種の方法があり, 方法によって
画像の見え方が大きく違うので注意が必要である.

2 特異値分解
任意の行列 $X\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ に対して, $m$.次直交行列 $U$ と $n$ 次直交行列 $V$

があって,

$U^{T}XV=S:=$ , $X=USV^{T}$
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が成り立つ. ここで, $S_{1}$ は $s_{1}\geq s_{2}\geq\cdots\geq s_{r}>0$ を対角成分に持つ正
則な対角行列であり, $r$ は $X$ の階数である. 特異値分解の歴史について
は [17] を見よ.

SVD 近似

$B$ が階数 1の行列であるとすると, $B$ の各列ベクトルは $u$ のスカラー

倍となり, $B=uv^{T}$ と表される.
SVD を使って $X\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ を階数 1の行列の和で表すと,

$X= \sum_{i=1}^{m}s_{i}u_{i}v_{i}^{T}$

となる. この表現で, 初めの $r$ 項までの和は $X$ の階数 $r$ の近似 :

$X_{r}= \sum_{i=1}^{\mathrm{r}}s_{i}u_{i}v_{i}^{T}$

を与える. $X$ を $X_{\mathrm{r}}$ で近似するときの誤差は

$E_{r}=X-X_{r}= \sum_{\neg i_{-}+1}^{m}s_{i}u_{i}v_{i}^{T}$

で表される. このとき,

$||E_{r}||_{F}^{2}= \sum_{i=r+1}^{m}s_{i}^{2}$ , $||X||_{F}^{2}=||X_{r}||_{F}^{2}+||E_{r}||_{F}^{2}$

が成り立つ. ノルム $||\cdot||_{F}$ はフロベニウスノルム. $X_{r}$ はフロベニウスノ

ルムに関して最良の階数 $r$ 近似を与えることが知られている. たとえば,
[11] や [8] を見よ. 相対誤差は

と表され, 通常 $r< \min\{m, n\}$ はこの相対誤差を適当に定めた閾値より
小さくなるように選ぶ.
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3 離散コサイン変換
JPEG (ISO により設置された専門家組織の名称 Joint Photographic

Experts Group がそのまま使われている) で知られている静止画像デー
タの圧縮方式では離散コサイン変換が使われる. 直交行列 $U\in \mathbb{R}^{m\mathrm{x}m}$ を

$U(i,j)= \{\sqrt{m2}\cos(\frac{\pi(2j-1)(i-1)}{2m})\sqrt{=^{m}1},$

,
$i=12\leq i’\leq m$

.
(1)

とおく. $U$ の $m$ を $n$ で置き換えた直交行列が $V\in \mathrm{R}^{n\mathrm{x}n}$ である. 画像
行列 $X\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ の離散コサイン変換は $X_{1}=UXV^{T}$ で定義され, $X_{1}$ の

逆離散コサイン変換は $X=U^{T}X_{1}V$ で定義される. $U,$ $V$ は画像行列 $X$

には依存しない.

4 離散ウェーブレット変換
JPEG 2000では離散ウェーブレット変換が使われる. 正規直交ウェー
ブレットの場合には, スケーリング関数 $\varphi(x)$ は伸張方程式

$\varphi(x)=\sum_{k=0}^{\ell}h_{k}\sqrt{2}\varphi(2x-k)$ (2)

の解である. ここで, $\{h_{k}\}$ はある有限数列である. ウェーブレット関数
$\psi(x)$ はウェーブレット方程式

$\psi(x)=\sum_{k=0}^{\ell}g_{k^{\sqrt{2}}}\varphi(2x-k))$ $g_{k}=(-1)^{k}h_{\ell-k}$ (3)

の解である. これらの有限数列 $\{h_{k}\},$ $\{h_{k}\}$ を使って行列 $U,$ $V$ を定義す
る. 簡単のために $m,$ $n$ は偶数であるとする. $U$ の上半分の行は $\{h_{n}\}$ で

作る. 第 1行は $h_{0},$ $h_{1},$
$\ldots,$

$h_{\ell},0,$
$\ldots$ とし, 第 2行は第 1行を右に 2つ

移動して $0,0,$ $fi_{0},$ $h_{1},$
$\ldots,$

$h_{\ell)}0,$
$\ldots$ とする. 以下同様にすぐ上の行を右に

2つずつ移動して作る. 右にはみ出すときは, 左端に順に送って周期 $n$

の数列にする. 下半分の行は $\{g_{n}\}$ を使って同様に作る. $V$ は $U$ の $m$

を $n$ に置き換えて同様に作る. 画像行列 $X\in \mathrm{R}^{m\mathrm{x}n}$ の離散ウェーブレツ
ト変換は $X_{1}=UXV^{T}$ で定義され, $X_{1}$ の逆離散ウェーブレット変換は
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$X=U^{T}X_{1}V$ で定義される. この定義の場合には周期境界条件を考えて
いることになる.
双直交ウェーブレットの場合には行列 $U,$ $V$ は直交行列ではない. 逆

離散ウェーブレット変換は別の数列を使った $\tilde{U},\tilde{V}$ を使って $X=\tilde{U}^{t}X_{1}\tilde{V}$

で定義される.
この定義からわかるように, $U,$ $V$ はそれぞれ 2つの部分から成り, $U$

は画像行列の列べクトルに対して働き, $V$ は画像行列の行ベクトルに対
して働くので, 画像行列は 4つの部分に分解される.

5 SVD とウェーブレットによる画像圧縮
数値解析や画像処理で共通する二つの知見は以下の通りである.

(1) スケールの逆数は周波数

小さいスケールは大きな周波数に対応し, 大きいスケールは小さな
周波数に対応する. ウェーブレット解析, とりわけ多重解像度解析
(MRA) はこの知見に数学的な説明を与える.

(2) スケールとエネルギーの関連

小さいスケールは急激な変化に対応し, 急激な変化のエネルギー
は変化のエネルギーの中で小さな割合を占める. 大きいスケールは
穏やかな変化に対応し, 穏やかな変化のエネルギーは変化のエネル
ギーの中で大きな割合を占める. ある意味で, SVD MRA はこの知
見に意味を与える試みであるといえる.

SVD 多重解像度解析

$n$ 次元行ベクトルを $[x(1)\cdots x(n)]$ と表し, $m\mathrm{x}n$ 行列 $X$ を

$X=$
と表す. 行列 $X$ の第 $k$ 行と第 $P$ 列をそれぞれ $X(k, \cdot)$ , $X(\cdot,\ell)$ と表す.
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有限な 1次元信号 $X=[x(1), \ldots)x(N)]$ を考える. $N$ は $2^{L},$ $L\in \mathrm{N}$ で

割り切れるとする. レベル 1の $2\cross N/2$ データ行列 $X_{1}$ を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=$

で定義する. $X_{1}$ に SVD を適用すると,

$X_{1}=U_{1}S_{1}V_{1}^{T}= \sum_{k=1}^{2}s_{1}(X;k)U_{1}(\cdot, k)V_{1}(\cdot, k)^{T}$ .

周波数. スケール. エネルギーの対応関係により,

$s_{1}(X;1)U_{1}($., $1)V_{1}(\cdot, 1)^{T}$ : 近似,

$s_{1}(X;2)U_{1}(\cdot,2)V_{1}(\cdot,2)^{T}$ : 詳細

と定義する.
$S_{1}V_{1}^{T}=U_{1}^{T}X_{1}\in \mathbb{R}^{2\mathrm{x}N/2}$

に注意する. 第 1行頓「Xl(l, ) の各成分には $s_{1}(X;1)$ がかかっている

ので, $U_{1}^{T}X_{1}(1, \cdot)$ を近似係数と定義し, 第 2行頓「Xl $(\mathit{2}, )$ の各成分には

$s_{1}(X;2)$ がかかっているので, $U_{1}^{T}X_{1}(2, \cdot)$ を詳細係数と定義する.

$\bullet$ 多重レベルの分解は $X_{2}=$ 顔「Xl $(1, \cdot)$ とおき SVD MRA を適用

する.

$2-\mathrm{D}$ SVD MRA

図 2のように近似と 3つの詳細が得られるように 4行の行列に並べ替
えて SVD を適用し, 元の行列に並べ戻す. 2-D SVD MRA は画像を近
似と詳細に分解するが, 一般には詳細を水平・垂直・対角方向には分解
しない. (図 3参照.)

圧縮の符号化の方法

SPIHT アルゴリズム [$16|$ を使う SPIHT はぜロツリーアルゴリズム
を使っている. つまり, 詳細係数の絶対値が小さいならば, 別のレベルの
詳細係数も対応する部分の絶対値が小さいことを使っている. (図 4参照.)
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$32\mathrm{x}32$

$4\mathrm{x}(32^{2}/4)$

$T=USV^{T}$ $A=U^{T}T$

$4\mathrm{x}(32^{2}/4)$

$b_{11}b_{12}b_{13}b_{14}$ $b_{1255}b_{12\mathrm{S}}$

$b_{21}b_{22}\iota \mathrm{a}\mathrm{e}b_{u}$ $b_{22X}b_{22X}$
$A=$

$b_{31}\iota \mathrm{a}\mathrm{e}b_{33}b_{34}$ $b_{3255}b_{32X}$

$b_{41}b_{4}b_{4}b_{44}$ $b_{42\mathrm{S}}b_{42\mathrm{S}}$

図 2: $32\cross 32$ 行列に対する 2-D SVD MRA.

ウェーブレットー SVD ハイブリッド法

ウェーブレットは $2- \mathrm{D}$ SVD $\mathrm{M}\mathrm{R}\mathrm{A}+\mathrm{S}\mathrm{P}\mathrm{I}\mathrm{H}\mathrm{T}$ よりもパフォーマンスが
よいので, ウェーブレットと SVD MRA を使った方法を提案する. その
方法は次の 3つのステップからなる.

(i) $m\cross n$画像行列 $X$ を 9/7双直交ウェーブレットによる離散ウェー
ブレット変換を用いてレベル 2まで分解し, その分解画像を $X_{1}$ と

おく.

(ii) $X_{1}$ に対して 2 $\cross$ 2-blo&SVD MRA を用いてレベル 2まで分解
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log2(svd analyzed fig.) log2(wave1et analyzed fig.)

( ) $\backslash /$

図 3: SVD (左) と 9/7双直交ウェーブレット (右) を使って 8角形を
近似と詳細に分解.

し, その分解画像を $X_{2}$ とおく.

(i\"u) $X_{2}$ を SPIHT を使って符号化し, gz $i\mathrm{p}$ を使って圧縮する.

結論

(i) SVD 分解はデータに依存しており時間周波数領域でデータを扱
うことはできないが, ウェーブレットを組み合わせて時間周波数を

. 行うことによりパフォーマンスがよくなった. (図 5参照.)

(ii) 再構成の最後の段階でフィルタ長の長いウェーブレットを使うの
で, SVD に比べブロック歪みは少なくなった.
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図 4: 詳細係数の強い相関関係 (詳細は nagative.)

$\text{図}5$ : PSNR curve against bpp for fpl with: (left) $\mathrm{b}i\mathrm{o}\mathrm{r}4.4+\mathrm{S}\mathrm{V}\mathrm{D}$ , bior4.4,
$\mathrm{d}\mathrm{b}2,$ $\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{t}2\mathrm{b}\mathrm{y}2$; (right) $\mathrm{b}i\mathrm{o}\mathrm{r}4.4+\mathrm{S}\mathrm{V}\mathrm{D}$ , jpeg, $\mathrm{k}\mathrm{l}\mathrm{t}4\mathrm{b}\mathrm{y}4$, and $\mathrm{s}\mathrm{v}\mathrm{d}2\mathrm{b}\mathrm{y}2$ .
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6 SVD とウエーブレットによる雑音除去
$\mathrm{B}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{S}\mathrm{v}\mathrm{d}_{\grave{J}}*$

BlockSvd [6] による雑音除去は次の 4つのステップからなる.

$\bullet$ 画像を小さなブロックに分割する.

$\bullet$ それぞれのブロックを SVD で分解する.

$\bullet$ それぞれのブロックの特異値と特異ベクトルから雑音の影響と思わ
れるものを取り除く.

$\bullet$ 画像を再構成する.

原画像を $K\cross L$ 行列 $F$ とし, $N$ を $K\cross L$ ランダム行列とする. 雑
音が入った行列を $G=F+N$ とする. $K=kb,$ $L=lb$ と仮定し, 雑音
が入った行列を $b\cross b$ サイズの正方形ブロックに分解する. それぞれのブ

$b$

$bG_{11}$ .................................................., $G_{1l}$

傷 1

$|$

$G=N+F$

$G_{i1}$ $G_{u}$

図 6: $G$ を $b\mathrm{x}b$ ブロックに分解

ロックを SVD で分解すると

$G_{ij}=U_{ij}S_{ij}V_{ij}^{T}$ , $i=1,2,$ $\ldots,k$ , $j=1,$ $\ldots,l$ .

これは次のように表せる.

$G_{ij}= \sum_{r=1}^{R}$ UijrSir唱.
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雑音は画像の特異値と特異ベクトルに影響を与えるはずである. このこ
とは, $K\cross L$ サイズの全体画像についても, それぞれの $b\cross b$ サイズの

ブロック画像についても正しい.
雑音が画像に直交していると思えば, 雑音を付加した画像は元の画像
よりも大きなエネルギーを持つ. つまり, 雑音付加により特異値は増加
するはずである. このことは数値実験により確かめることができる.

問題 : 雑音を付加した画像の特異値をどのように減らせば, 原画像の特異
値に近づけることができるか ?

観察 : 原画像のそれぞれの $b\cross b$ サイズのブロック画像の特異値を $\sim s_{ijr}$ と

し, 雑音を付加した画像のそれぞれの $b\cross b$ サイズのブロック画像

の特異値緑 とする. いろいろな画像とガウシアン雑音について
$S_{ij\prime}-s_{ijr}\sim$ の $i,$ $j$ に関する平均の分布を調べ, 高さを 1に正規化し
たユニバーサルな重み関数 $w(r)$ を求める.

[6] は重み関数 $w(r\rangle$ を放物線

$w(r)=1-(1- \frac{r-1}{b/2})^{2}$ , $r=1,2,$ $\ldots,$
$b$

で与えた.

図 7: Dev\v{c}i\v{c}&Lon\v{c}ari6による正規化された重み関数

それぞれの $b\mathrm{x}b$ サイズのブロック画像の特異値の最後から $t$ 個の平
均を

$n_{s}= \frac{1}{k\mathrm{x}l}\sum_{i=1}^{k}\sum_{j=1r}^{l}\sum_{=b-t+1}^{b}s_{ijr}$
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とおく. これは雑音の分散ではないが, 雑音の分散に比例していると考
えられる.
第 1段階 : 雑音が付加された画像に応じて適当に値を取るパラメー

タを $p_{1}$ とし, それぞれの $b\mathrm{x}b$ サイズのブロック画像の特異値 $s_{ijr}$ を

$\hat{s}_{ijr}=s_{ijr}-p_{1}n_{s}w(r)$

によって修正する.
第 2段階 : 特異値ベクトルを離散フーリエ変換し, 雑音が付加され
た画像に応じて適当に値を取るパラメータを働を使って, 高周波部分を
減らして逆離散フーリエ変換して修正した特異値ベクトルを得る.

我々の観察

重み関数は放物線でない. ($b=32$ とした.)

図 8: いろいろな分散の平均 $0$ のガウシアン雑音を付加した場合の特異
値の差の平均 (画像は Boats)

スプライン法

BlockSvd アルゴリズムで我々のデザインした正規化された重み関数
$w(r)$ を使う.
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図 9: 点線は Dev\v{c}i6&Lon\v{c}ari\v{c} の重み関数, 実線は我々の重み関数

スプラインーウェブレット法

スプライン法の第 2段階 : 離散フーリエ変換を使うフィルタリングを
ウェーブレットを使ったフィルタリングで置き換える.
第 1段階 (スプライン) :

$\bullet$ ブロック分割した画像を特異値分解する.

$\bullet$ スプライン法により重み関数をデザインする.

$\bullet$ それぞれのブロックで特異値から雑音の影響を除去する.

$\bullet$ 画像を再構成する.

第 2段階 (ウェーブレット) :
$\bullet$ 第 1段階で処理された画像をウェーブレットで分解する.

$\bullet$ MATLAB wavelet toolbox の関数 ddencmp を使って, 雑音除去に必
要ないろいろなパラメータの適切な値を推定する.

$\bullet$ 関数 wdencmp を使って画像から雑音除去する.

$\bullet$ 画像を再構成する.

ウェブレットー SVD 法

論文 [13] において, ウェーブレットで分解された詳細のような画像で
も重み関数は同じ形かという問題に対して, 詳細の重み関数は直線に近
いという結果を得た. このことを使って, まずウェーブレットで近似と
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詳細に分解して, それぞれの画像に対してスプライン法で雑音除去を行
うのであるが, 近似はスプラインを重み関数として使い, 詳細は直線を
重み関数として使うことにより, スプライン法よりも良いパフォーマン
スを得ることができた.

結論

(i) スプラインーウェブレット法は雑音レベルが高くない場合に適して
いる. 雑音レベルが高い場合でも雑音は除去できるが, パフオーマ
ンスはウェーブレット単独の場合とほとんど同じとなる.

(\"u) 平均するとスプラインーウェブレット法は Blo&Svd 法やスプライ
ン法よりもパフォーマンスが良いが, 絶対ではない.

(iii) ウェブレットー SVD 法はスプライン法より良いが, 雑音レベルが
高いときにはブロック歪みが現れる.

今後の課題

雑音が特異値に与える影響を理論的に明らかにすること, 重み関数の
タイプから画像を分類することなどが課題である.
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