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1 はじめに

レプリカ法は. スピングラスの研究で重要な解析手法である. 歴史的には, 実在の磁
性合金において観察される特異な性質を説明するために Edwards と Anderson [1] によっ
て磁気モーメント間の相互作用にランダムさを有するような磁性体の数理モデル ( $\mathrm{E}\mathrm{A}$ 模
型) が定式化され, その解析のためにのちにレプリカ法と称されることになる数理的な計
算技法が導入された. 磁気モーメント間のランダムな相互作用で特徴づけられる統計力
学の研究対象はスピングラスと呼ばれ, スピングラスの性質を理論的に探究する強力な
解析手法としてレプリカ法が広く使われるようになっていった. レプリカ法による解析
の結果が示唆するスピングラスの物理については多くの考察がなされており, スピング
ラスの研究者のあいだでは, レプリカ法は物理的に妥当な解を与える解析手法として広
く受け入れられているようである $[2, 3]$ .
レプリカ法が適用可能な対象は, 磁性体の数理モデルに限られるわけではない. 磁性

体のモデルではない対象へのレプリカ法の初期の適用例としては, =\iota ーラルネットワー

クの連想記憶モデルに対してレプリカ法を適用して記憶容量を評価した研究 [4] を挙げる
ことができる. また, 統計的学習の基本的な数理モデルのひとつであるパーセプトロン
の解析にレプリカ法を適用した研究 [5] も, 重要なもののひとつである. とくに後者では.
磁性体の数理モデルとの類比を経由せずに統計的学習理論の立場で意味のある量を直接
評価しようというきわめて斬新な方法論的意識を垣間見ることができて興味深い. この

ような研究成果が蓄積されていくにつれて, レプリカ法を磁性体の数理モデル以外の対
象に適用しようという試みが次第に多くなされるようになってきた. 具体的な適用例に
ついては, 成書 [6, 7, 8, 9, 10] 等を参照されたい.
こうして, レプリカ法は統計力学だけでなく情報数理分野の広範な問題群に適用され,

多くの成果を生み出してきた. その–方で, 解析手法としてのレプリカ法の妥当性は確
立されているわけではない. そのため, 数学的厳密性を尊重する立場に立つならば, レ

プリカ法によって得られた成果の正当性については留保を付さざるを得ないことになる.
もちろん, これまでの適用例について, 数値シミ nレーションによってレプリカ解析結果
の数値的な妥当性が検証されているものは少なくない. また, 少数の例に関しては, レ

プリカ解析の結果を参考にしつつレプリカ法を使わない厳密なアプローチによってレプ
リカ解析の結果が再現されている [11]. これらの状況証拠から, レプリカ法は経験的に
は多くの場合に正しい結果を与えると期待されているが, その–方で, レプリカ法の数
学的な解析手法としての–般的な妥当性がいえるのかいえないのか, いえるとしても何
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らかの条件を付加する必要があるのか, あるいはレプリカ法の妥当性を–般的に示すこ
とはできず, 単に正しそうな解をみつけるための発見的な便法という位置づけにとどま
るのか, ということが重要な問題として提起される.
本稿は, レプリカ法の妥当性に関する議論について, 統計力学の分野で既に知られて

いる事項を整理して提示することを目的としている. レプリカ法の適用範囲が統計力学
にとどまらず多様な学問分野に拡大していくにつれ, 少からぬ研究者の方からレプリカ
法の妥当性について素朴な, あるいは強い懐疑を伴った質問を受ける機会が増えてきて
いる. そこで, この機会にレプリカ法の妥当性に関わる重要な論点を簡潔にまとめてお
くと何かと役に立つのではないかと考えた.

2 レプリカ法
正の実数値をとる確率変数 $Z$ を考え, $\log Z$ の期待値を求める問題を議論する. $Z$ が

従う確率分布が解析的な形で与えられており, それにもとづいて $\log Z$ の期待値を解析
的に評価したい, という状況を想定するものとする. 直接の計算により $\log Z$ の期待値

が容易に求められるのであればそうすればよいから, 直接計算が簡単でないような場合
を想定する.
レプリカ法は, $\log Z$ の期待値を

$\mathrm{E}(1\circ \mathrm{g}Z)=\lim_{narrow 0}\frac{\partial}{\partial n}\log \mathrm{E}(Z^{n})$ (1)

によって評価する. 右辺の $n$ に関する微分を

$\frac{\partial}{\partial n}\log \mathrm{E}(Z^{n})=\frac{1}{\mathrm{E}(Z^{n})}\frac{\partial \mathrm{E}(Z^{n})}{\partial n}$

$= \frac{1}{\mathrm{E}(Z^{n})}\mathrm{E}(Z^{n}\log Z)$ (2)

と計算すると, これが $narrow 0$ の極限で $\mathrm{E}(\log Z)$ に等しくなることが直ちにわかる.
$\mathrm{E}(\log Z)$ の計算よりも $\mathrm{E}(Z^{n})$ の計算が容易であれば, レプリカ法の処方せんに従うこと
で $\mathrm{E}(\log Z)$ の評価を簡略に行うことができる.

logZ の期待値を評価することは, 応用上様々な分野で重要である. 例えば, スピング

ラス理論の文脈では,

$Z= \sum_{s}e^{-\beta?i(S|J)}$
$(\beta>0)$ (3)

によって定義される $Z$ を考えることが重要である. 対象とする統計力学的な系の, $S$ を

微視的状態変数, $\mathcal{H}(S|J)$ をハミルトニアンとし, $\beta$ を逆温度としたとき, $Z$ はこの系の

分配関数である. スピングラス理論では, 系のハミルトニアンが確率変数 J で特徴づけ
られるランダムさをもつような状況を議論する. このような状況のもとでは, 分配関数
$Z$ は $J$ の関数であるから $Z$ 自体も確率変数となる. $\log Z$ は自由エネルギーと呼ばれ,

系が熱平衡にあるときの系の巨視的な状態に関する多くの情報を自由エネルギーから引
き出すことができる. 上述のような状況で $J$ のランダムさに関する平均を考える場合に
は, 自由エネルギー $\log Z$ の $J$ に関する期待値を評価する必要がある.
多くの場合, レプリカ法では
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1. まず $n$ を自然数とみなして $\mathrm{l}\circ \mathrm{g}\mathrm{E}(Z^{n})$ を評価する.

2. つぎに $n$ を実数とみなして $n$ に関する微分および極限 $narrow \mathrm{O}$ を評価する.

という手順を踏む. 上述の例では, $n$ が自然数であれば, $Z^{n}$ は $J$ の同–の実現値によっ
て与えられる系を $n$ 個「複製」したものの分配関数として明示的に書き下すことができ
るので, $\mathrm{E}(Z^{n})$ を評価するための具体的な計算を進めることができる. 逆に, 自然数で
ない $n$ に対しては $\mathrm{E}(Z^{n})$ を解析的に評価する手段を見つけられないことが多く , そのよ

うな場合には手順 1において $n$ を自然数とする仮定が必要となる. -方, 式 (1) の右辺
を評価するために, 手順 2において n が実数であることを仮定する必要があるのは明ら
かである. 問題は, 手順 1と 2とで $n$ に関する仮定が互いに矛盾しているところにあ
る. この手順が数学的にどの程度正当化できるのかを議論するのが, 本稿の目的である.
論点を整理するために, まずは素朴に考えてみよう. すべての自然数 $n$ に対して $\mathrm{E}(Z^{n})$

を評価することは, 確率変数 $Z$ のすべての次数のモーメントを知ることに相当するか
ら, $Z$ の分布に関する情報はすべてわかり, したがって $\mathrm{E}(\log Z)$ が評価できたとして
も不思議ではないのではないか, という議論がある. また, 正値をとる確率変数 $Z$ に

対して, $X=\log Z$ によって新たな確率変数 $X$ を定義すると, いま, 求めるべき量は
E(log Z)=E(X) である. -方で, レプリカ法によって実際に評価する量は

$\mathrm{E}(Z^{n})=\mathrm{E}(e^{nX})$ (4)

である. これを $n$ の関数とみて $\varphi(n)$ とおく. $\varphi(n)$ は $Z$ の $n$ 次モーメントであるが, 見
方を変えれば $X$ のモーメント母関数でもある. 後者の立場に立てば, レプリカ法は $X$

のモーメント母関数 $\varphi(n)$ を $n$ の自然数値だけで評価し, その結果から期待値 $\mathrm{E}(X)$ を

評価しているのだと解釈することもできる.
以上の観察にもとづいて, 検討されるべき問題を以下の 3つに整理することができる.

問題 1 $Z$ のモーメント系列 $\{\varphi(n)|n=1,2, \ldots\}$ は $Z$ の分布を–意に定めるか?

問題 2 $Z$ のモーメント系列 $\{\varphi(n)|n=1,2, \ldots\}$ を与える表式 $\varphi(n)$ は $X=\log Z$ の

モーメント母関数を与えているか?

問題 3与えられたモーメント母関数は原点付近で解析的か?

3つの問題に対する答がすべて肯定的であれば, レプリカ法が $\mathrm{E}(\log Z)$ の正しい値を与
えることが保証される. 第 3節において, これらの問題のそれぞれについて検討を加え
る. なお, スピングラス理論を含むレプリカ法の大多数の適用例においては, レプリカ

法は「熱力学的極限」すなわち対象とする系の「サイズ」を無限大とする極限を考える
ような状況で使われる. このような場合には, レプリカ法と「熱力学的極限」 との兼ね
合いによって上述の 3つの問題とは異なる新たな問題が生じる. これについては第 4節
で議論する.

120



3 熱力学的極限を考えない場合についての議論

3.1 問題 1

問題 1は「モーメント問題」 として知られている 1.

Z の値域が有界であれば, Z の分布はそのモーメント系列から –意に定められること
が知られている (Hausdorff のモーメント問題) [12]. いっぽう, $Z$ の値域が有界でない場
合には反例がある.

Heyde の反例 [13] 対数正規分布

$p(z)=\{$
$\frac{1}{z\sqrt{2\pi}}e^{-(1\mathrm{o}gz)^{2}/2}$ $(z>0)$

$0$ $(z\leq 0)$

(5)

に対し, $a(|a|\leq 1)$ をパラメータとする分布 (7) 1 パラメータ族

($p_{a}(z)=p(z)[1+a\sin(2\pi\log z)]\}$ (6)

を考える. 分布 $p_{a}(z)$ のモーメント系列は $a$ の値によらず同–である.

Stieltjes-Hamburger の反例 [14] $0<\alpha<1/2$ とする. 分布

$p(z)=\{$
$\frac{\alpha}{\Gamma(\alpha^{-1})}e^{-z^{\alpha}}$ $(z>0)$

$0$ $(z\leq 0)$

(7)

に対し, $a(|a|\leq 1)$ をパラメータとする分布の 1 パラメータ族

$p_{a}(z)=p(z)[1+a\sin(z^{\alpha}\tan(\alpha\pi))]$ (8)

を考える. 分布 $p_{a}(z)$ のモーメント系列は $a$ の値によらず同–である.

2-スピンランダムイジング模型 確率変数 J にもとづいて確率変数 Z を

$Z= \sum_{(s_{1},\epsilon_{2})\in\{-1,1\}^{2}}e^{J\epsilon_{1}\epsilon_{2}}$

(9)

によって定義する. これは, ランダムなスピン間相互作用 $J$ をもつ 2-スピンランダムイ
ジング模型の分配関数であるとみなすことができる. $J$ が, a $(|a|\leq 1)$ をパラメータと

する分布の 1 パラメータ族

$p_{a}(j)= \frac{1}{\sqrt{2\pi\sigma^{2}}}e^{-L-\not\in_{-}^{2}}2\sigma[1+a\sin$
$\frac{2\pi(j-\mu)}{\sigma^{2}}]$ (10)

に従うものとすると, $Z$ のモーメント系列は $a$ の値によらない.

モーメント系列が $Z$ の分布を–意に定めるための十分条件はいくつか知られているが,
下記の Carleman の十分条件 [12] はそのなかのひとつである.

1一般には,「モーメント問題」というときには確率測度の「存在」 と「 –意性」との両方が問題となる.
「存在」の問題, すなわち, 与えられた実数値系列 $\{s_{n}|n=1,2, \ldots\}$ をモーメント系列としてもつ確率測
度が存在するために実数値系列がみたすべき条件を求める問題を指して 「モーメント問題」 と呼ぶことも
ある. 本稿で問題にするのは「存在」が担保された条件のもとでの 「 –意性」の問題である.
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Carleman の十分条件 確率変数 $Z$ が条件

$\sum_{n=1}^{\infty}[\mathrm{E}(Z^{2n})]^{-1/2n)}..=\infty$ (11)

を置たせば, Z の分布はそのモーメント系列から –意に定まる.

Heyde の反例に関しては E(zn) $=e^{n^{2}/2}\text{であるので}$ , Carleman の十分条件をみたして
いない. また $Z$ が分布 $p_{a}(\cdot)$ に従うとき $X=\log Z$ のモーメント母関数 $\varphi_{a}(s)=E_{\mathrm{P}}$

。
$(e^{\iota X})$

は

$\varphi_{a}(s)=e^{\iota^{2}/2}(1+ae^{-2\pi^{2}}\sin 2\pi s)$ (12)

であるから,
$\mathrm{E}(X)=\varphi’(0)=2\pi ae^{-2\pi^{2}}$ (13)

であり, 結果が $a$ に依存することがわかる.
Stieltjae-Hamburger の反例については, $\mathrm{E}(Z^{n})=\Gamma((n+1)/\alpha)/\Gamma(1/\alpha)$ であり, や

はり Carleman の十分条件を満足していないことがわかる また, $Z$ が分布九 $()$ に従
うときの $X=\log Z$ のモーメント母関数 $\varphi_{a}(s)=E_{p}$

。
$(e^{\epsilon X})$ は

$\varphi_{a}(s)=\frac{\Gamma(\frac{s+1}{\alpha})}{\Gamma(\frac{1}{\alpha})}(1-a\cos^{(s+1\rangle/\alpha}\alpha\pi\sin s\pi)$ (14)

であり, $\mathrm{E}(X)$ は

$E(X)= \varphi’(0)=\frac{\psi(\frac{1}{\alpha})}{\alpha}-a\pi\cos^{1/\alpha}\alpha\pi$ (15)

と計算される. ただし, $\psi(x)$ は digamma 関数である この場合も結果はやはり $a$ に依
存する.

2-スピンランダムイジング模型の場合について $\mathrm{E}(Z^{n})$ を具体的に計算すると

$\mathrm{E}(Z^{n})=2^{n}\sum_{i=0}^{n}{}_{n}C_{1}e^{(n-2:)\mu+(n-2:)^{2}\sigma^{2}/2}=2^{n}\sum_{:=0}^{n}{}_{n}C_{1}e^{(n-21\rangle^{2}\sigma^{2}/2}\cosh(n-2i)\mu$ (16)

となり $a$ に依存しないことがわかる. また, $\mathrm{E}(Z^{n})>2^{n}e^{n^{2}\sigma^{2}/2}$ が成り立つので, $Z$ の

モーメント系列は Carleman の十分条件をみたしていないこともわかる. $X=\log Z$ の

モーメント母関数 $\varphi$。
$(s)=\mathrm{E}_{p}$

。
$(e^{eX})=\mathrm{E}(Z^{\epsilon})$ は

$\varphi_{a}(s)=4^{\iota}\int_{-\infty}^{\infty}\cosh^{\iota}(\mu+\sigma z)(1+a\sin\frac{2\pi z}{\sigma})Dz$ , $Dz= \frac{e^{-z^{2}/2}}{\sqrt{2\pi}}dz$ (17)

で与えられ,

$\mathrm{E}(X)=\int_{-\infty}^{\infty}\log\cosh(\mu+\sigma z)(1+a\sin\frac{2\pi z}{\sigma})Dz+\log 4$ (18)

は $\mu\neq 0$ であれば $a$ に依存する.

以上の計算から, Heyde の反例, Stieltjes-Hamburger の反例, および 2-スピンラン
ダムイジング模型の例は, $Z$ と $Z’$ とが同–のモーメント系列をもちながら $\mathrm{E}(\log Z)\neq$
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$\mathrm{E}(\log Z’)$ となる場合があることを, それぞれ具体的に示しているのだということがで
きる.

スピングラス理論の分野で標準的な模型に Sherrington-Kirkpatrick $(\mathrm{S}\mathrm{K})$ 模型 [15] が
ある. $N$ 個の磁気モーメントからなる $\mathrm{S}\mathrm{K}$ 模型の分配関数を $Z_{N}$ とすると, $k>0$ を $N$ ,
$n$ によらない定数として $\mathrm{E}(Z_{N}^{n})=O(e^{Nk(\mathrm{R}en)^{2}})$ であり, したがって, $\mathrm{S}\mathrm{K}$ 模型の分配関

数も Carleman の十分条件を満足しないことが知られている [16].
なお, $s=0$ を含むある区間 ( $-s_{0}$ , so) において $Z$ のモーメント母関数が存在すれば

$Z$ の分布はそのモーメント系列から –意に定まることがいえる. しかし, $Z$ のモーメン

ト母関数が存在するという条件はたいへん強い条件である. 例えば Carleman の十分条
件よりもはるかに強い.
モーメント問題に関して, 本稿では Carleman の十分条件だけを議論したが, 今日で

はそれ以外にも非常に多くのことがわかっている. 詳細は成書 $[17, 18]$ を, また多変数

確率分布に関するモーメント問題については Eiglede [19] をそれぞれ参照していただき
たい.

3.2 問題 3

モーメント母関数が存在するとき, そのモーメント母関数は原点で解析的であること
が知られている.
モーメント母関数 $\varphi(s)$ が解析的であれば, 以下の性質をもつ [20].

1. $\varphi(s)$ は複素平面内の虚蝉に平行な帯状領域 $-\alpha<\mathrm{R}es<\beta(\alpha>0, \beta>0)$ におい

て正則である.

2. 原点にもっとも近い $\varphi(s)$ の極は実軸上にある.

3. $-\alpha<u<\beta$ をみたす実数 $u$ に対して

$\mathrm{S}11v\in \mathrm{R}\mathrm{p}|\varphi(u+iv)|\leq\varphi(u)$
(19)

が成り立つ.

この事実の簡単な適用例を以下に示す. $\varphi(s)$ をモーメント母関数とする.

$\tilde{\varphi}(s)=\varphi(s)+a$ si$\mathrm{n}2\pi s$ (20)

とおくと, $s$ のすべての整数値に対して $\tilde{\varphi}(s)=\varphi(s)$ となるが, $\tilde{\varphi}’(0)\neq\varphi’(0)$ である. 以

上の素朴な議論は, レプリカ法に対する反例を構成しない. なぜなら, $\overline{\varphi}(s)$ は式 (19) の

条件をみたさず, したがっていかなる確率分布のモーメント母関数ともなり得ないから
である.
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3.3 問題 2

$Z$ のモーメント系列 $\{\varphi(n)|n=1,2, \ldots\}$ が $n$ の解析的な式によって与えられたとき,
同じ表式が自然数でない $n$ に対しても $X=1_{0}\mathrm{g}Z$ のモーメント母関数を与えていること
を期待したくなる. モーメント母関数が正の実軸を含むある領域で解析的であることを
仮定すると, ここでの「期待」は複素関数論における「解析接続」に類似している. 両
者の相違点は, 我々の議論においては序列 $n=1,2,$ $\ldots$ が集積点をもたないことである.
したがっていわゆる「一致の定理」はここでは適用することができない.
我々が問題としているような状況において「解析接続」の–意性を保証するための十
分条件としては, Carlson の定理 [$21|$ が知られている なお, 以下に示すのは Carlson の
定理そのものではなく, モーメント母関数 $\varphi(s)$ が条件 (19) をみたすという事実を利用
することで定理の主張を若干強めたものである 2.

Carlson の定理 (あるいは Phragm\’en-Lindel\"of の定理の系) モーメント母関数 $\varphi(s)$

が右半面で解析的で, $s$ によらない定数 $k>0$ に対して $\varphi(s)=O(e^{k\mathrm{R}\iota\epsilon})$ であるものと
すると, $\varphi(s)$ は $s=0,1,2,$ $\ldots$ での値から–意に定まる.

$\varphi(s)$ を $Z$ のモーメント系列とみなすと , 条件 $\varphi(s)=O(e^{k\mathrm{R}e\epsilon})(k>0)$ は, 与えられ
たモーメント系列をもつ Z の分布の–意性を保証する十分条件でもある. -方で, 第 3.1
節で示した Heyde の反例, Stieltjes-Hamburger の反例, 2-スピンランダムイジング模型
の例は, ある解析関数 $\varphi(s)$ が $s$ の自然数値に対して $Z$ のモーメント系列を正しく与え,
かつ, ある確率変数 $X$ のモーメント母関数でもある, ということが成り立つ場合であっ
ても, $X=\log Z$ であるとは限らず, したがって $\varphi’(0)$ が正しく $\mathrm{E}(\log Z)$ を与えない場
合があることを示している. さらに, $\mathrm{S}\mathrm{K}$ 模型に対しては $\varphi(s)=O(e^{Nk(\mathrm{R}e\iota)^{2}})$ であるか

ら, Carlson の定理によって $\varphi(s)$ に関する「解析接続」の–意性を保証することはでき
ない [16].

4 熱力学的極限

4.1 何が問題なのか

正の実数値をとる確率変数の列 $\{Z_{N}|N=1,2, \ldots\}$ に対し, 極限

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\mathrm{E}(\log Z_{N})$ (21)

が存在するものとしてこの極限を求める問題を考える. この種の問題は, スピングラス理

論において熱力学的極限での系の自由エネルギーを評価しようとしたときに自然に現れ
るものである. すなわち, 系を構成する磁気モーメントの個数が $N$ である場合の系の分

2具体的には, 式 (19) を利用することで [21] で要請されている条件「k<\mbox{\boldmath $\pi$}」が我々の場合には不要と
なる.
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配関数を $Z_{N}$ としたとき, 式 (21) は, 相互作用のランダムさに関する系の平均自由エネ
ルギーを熱力学的極限 $Narrow\infty$ において評価することに対応する. レプリカ法を使うと,

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\mathrm{E}(\log Z_{N})=\lim_{Narrow\infty}\lim_{narrow 0}\frac{\partial}{\partial n}\frac{1}{N}\log \mathrm{E}(Z_{N}^{n})$

$= \lim_{narrow 0}\frac{\partial}{\partial n}\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\log \mathrm{E}(Z_{N}^{n})$ (22)

という式変形を利用して式 (21) の極限を評価することになる. ここでの問題は, 式 (22)
の第二辺から第三辺へ移る際の式変形で, $N$ に関する極限操作と $n$ に関する微分および

極限操作との順番を入れ換えているが, この手続きが数学的に大丈夫かどうか, という

ことである.

4.2 van Hemmen と Palmer の議論

4.2.1 定式化

上述の問題に対して van Hemmen と Palmer [16] が詳細な議論を行っている. 本節で

は彼らの議論の概略を述べる.
関数 $\varphi_{N}(n)$ および $f_{N}(n)$ をそれぞれ

$\varphi_{N}(n)=[\mathrm{E}(Z_{N}^{n})]^{1/N}$ (23)

および
$f_{N}(n)=\log\varphi_{N}(n)$ (24)

によって定義する. 上述の問題は以下のように表される [16].

極限 $\lim_{Narrow\infty}f_{N}(n)=f(n)$ が存在し, $\lim_{Narrow\infty}f_{N}’(0)=f’(0)$ が成り立つか?

ほんとうに求めたい量は $\lim_{Narrow\infty}f_{N}’(0)$ であり, レプリカ法では代わりに $f’(\mathrm{O})$ を評価す

ることでこれを求めようというのである. van Hemmen と Palmer は, 関数 $f_{N}(n)$ の解

析性, もしくは凸性が, この問題を検討するための有力な手がかりになり得るとして議
論を進めている. それぞれの議論について次節以降で紹介する.

422 解析性

実際には, 関数 $f_{N}(n)$ の解析性は我々の目的にはあまり役に立たない. 第 33節で既に
見たように, 関数 $f_{N}(n)$ の解析性を頼りにして $f_{N}(n)$ の定義域を自然数から実数あるい
は複素数へ–意に拡張することがそもそも難しいのである. さらに, 仮に–意の拡張がで

きたとしても, $\mathrm{E}(Z_{N}^{n})$ の零点 ( $f_{N}(n)=(1/N)\log \mathrm{E}(Z_{N}^{n})$ の真性特異点) が極限 $Narrow\infty$

で実軸に漸近するようなことがあったりすると, 極限 $f(n)= \lim_{Narrow\infty}f_{N}(n)$ は零点が漸

近する $n$ の値で解析性を失う可能性がある. そのような場合には, $f’(\mathrm{O})$ が $\lim_{Narrow\infty}f_{N}’(0)$

と等しくなることは–般には期待できない.
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423 凸性

$n\in \mathbb{R}$ に対して $f_{N}(n)$ は凸である ([22] の定理 197). また, 極限 $\lim_{Narrow\infty}f_{N}(n)=f(n)$

が存在すれば, $f(n)$ は凸であり,

$\lim_{Narrow\infty}f_{N}’(n)=f’(n)$ (25)

が $f’(n)$ のすべての連続点で成り立つ [23]. さらに, 極限 $f(n)$ の存在をいうためには,
$N$ によらない $f_{N}(n)$ の上下界があることを示せばよい van Hemmen と Palmer は, SK
模型に関して関数 $f_{N}(n)$ の上下界を具体的に提示することによって極限 $f(n)$ の存在を
示し, さらに $n=0$ が $f’(n)$ の連続点であれば $\lim_{Narrow\infty}f_{N}’(\mathrm{O})=f’(\mathrm{O})$ が成立することを
示した.
恒性を利用することで問題が–気に解決したかのように見えるかもしれないが, 実際

にはそうではない. $f_{N}(n)$ が $n$ の関数として解析的であったとしても, $f(n)$ もそうだと

は限らないからである. レプリカ法では $n$ の自然数値に対して $f(n)$ を計算する. 結果
が n について解析的な表式によって与えられたとしても, その表式が自然数でない n に
対して成り立つかどうかはやはりわからない (問題 2) のである.

4.3 Ogure と Kabashima の解析
$\mathrm{O}\mathrm{g}\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{e}$ と $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{a}_{\iota}\S \mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}[24]$ は, 大正準離散ランダムエネルギー模型 (GC-DREM) とい
う模型の分配関数 $Z_{N}$ に対して, レプリカ法によらずに解析的に $f(n)= \lim_{Narrow}$

。
$f_{N}(n)$

を評価する枠組を議論し, レプリカ法による解析結果との比較を行っている. 模型や解
析の詳細については原論文 [24] を参照していただくこととして. 本稿では省略する. 彼
らは, GC-DREM に対して $f(n)$ はある $n$。$\in(0,1)$ で解析的でなくなる場合があること
を示した. この結果は,「極限 $f(n)= \lim_{Narrow\infty}f_{N}(n)$ が $n$ の関数として解析的である」と
いう期待に対する具体的な反例を与えていると解釈することができる. しかも,「人為的」
に構築された反例ではな $\langle$ , GC-DREM という, 統計力学的に決して不自然でない模型
の分配関数から定義される $f_{N}(n)$ にもとつくものである点が重要である.

$Z_{N}$ の任意の次数のモーメント $\mathrm{E}(Z_{N}^{n})(n=1,2, \ldots)$ が存在するものとすると, $|n|<\infty$

である任意の $n\in \mathbb{C}$ に対して $\varphi_{N}(n)$ は有界であるから, $f_{N}(n)$ の解析性が $Narrow\infty$ の極
限で複素平面の実軸上の点 n。において失われるときには, $\varphi_{N}(n)$ の複素零点が $Narrow\infty$

の極限で n。に漸近しているものと予想される. Olre と Kaba.qhima [25] は, GC-DREM
に関して $\mathrm{E}(Z_{N}^{n})=\varphi_{N}(n)^{N}$ の零点を数値的に評価し, 零点が n。に近づいていく様子を
捉えている.

5 おわりに

本稿では, レプリカ法の数学的な妥当性について, これまで知られていることをまと
めた. レプリカ法では, 確率変数 $Z$ について $E(\log Z)$ を求めるために, 自然数 $n$ に対

して $\varphi(n)=\mathrm{E}(Z^{n})$ を評価し, その結果を実数もしくは複素数の $n$ に拡張するが, 関数
$\varphi(n)$ の定義域を自然数から実数もしくは複素数に拡張する際に, その拡張が –意である
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ことは–般には保証できない. また, 個別の具体的な適用例について拡張の–意性を保証
するのも容易ではない. さらに, 熱力学的極限と組み合わせてレプリカ法が適用される
ようなケースでは, 熱力学的極限 $Narrow\infty$ において関数 $f_{N}(n)=\log\varphi_{N}(n)$ の解析性が
失われる場合があり, そのような場合には $n$ の自然数値に対する $f(n)= \lim_{Narrow\infty}f_{N}(n)$

の解析的な表式から $n=0$ 近傍での $f(n)$ の様子を特定することはできない. 以上の結
果から, レプリカ法の処方せんを–般的な条件のもとで正当化することは困難であろう
と予想される.

Talagrand は自らの著書のなかでこう書いている.

At the present time, it is difficult to see in the physicist’s replica method more
than a way to guess the correct formula. Moreover, the search for arguments
making this method legitimate “a priori” does not look to this author as a
promising area of investigation. ([11], p. 195)

thlagrand は, レプリカ法によって得られた結果はともかくとして, 解析手法としての
レプリカ法それ自体については現時点では明確に否定的である. –方で, レプリカ法を

適用することでこれまでに多様な問題に対して数多くの結果が得られているという事実
(そのうちの多くは非自明であるだけでなく深い考察に値する豊かな構造を有している)
からは, 何らかの形でレプリカ法の妥当性を支持するような比較的一般性のある結果が
得られることを期待したくなる. 歴史を振り返ると, 最初は発見的に提案された概念に
対して後から数学的理論が整備されたという例は決して珍しくない 3. レプリカ法に関し
てはどうであろうか. 今後の研究の進展に期待したい.
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