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1 はじめに

19世紀後半から 20世紀中頃にかけ、 -変数留数の概念を多変数の場合に拡張すること
が研究され, いくつかの多変数留数理論が創られた. 代表的なものとして、Poincar?留数,

Leray波数, Grot hendieck留守そして Coleff-Herrera素数カレントの理論等をあげること
ができる. 本稿では.\acute 計算代数解析の観点からこれら代表的多変数留置のひとつである
Grothendieck local residues を扱う.
函数と双対性に関する $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{F}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\dagger \mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{k}$ の理論は.\acute R. $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t},\mathrm{s}\mathrm{h}$ orne の著書 Re8$i\mathrm{d}_{\mathrm{l}1?R}$ and Du-

$\mathrm{a}\mathrm{I}\mathrm{i}\mathfrak{l}\mathrm{y}$ に見られるように、導来由の理論を駆使することで築き上げられた壮大な理論体系で
ある. $\mathrm{G}\mathrm{r}o$thendieck local residues 自体は., この壮大な理論体系の中で最も基本的な対象と
して位置づけることができる. また.\acute Grot hpndieek local residues は幾何的にも解析的にも
自然な概念であり.\acute 代数幾何をはじめ様々な分野の問題に応用されている. Grothendieck
local residues は理論的にも応用上も重要な概念であるが.\acute 実際に値を求める為の方法につ
いては十分な研究がなされておらず., 計算法は確立していなかったといえる. 2003年の秋

に.\acute 計算機代数の手法と代数解析学の理論を用いることで.\acute Grothendieck local $\mathrm{r}e.\mathrm{s}|\mathrm{d}_{\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{S}}$ の

値を求めるアルゴリズムの導出に成功した. この方法は、LEhrenprels が導入した Noei her
作用素と呼ばれる偏微分作用素とホロノミー $\mathrm{D}$ 加群とを用いることで留数値を計算する
もので面り, [34], [35]., 論文 [45] 等に発表した計算法とはいくつかの点で本質的に具なっ
ている. 既に [42] においてこの多変数品数計算アルゴリズムの導出の仕方等について説明
してあるので、ここではむしろ., 多変数乱数計算の問題を代数解析の問題として定式化し
ていく仕方やアルゴリズム導出のアイデア等について述べることとする.

2 多変数留数とコホモロジー
$\mathrm{G}\mathrm{r}o$thendieck local residues を理解することは: けして容易ではない. 解析的には極めて
自然な方法で定義することが出来るため–見すると平易な概念であるかのように見える
が: 実際には.\acute 双対性と深く関わる本質的概念である. 今の数学の言葉でこれらの事を理
解するには.c 多変数積分表示の理論とともに相対 (6ech コホモロジーや局所コホモロジー
$\mathrm{K}_{\mathit{0}87_{2}11}1$ 複体や米田 $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\iota \mathrm{n}\mathrm{g}$ 等のホモロジー代数の知識が必要となる.
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この節では.\acute $\mathrm{G}\mathrm{r}o$ I hendieck local residues に関する基本的な事柄について説明を試みる.
留数値を求める計算法を考えるうえでもホモロジー代数的な枠組みや扱いが自然であり
また実際に必要となることを示すのがこの節の目的である.

まず.\acute Grothendieck local residues の解析的な定義を思い出すことからはじめる. $X=\mathbb{C}^{\mathrm{n}}$

の領域 $U$ と.\acute この領域 $U$ 上正則な $n$, 個の関数の組 $f\iota(x,)_{;}f_{2}(x,).,$
$\cdots.,$

$f_{n}(x)$ であり completp
intersection となるものが与えられたとする ここで $X$, は独立変数 $x,$ $=(x_{1\prime} x_{2,\prime}.\ldots.x_{n}, :)\in U$

をあらわす. 簡単の為.\acute ここでは A $(\mathrm{J}j).,$ $f_{2}(x,)_{;}\ldots.,$ $f_{\mathrm{I}},(x)$ の $U$ における共通零点は.\acute -点
$\beta\in U$ のみからなるとする. いま., さらに $U$ 上の正則関数 $\varphi(x,)$ が与えられたとする. こ

のとき.\acute 次の積分
$( \frac{1}{2\pi i})^{n}\int$ . . $\int_{\Gamma(\beta)}\frac{\varphi(x,)}{f_{1}(x,)f_{2}(x,)\cdots f_{n}(x)}dx$,

を $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\varphi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}d,x,)$ であらわし.\acute Grothendieck loca residue と呼ぶ ただしここで、$\Gamma(\beta)$

は十分小さな正の数 $\epsilon>0$ を与えることで定まる実 $n$ 次元サイクル

$\Gamma(\beta)=\{x, \in U|||f_{1}(x,)||=\epsilon..|’\ldots’|f_{n}(x,)||=\epsilon\}$

をあらわす. 以上が: $\mathrm{G}\mathrm{r}o|$.hendieck local residue の解析的な定義である.
さて.\acute 各 $f_{j}$ が定める超曲面 $D_{\mathrm{j}}=$ 勧 $\in U|f_{j}(x,)=0\}$ が点 $\beta$ の近傍で非臨調であり.,

更に点 $\beta$ においてこれらが横断的に交わっているとする. この時.\acute $F=\{fi\cdot, f\mathrm{g}., \cdots., f_{1},\}$

のヤコビ行列式を $Jr(x)= \det(,\frac{\partial(f_{1r}f_{2,:}f_{n})}{\partial(x,.x_{2:,n}x,)}:::. )$ とおくと
$i$
留数 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\varphi}{f_{\mathrm{t}}f_{2}\cdots f_{n}})$ の値は

$\varphi(\beta)/Jr(\beta)$ で与えられることが., 容易に分かる. しかし、超曲面 $D_{f}$
, が非特具であったと

しても.\acute これらが点 $\beta$ で横断的には交わらないような場合や $D_{j}$ が点 $\beta$ を特異点として
含むような場合は: $J\mathrm{r}(\beta)=0$ となるため留数計算に先程述べた公式を用いることができ
ない. 一般に、共通零点としての重複度が高いような場合はサイクル $\Gamma(\beta)$ の幾何学的形
状が複雑になるため.\acute サイクル $\Gamma(\beta)$ 上の多重積分を行うことで留数値を求めることは., $-$

般に不可能と言うべきである. では.\acute どの様にすれば Groihendieck local residues の値を
計算することができるようになるのであろうか? 直接計算が出来ない以上.\acute Grothendieck
local $\mathrm{r}\mathrm{e}.\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{l}1}e.\mathrm{s}$の持つ諸特性を明らかにし., それらの特性に注目することで計算法を新たに
考案していくことになる.

Grolhendierk local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}i\mathrm{d}\iota\iota \mathrm{e}_{\iota}\mathrm{q}$ の諸性質について考える前に.\acute まず最初に, Grot hendieck
local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}|\mathrm{d}\iota \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}$の定義それ自体について考察することからはじめよう, ここで.\acute 簡単のため
$n=2$ すなわち $U\subset C$ として., Grothpndieck local residues の定義について考えてみる.
まず.\acute 点 $\beta$ を共通の零点としてもつような 3つの正則関数 $.q1(x,)_{:}.q_{2}(x).,.q_{\mathrm{q}}.(x)$ が与えられ
たとする. $.q\rceil(x,).,.q\mathrm{z}(x,).,.q.x,)$ を用いて、正則関数ん $f_{2}$ を次のように 3通りの具なる方法
で定めてみる.

(i) $f_{1}(x,)=.q_{1}(x,),$ $f_{2}(x)=.q_{2}(x).q;(x,)$

$(\mathrm{i}_{1}.)$ $f_{\mathrm{I}}(x,)=.q_{1}(x).g_{2}(x,).\prime f_{2}(x)=.oe(x,)$
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(iii) $f\iota(x)=.q_{2}(x,)’.f_{2}(x)=.q_{\rceil}(x,).q_{\backslash }\mathrm{q}(x)$

$\varphi(x)$ を分子とする留数 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\varphi}{f_{1}f_{2}}dx_{1}\wedge d,x_{2},)$ をこれら (i); (ii): (iii) の場合にそれぞれ考

えると.\acute 対応するサイクルが異なるため.\acute 一般に.\acute 場合 (i); $(|\mathrm{i})_{:}(\mathrm{i}_{\mathrm{l}1})$ の留数値は互いに異な
ることがわかる.

このことはつまり., Grol hendieck Iocal $\mathrm{r}e.\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\iota \mathrm{l}\mathrm{e}$ の概念は有理関数 $\underline{\varphi_{ }}$にたいして定
$.q_{1}.q_{2}.q_{3}$.

義されているわけではなく, 正則関数の組 $fi\cdot,$ $f_{2}$ と正則関数 $\varphi$ をそれぞれ ”分母”.\acute ”分子”
に持つ ”何者か” に対して定義されていることになる. 実際.\acute 一般に有理関数に対して留
数を考える際は.0 サイクルを何らかの方法で選び.\acute そのサイクルに関する積分として留数
値を定義する訳であるから、サイクルの選び方の自由度が常に存在することになる. それ
に比べ.\acute Gro(hendier,$\mathrm{k}$ local $\mathrm{r}e.\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{l}\mathrm{i}}\mathrm{e}$ では, ”分母” となる関数の組を指定した段階で自動的
に積分サイクルも本質的には定まっていることになる.
ここで当然のこととして次の疑問が湧いてくる. それは.\acute $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t},\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}(:\mathrm{k}$ local re.sidties は

一体: 数学的には何者に対して定義されているのだろうか? という疑問である. この疑問

に答えるために.\acute ここで.\acute 正則関数 $\phi$ に対し留数値 $\mathrm{r}e.\mathrm{s}\rho(\frac{}\phi}{f_{1}f_{2}\cdots \text{ム}d,x,)$ を対応させる写像

$\phiarrow \mathrm{r}e.\mathrm{s}_{\beta}(\frac{\phi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}d,x,)$

を考える. この写像は明らかに線形であるので.\acute 線形汎関数として解釈することができる.
ここで正則関数 $.q$ をとり.\acute 例えば $\frac{1}{f_{1}}.$’の代わりに $\frac{1}{f},$ $+.q$ を用いて定義される留数値

$\mathrm{r}e.\mathrm{s}_{\beta}(\frac{1}{f_{1}\cdots f_{j-1}}\cdot (\frac{1}{f_{j}}+.q)\cdot\frac{\rceil}{f_{j+1}\cdots f_{n}}\varphi dx)$

を考えると., 明らかにもとの留数 $\mathrm{r}e.\mathrm{s}_{\beta}(\frac{\varphi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}d,x,)$ と –致する. この関係は、相対 Cech コ

ホモロジーを定義する際の同値関係に他ならない. これらのことから., Grolhendteck local
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{t}\iota \mathrm{e}$ の概念は、開集合 $U_{j}=U-- Dj$ $i=1_{J}.2.,$

$\cdots.,$
$n$, と $U$ による (U., $U-\{\beta\}$ ) の相対

被覆 $\{U_{\mathrm{t}}., U_{2:}\ldots., U_{n_{i}}.U\}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$ $\{U_{1}., U_{2,}\ldots.., U_{n}\}$ で定まる正則関数係数の相対 Cech コホモロ
ジー類に対し定義されるものであることが納得できる、今迄述べたことは次のようにまと
めることができる.

主張 ”
$\frac{1}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}$

” のことを.\acute 正則関数 $\phi$ (あるいは., より –般には点 $\beta$ における形式幕級

数) に対し Grothendie(,$\mathrm{k}$ local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{l}1}\mathrm{e}$ の値を対応させる線形写像

$\phiarrow \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\phi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}d,x,)$

を定義する超函数として解釈すると.\acute ”
$\frac{\rceil}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}$

” はもはや通常の有理関数ではなく , コ

ホモロジ 4とし 1味つけさゎる.

45



さて., ここで佐藤超函数の定義の仕方を思い出そう. 代数解析学では、$M=\mathbb{R}^{n}$ 上の佐
藤超函数のなす層 $\mathcal{B}_{M}$ は.\acute $x=\alpha$ 上の正則函数のなす層 $\mathit{0}_{x}$ の $M$ に関する局所コホモ
ロジー $H_{M}^{\mathrm{n}}(O_{\mathrm{X}})$ として定義される、それに対し.\acute 佐藤超函数を相対 Ceck コホモロジーを
用いて正則函数の境界値の形式和として捉えることは., 相対被覆の選び方に依存するので
佐藤超函数のひとつの表現法であると理解されている.

我々がここで対象としている Grothendieck local residnes も.\acute これと全く同じ状況下に
ある. いま例えば., $(U_{;} U-\beta)$ に対する 2つの相対 CJech コホモロジー類であって: 留数値
を対応させる線形汎函数としては全く同じ写像として作用するが.\acute それぞれ異なる相対被
覆を用いて定義されるような: そのような相対 Oech コホモロジー類が与えられているとし
よう. この時., これらふたつの相対 (Thech コホモロジー類は超函数として同–のものであり,
単に相対被覆の選び方が違うために見かけ上の表現の形が異なっていると理解するのが自
然である. (実際このことは Grothendieck留数理論の中で明らかにされている) この節で
考えている正規列 $F=\{f]., f_{2}\ldots.’.f_{n}\}$ は.\acute 領域 $U$ において点 $\beta$ のみを共通零点として持
つのでコホモロジー類 ”

$\frac{\rceil}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}$

” は., 点 $\beta$ に台をもつ代数的局所コホモロジー $\mathcal{H}_{[\beta]}^{n}(O_{\mathfrak{l}J})$

の要素として捉えるのがより本質的である. 以下: この代数的局所コホモロジー類を $\tau_{F}$

で表すことにする.
このような観点から見ると, 佐藤幹夫と A. Groihendieck は、まったく同じ考え方に基

づいてしかもほぼ同じ時期に局所コホモロジーの概念や導来圏を導入し.\acute それぞれの理論
即ち.- 佐藤超函数論と Grot.hendierk函数理論を展開していたことになる.
以上をもって $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{C}^{\cdot},\mathrm{k}$ local residues の紹介としたい. 残念ながら., ここでは定義
についても十分な説明を与えることができなかった. 幸い.\acute P. Griffiths と $\mathrm{J}$ . Harris の著
書 PrincipIes of $\mathrm{A}e.\mathrm{b}\mathrm{r}\mathrm{a}|\mathrm{c}$ Geomel ryの第 5章に: 丁寧な解説があるので., 詳しいことはそ
ちらを参照されたい. A. K. $\mathrm{T}_{\iota}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{h}$ の著書 [50]., は、複素解析の立場から多変数留数理論を
扱った良書である. 積分表示に関連した論文として F. R. Harvey [6], Y. $\mathrm{T},$ . Tong [51] 等
があげられる.

さて.\acute ここで話をもとに戻して、留数値の計算法についてふたたび考えてみよう. 留数
値 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\varphi}{f_{1}f_{I}\cdots f_{n}}dx,)$ は写像

$\phiarrow r\mathrm{e}\mathrm{s}_{\beta}(\frac{\phi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}d,x,)$

の $\phi=\varphi$ における値として解釈できる. この線形汎函数の作用を具体的に記述できれば
留数値を求めることができる. 一般に.\acute Grothendieck local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\iota \mathrm{l}\mathrm{e}$ は $\phi$ に対し偏微分作用
素として働くことが知られている. 即ち,

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\beta}(\frac{\phi}{f_{1}f_{2}\cdots f_{n}}dx,)=\sum_{|a|\leq m}r_{a}\frac{\partial^{a}\phi}{\partial x^{\triangleright},},(\beta)$

なる偏微分作用素
$\mathrm{t}_{-r^{\mathrm{Y}}}’=\sum_{|a|\leq m}r$

,。
$\frac{\partial^{a}}{\partial x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{l}’}$ が存在する.
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代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F}$ の線形汎函数としてのこのような作用の仕方を求めるこ
とは., 代数的局所コホモロジー $\tau_{F}$ の点 $\beta$ におけるローラン展開を求めることと同値であ
る. より正確に述べると.\acute つぎのように言うことができる.

主張 代数的局所コホモロジー類 $\mathcal{T}\rho$ の線形汎函数としての作用の仕方を求めることは
$\beta=(\beta_{1:}\beta_{2,}.\ldots.\beta_{n})\in U$ に対し

$W=U$. $W_{j}=\{x, \in W|x_{j},-\beta_{j}\neq 0\}’.j=1_{j}.2_{\mathrm{J}}.\ldots n:$.

とおいたとき.\acute 開集合対 $(W_{;} W-\{\beta\})$ に対する標準的相対被覆 $\{W_{1,}.W_{2,}\ldots.., W_{n\prime}.W\}$ mod
$\{W_{1}., W_{2,\prime}.\ldots.W_{n}\}\text{による相対}C,\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{h}$コホモロジー群の要素としての代数的局所コホモロジー
$\tau_{F}$ の表現を求めることと同値である.

代数的局所コホモロジー $\tau r$ 自体は., もともとは.\acute $U$ および $U_{\mathrm{j}}=\{x\in U|f_{*}.(x)\neq 0\}_{:}i=$

$1_{:}2.n’\ldots$: なる開集合をもちいた相対 $0\mathrm{e}\mathrm{t}^{\backslash }.\mathrm{h}$ cohomology の元として与えられていた. それ
に対し: 留数値の計算では: これとは具なる被覆による表現を求めることが必要とされて
いることになる. Grot hendieek local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}i\mathrm{d}\tau\iota \mathrm{e}\mathrm{s}$の計算が困難な理由は: 正にここにある.
この節では簡単のため $f\iota\cdot,$ $f_{2:\cdots:}f_{n}$ の共通零点は–点のみからなるとして留数計算につ

いて考えていたが、実際にはたくさんの共通零点をもつような–般的な場合に対して留数
計算を行う必要がある. 一体どのようにすれば: 各共通零点において.\acute 標準的被覆に対す
る相対 416ech コホモロジーとしての表現をもとめる事ができるのであろうか ?

3 多変数留数計算アルゴリズム
冒頭にも述べたが.\acute 2003年に多変数置数を計算するアルゴリズムを導出した. このアル

ゴリズムは.\acute 有理数係数の多項式の組で定義されるような $C_{\mathrm{J}}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}:\mathrm{k}$ local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}\tau\iota \mathrm{e}\mathrm{s}$ の

値を exact に求めるものである. グレブナ基底の計算と零次元イデアルの準素イデアル分
解を行うことができる数式処理システムであれば, 基本的には実装可能であるように作ら
れている. この節では., この多変数留学計算アルゴリズムについて説明する. アルゴリズ
ムへの入力や内部で行われる計算の大まかな流れ、出力等について述べる.
有理数全体のなす集合 $\mathbb{Q}$ が定める体を $K$ で表す. 変数 $x,$ $=(x_{1:}x_{2,\prime}.\ldots.x_{n},)$ を不定元と

する有理数係数多項式全体のなす環 $K[x_{\iota\prime}\ldots. : x_{n},]$ を $h’[x,]$ で表す.
$n$ 個の多項式の組 $fi\cdot,$ $\cdots’.f_{\mathrm{n}}\in K[x,]$ と多項式 $\varphi\in K[x,]$ が与えられたとする. ここで

$f_{1,\cdot\cdot:}..f_{n}$ は complele $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l},\mathrm{e}\mathrm{r}\sec\downarrow \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ であり, $x=\sigma$ におけるこれらの共通零点集合 $7_{\text{ノ}}$ は

有限個の点からなるという条件を満たすものとする. 多変数留数計算アルゴリズムへの入
カデータとして., これらの多項式の組 $F=\{f_{i}., f_{2}., \cdots.\prime f_{\mathfrak{n}}\}$ と $\varphi$ を渡す. それに対し、多変
数留数計算アルゴリズムは、共通零点 $\beta\in 7_{J}$ における Grothendierk local $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathrm{l}1}\mathrm{e}$

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\beta}(\frac{}\varphi}{f_{1}f_{2}\cdots \text{ム}dx,)$

の値を計算することになる.
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話を先に進める前に.\acute ここで入カデータの数学的意味を正確に述べておく. まず i $f_{1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\prime}}\ldots$. $.f_{n}$

が多項式環 $K[x,]$ において生成するイデアル ( $f].,$
$\cdots.,$

$f_{n}\rangle$ を $T$ とおき.\acute イデアル $T$ の

根基を鞭で表す. イデアル $\sqrt{T}\subset h’[x,]$ の $X=\emptyset$ における零点集合 $V(\sqrt{T})$ は
$7_{J}=\{x, \in X|f(x,)=0^{\forall}.,f\in T\}$ と –致する. この零次元多様体 $7_{J}$ に台をもつ代数的局所
コホモロジーを次で定義する.

$H_{[\eta}^{n},$ $(h’[x,])=_{\iota_{\mathrm{i}arrow\infty}^{\mathrm{J}\dot{\mathrm{t}}\mathrm{m}}}F_{\text{ノ}}xt_{\kappa[r]}^{n},.(K[x,]/\sqrt{T}^{k}:K[x,])$ .

次の自然な写像
$F_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}x,l_{K[g;]}^{n},(h’[x,]/;., \kappa[x])arrow H_{[r,]}^{n}(h’[x,])$

による Grol hendieck symbol

1
$[f_{1}\ldots \text{ム}]\in F,x,l_{K[s:]}^{n},(h’[x]/T.K[\prime x,])$

の像を $\tau_{F}\in H\text{尚}$ $(K[x])$ で表す. 以上の記号を用いると; 多変数留数計算アルゴリズムに
入力するデータは: 代数的局所コホモロジー類 $\tau r\in H\text{尚}$ $(K[x,])$ と多項式 $\varphi\in K[x,]$ を意
味していることになる.D
さて次に., 多変数留数計算アルゴリズムが行う計算についてその概略を述べる.
留数値の計算は $f_{\rceil}.,$ $f_{2\cdots\cdot;},f_{n}$ の共通零点 $\beta\in 7_{J}$ における重複の仕方に大きく依存する.

そのため., $7_{J}$ における重複の仕方に応じた既約分解が必要となる. 多変数留出計算アルゴ
リズムでは.\acute 下山-横山の準素イデアル分解アルゴリズム ([27]) を呼び出し.\acute イデアル $T$ の

$h’[x]$ における心素イデアル分解を求め: その結果を留数計算に利用する. いま、イデアル
$T$ は $\ell$

, 個の相具なる毒素イデアルに分解されるとし.\acute それを $T=T_{\mathrm{t}}\cap T_{2}\cap\cdots\cap T_{\lambda}\cap\cdots\cap T\ell$

とおく. また.\acute 準素イデアル $T_{\lambda}$ に付随する素イデアル $\sqrt{T_{\lambda}}\subset h’[x,]$ を $\mathfrak{p}_{\lambda}$ で表し.\acute $X=U$
における紘の零点集合 $V(\mathfrak{p}_{\lambda})$ を $7_{J\lambda}$ とおく. 明らかに: $7_{J}=7_{J1}\cup 7r2\cup\cdots\cup 7_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$, が成り立
つ. ちなみに.\acute 数式処理システム $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{a}/\mathrm{A}_{81}\mathrm{r}([21])$ に実装された下山-横山の準素イデアル
分解プログラムは., これら準素イデアル $I_{\lambda}$ と付随する素イデアル軌のグレブナ基底の組
$[\mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(T_{\lambda})., \mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(\mathfrak{p}_{\lambda})].,$ $\lambda=1_{:}2.\ell’\ldots$, を戻り値として返す.

$T_{\lambda}=\mathfrak{p}_{\lambda}$ である場合は., $\urcorner \mathrm{Q}$換代数の範囲で留数計算ができる まず, $q_{\lambda}(x)J(x,)=1$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$
$\mathfrak{p}_{\lambda}$

なる $q$} $(x)$ と $\varphi(x,)$ の積をとり, あらかじめ (入力時に) 指定されてある項順序 $\succ$ による
$q_{\lambda}(x,)\varphi(x,)$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$

$\mathfrak{p}_{\lambda}$ での Normal Form $\mathrm{N}\mathrm{F}_{\succ}(q_{\lambda}(x,)\varphi(x,)_{;}\mathfrak{p}x)$ を使って

$\mathrm{r}_{\lambda}(x,)=\mathrm{N}\mathrm{F}_{\succ}(qx(x,)\varphi(x,)’.\mathfrak{p}_{\lambda})$

とおく.

$nx( \beta)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{\varphi(x,).d,x,}{f_{1}(x,)\cdot\cdot f_{n}(x)},)_{:}$ $\beta\in 7_{J\lambda}$

が成り立つ. さて.\acute 代数的局所コホモロジー類 $r_{F}$ は $7r\lambda$ に台を持つ代数的局所コホモロ
ジー類を用いることで., つぎの形に–意的に分解できる.

$\tau_{F}=\tau_{\mathrm{F}.1}+\cdots+\tau_{F.\lambda}+\cdots+\tau_{\mathrm{F}l}$.
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但しここで.\acute 各 $\tau_{\mathrm{F}_{1}\lambda}$ は $\tau_{F,\lambda}\in H_{[7_{\lambda}]}^{1}’,(K[x])$ なる代数的局所コホモロジー類を表す. 以降., こ
の直和分解を利用し.\acute $T_{\lambda}\neq \mathfrak{p}_{\lambda}$ であるような $7_{\text{ノ}\lambda}$ 毎に: 計算を行うことになる.

注意 代数的局所コホモロジー類 $\tau r,\lambda$ を具体的に構成し求めてから以下の計算を行うので
はないことを注意しておく. まず.\acute $\tau_{F_{\tau}\lambda}$ を特徴つけるようなホロノミー $\mathrm{D}$ 加群 (線形偏微
分方程式系) を構成しそのホロノミー $\mathrm{D}$ 加群を用いることで.\acute (理論的に存在が保障されて
いる) 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{\mathrm{F}.\lambda}$ の線形汎函数としての作用の仕方が具体的に分かる
ような表現を求め.\acute 留数計算に用いる訳である.

これより.\acute 多変数忌数計算アルゴリズムの中核を成す部分の説明にはいる. 中核部分は
以下の 4つのステップからなる.

$\bullet$ 準素イデアル $T_{\lambda}$ に付随する Noelher operaiors の構成 ([40., 48]). 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}$ (又は $\tau_{F}$ ) が満たすホロノミー D-加群の構成 ([42])

$\bullet$ ホロノミー D-下群に対する Noel her operator の構成 $([39]_{;}[43])$

$\bullet$ 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}$ の Noet her operat.or表示の計算

これらは何れも.\acute 代数解析の理論に基づいて導出したアルゴリズムである. 最初のステッ
プでは.\acute 準素イデアル $T_{\lambda}$ の重複度を記述するような Noet her operat,or と呼ばれる偏微分
作用素を構成する. $\mathrm{D}$ 加斗を用いた理論的な説明に関しては [ $371r$. 構成アルゴリズムにつ
いては [40]., [48] を参照されたい. ここでの計算結果は 3番目のステップで利用される.
次のステップでは i 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}$ (または $\tau r$ ) をその解として持つ
ようなホロノミー $\mathrm{D}$ 加温 (線形偏微分方程式系) $Mr,\lambda$ (または $M_{F}$ ) を構成する. このア
ルゴリズムは $7r\lambda$ (または $7_{J}$) が零次元であることを利用して得たものであり, 大阿久-高
山 [22] あるいは U. Walther [52] によるものとはかなり具なる、アルゴリズムの導出には
Grothendieck $\mathrm{d}\iota \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\dagger \mathrm{y}$ が重要な役割を果たしている. 偏微分作用素としての階数が低い方
から annihilators を逐次構成していくという方法を取っている. [42] に説明がある.

代数解析の方法を使って.\acute 古典的な Noether operators の概念をホロノミー系に拡張した
([381). 3番目のステップでは.\acute [39]; [43] に与えた結果を用いて., ホロノミー $\mathrm{D}$ 加群 $M_{F.\lambda}$ に

付随する Noei her operator の構成を行う. 既に構成済みの $T_{\lambda}$ に対する Noel.her operat ors
を利用することで、計算効率を高めてある. ここで.\acute ホロノミー $\Gamma$) 晶群 $M_{F}$ を利用して
$M_{F_{1}\lambda}$ に付随する Noether operator の構成を行うことも可能である. いずれの方法を用い
ればより効率的な計算が可能になるかという問題は.\acute 入力データのサイズや数学的構造の
複雑さにおおきく依存するようなので–概にどちらが優れているかを論じることは出来そ
うもない. 実際のアルゴリズムでは.\acute 2番目のステップと 3番目のステップは交互に平行
して逐次計算させることで., 計算の負担を減じてある、 2番目と 3番目のステップを別々
に行うと、 2番目のステップの終了判定を別途行う必要が出てくるが、両者を交互に平行
させることで、ホロノミー $\mathrm{D}$加群の構成の終了判定も容易になる.

4番目のステップで., 代数的局所コホモロジー類 $\tau r.\lambda$ の Noether operator 表示を求め
る. この概念は 1999年頃に [45] において導入したもので.l [47] には計算法を載せてある.
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いま ., Noei her operalor を $T_{F.\lambda}$ とおく. この偏微分作用素 T島を用いると.\acute 代数的局所コ
ホモロジー類 $r_{F_{1}\lambda}$ は $7_{\lambda}$, に台をもつデルタ函数 $\oint_{7r}\lambda$ の偏微分として $\tau_{F,\lambda}=T_{\Gamma_{\tau}\lambda}\delta_{7_{\lambda}}$, の形で
表すことが出来る. 次に説明するように.\acute 留数計算では $T_{\mathit{7},\lambda}$ の形式随伴作用素を用いるの
で., 実際には $\tau_{r_{:}\lambda}$ の形式随伴作用素を構成する. 以上で.\acute 多変数留数計算アルゴリズムの
中核部分の説明を終える.

アルゴリズムの出力について述べる前に.\acute 留数計算について説明しよう. いま: $\tau_{\mathrm{F}_{1}\lambda}=$

$T_{F,\lambda}\delta r_{\lambda}$, なる偏微分作用素 $T_{F,\lambda}$ が構成済みであるとしよう. T玲を用いると., 各点 $\beta\in 7r\lambda$

における代数的局所コホモロジー類 $rr.\lambda$ のローラン展開が直ちに求まる. 従って原理的に
はこの段階で既に留数計算が可能となっている. 実際の留数計算は $T_{F.\lambda}$ の形式随伴作用
素を $T_{F,\lambda}^{i}$ を用いることで次のように行う.

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\beta}(,\frac{\varphi(x,).dx,}{f_{1}(x)\cdot\cdot f_{n}(x)})$ $=$ . $\mathrm{e}\mathrm{s}\rho([,\frac{\varphi(x,).d,x,}{f_{\mathrm{t}}(x)\cdot\cdot f_{n}(x)},])$

$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\varphi(x,)r_{F_{\mathrm{t}}\lambda}d,x,)$

$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\varphi(x)(T_{F_{\mathrm{I}}\lambda}\delta_{7_{\lambda}},)d,x,)$

$=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\beta}((T_{r,x}^{*}\varphi)(x,)_{\mathrm{t}}\mathrm{f}_{7_{\lambda}}dx)’$
”

$=$ $(T_{r,\lambda}^{*}\varphi)(\beta)$

つまり, 形式随伴作用馬 T払を用いると代数的局所コホモロジー類 $\tau r,\lambda\in H_{[?_{\lambda}1}^{\mathfrak{n}},(K[x,])$ の

線形汎関数としての作用が具体的に表現できるので.\acute 留数値の計算が実行できる訳である.
最後に多変数画数計算アルゴリズムの出力について説明する. $7_{\text{ノ}\lambda}$ を表現する手段とし

て、 $7_{\text{ノ}\lambda}$ の定義イデアルである $\mathfrak{p}_{\lambda}$ のグレブナ基底を用いる、この項順序 $\succ$ は入力データを
与える際にあらかじめ指定しておく. $7_{J\lambda}$ の主点 $\beta$ における留数値は、有理数係数多項式
を用いて表現する. つまり.\acute 多変数留数計算アルゴリズムの出力は、多項式 $r_{\lambda}(x,)$ とグレ
ブナ基底 $\mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(\mathfrak{p}_{\lambda})$ を基本の pair とする $\ell$ 個の組

$[r_{1}(x,),\mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(\mathfrak{p}_{1})]’.[\mathrm{r}2(x,),\mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(\mathfrak{p}_{2})]_{:}\ldots’.[r_{l}(x,)’.\mathrm{g}\mathrm{r}_{\succ}(\mathfrak{p}’.)]$

で与えられる. ここで.c 多項式 $r_{\lambda}(x,)$ は., Tち\mbox{\boldmath $\varphi$}(x) のイデアル紘を法とした (項順序 $\succ$ に

関する) Normal Form
$r_{\lambda}(x,)=\mathrm{N}\mathrm{F}_{\succ}(T_{F,\lambda}^{l}\varphi(\mathrm{J}i)., \mathfrak{p})$

である. つまり.\acute $r\lambda(x)$ は $K[x,]/\mathfrak{p}_{\lambda}$ の項順序 $\succ$ に対する標準基底単項式の $K$ 係数線形結
合で表されるような多項式であり次の関係

$r\lambda(x,)=T_{F,\lambda}^{*}\varphi(x)$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}$
$\mathfrak{p}$

を満たすものである. 求める留数値は: 多変数留数計算アルゴリズムの出力である多項式
$\mathrm{r}\lambda(x,)$ により

$f \lambda(\beta)=\mathrm{r}e.\hslash\rho\{\frac{\varphi(x,).d_{X,}}{f_{\mathrm{t}}(x,)\cdot\cdot f_{\mathrm{n}}(x,)}.)’$ . $\beta\in 7_{J\lambda}$

50



と表現される. 多項式 $\mathrm{r}\lambda(x)$ はん [x] に属する有理数係数の多項式であることに注意され
たい.

説明の都合上. Noet hpr opprat or Tちを構成した後に $rx(x,)$ を求めとしたが.\acute 実際には

T海の構成を行わない. $T_{F_{1}\lambda}^{*}$ の構成を経由せず.\acute ホロノミー $\mathrm{D}$加群の Noether operator か
ら直接 $r_{\lambda}(x,)$ を構成するようにしてある. これにより計算効率をよくしてある. 以上で., 多
変数留数計算アルゴリズムの説明とする.

計算機代数の概念のひとつに shape基底の概念がある ([3]). イデアル $T_{\lambda}$ が shape基底
をもつことが予め分かっているような場合は., ホロノミー $\mathrm{D}$ 加算 $M_{F.\lambda}$ の構成や Noei her
operator $T_{F,\lambda}$ の計算を効率化を図ることができる ([44]). 零次元イデアルは.\acute 多くの場合
shape 基底を持つことが知られているので.\acute この周辺のアルゴリズムの改良開発をする
ことは、利用者の立場から考えて重要であると思う. 今後の課題としたい.

4 ホロノミー $\mathrm{D}$加群

前の節で紹介した多変数乱数計算アルゴリズムで最も重要な働きをしているのは, 代数
的局所コホモロジーに付随したホロノミー $\mathrm{D}$ 晶群である. この節ではこのホロノミー $\mathrm{D}$

加群に関する基本的な事項について述べた後.c ホロノミー $\mathrm{D}$加群が多変数留数計算アルゴ
リズムの中でどのように用いられているかについて説明する. 具体的な内容にはいる前に
ホロノミー $\mathrm{D}$ 加西の概念が導入された経緯について少し触れておきたい.
佐藤幹夫先生は., 1960年に東京大学数学教室の談話会において線形偏微分方程式系のホ
モロジー代数的な扱いに関する講演を行われた. そこでは、偏微分方程式系を偏微分作用
素全体がなす非可換環上の加群として捉えるという考え方や偏微分方程式系の解を $Hom$

や $F_{J}x,t$, 等のホモロジー代数の概念を用いて表現することが可能であること等が述べられ
今日の D加群の理論の基本的枠組みが与えられた. これにより., 線形偏微分方程式系その
ものが: 数学の対象として $|\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}$ に扱えるようになった. その後.\acute 柏原正樹の修士論文
(1970年 12月) において 5特性多様体の概念.\acute 高来訓読を用いた Cauchy 問題の–般的定式
化と Cauchy 問題に関する柏原の定理、導来圏の理論を用いた超函数解の研究等がなされ
$\mathrm{D}$ 加群の理論の基礎付けが与えられた. さらに佐藤・河合・柏原による超局所解析学の展
開と相まって, 代数餌壷学が築き上げられた.

般に.\acute 複素多様体 $X$ 上の $l)_{\chi}$ 加群 $M$ に対し.\acute $X$ の余接バンドル $T^{*}X$ 内の variet.$\mathrm{y}$ とし

て., $M$ の特性多様体 Ch $(M)$ を定義することができる. $T^{*}X$ は自然に $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{p}le.c,\uparrow|\mathfrak{c}.\mathrm{s}\mathrm{t}.\mathfrak{n}\iota \mathrm{r}\mathrm{t}.\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{e}$

を持つが, $\mathrm{C}\mathrm{h}(M)$ はその symplectic structure に関し involutive となるので、$\dim \mathrm{C}_{l}\mathrm{h}(M)\geq$

$\dim X$ が成り立つ. $D\chi$ 加群 $M$ の特性多様体 Ch $(M)$ の次元が $\mathrm{d}i\mathrm{m}$ Ch $(M)=\mathrm{d}\dot{\iota}\mathrm{m}X$ と

なるような場合.\acute $M$ をホロノミー $D\chi$ 加群という. この条件を偏微分方程式の言葉で言
い換えれば.\acute 未知函数が満たすべき微分方程式が十分たくさんあるということを意味する.
ホロノミー $\mathrm{D}$加群の最も基本的な特徴として., その解空間の有限次元性があげられる. 佐
藤幹夫先生がホロノミー $\mathrm{D}$ 加群の概念を導入された背景には.\acute たとえば–変数特殊函数を
理解し様々な計算をおこなう際にその特殊函数の満たす常微分方程式を考えることが極め
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て有効であるのと同様に.\acute ホロノミー $\mathrm{D}$ 加群を用いることが.\acute 対象とする函数や現象を記
述したり解析する上で実り多い成果を生むであろう., このような期待や意図があったとさ
れている. 柏原正樹先生の著書 [14] の中では.\acute つぎのように述べられている.

「佐藤先生のもともとの考えには.\acute Cauchy の積分定理がその理論的な美しさ・重要性
だけでな $\langle$ ., Cauchy の留数公式として多くの定積分の具体的計算を可能にしたと同様に.,

$\mathrm{D}$ 加群 (特にホロノミー系の理論) が具体的な計算に役立っだろうという期待があったよ
うに思われる」

さて.\acute 多変数留数計算アルゴリズムの中では.\acute まさにこのホロノミー $\mathrm{D}$加群が留数計算
を行うにあたり中心的な役割を果たしている. 以下, ホロノミー $\mathrm{D}$ 加群がどの様に用いら
れているのかについて、述べたいと思う.

有理数係数多項式を係数とする線形偏微分作用素全体のなす環 $K$ [$x.$, 立] を $D\chi$ で表す.
D、は自然なやり方で、代数的局所コホモロジー $H_{[7_{\lambda}]}^{n},(h’[x,])$ からそれ自身へ作用する:

$D_{\mathrm{X}}\cross H_{[7_{\lambda}]}^{n_{J}}(\kappa[x])arrow H_{[7_{\lambda}]}^{n_{J}}(K[x,])$.
即ち, 代数的局所コホモロジー H気 l(\mbox{\boldmath $\kappa$}[x\acute ]) は $D\chi$ 加群の構造を持つ.

いま.\acute 代数的局所コホモロジー類 $\tau r.\lambda\in H_{[7_{\lambda}]}^{n},(h’[x,])$ の $D\chi$ における annihilator イデ
アルを $Anno_{\mathrm{X}}(\tau_{F.\lambda})$ と置く :

$An,no_{\mathrm{X}}(\tau r,x)=\{P\in D_{\gamma}|P\tau_{F,\lambda}=0\}$ .

さらに.\acute 左 $D\chi$ 加群 $Mr_{7}\lambda$ を $M_{F.\lambda}=D\chi/Anno_{\mathrm{X}}(\tau_{\mathrm{F},\lambda})$ で定める. この $D\chi$ 加群 $M_{\tau_{\lambda}}$ は $7r\lambda$

に台を持つホロノミー $\Gamma$) 加群であり.\acute 各点 $\beta\in 7r\lambda$ において単純となる. 従って.\acute ホロノミー
$\mathrm{D}$加群 $M_{F,\lambda}$ の代数的局所コホモロジー解のなすベクトル空間 $Hom,r$) $\chi(M_{F.\lambda;}H_{[7_{l\rangle}]}^{n}(T\mathrm{f}[x,]))$

の次元を考えると.\acute

$\mathrm{d}i\mathrm{m}\kappa Hom_{\Gamma)_{\mathrm{X}}}(M_{F,\lambda}., H_{[7_{\lambda}]}^{n_{J}}(K[x,]))=\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{m}\kappa(h’[x,]/\mathfrak{p}_{\lambda})$

となる. これは零点集合 $7_{\lambda}$
」 の相具なる点の個数と等しい.

さて., 正規列 $F=\{f_{\rceil}., \cdots., f_{n}\}$ のヤコビ行列式 $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{l}(:\frac{\partial(f_{1,\prime}f_{n})}{\partial(x_{\mathrm{I},\prime}\prime x_{n},)}::::)$ を $J_{\mathrm{F}}(x)$ で表し

$d_{\lambda},=\dim_{K}(h’[x]/T_{\lambda})/\dim\kappa(K[x,]/\mathfrak{p}_{\lambda})$

とおく. $7_{J\lambda}$ に台を持つ delta 関数を $\delta_{7_{J)}}\in H_{[\mathit{7}_{\lambda}]}^{n},(K[x,])$ で表す.
ホロノミー f)加群 $Mr,\lambda$ の代数的局所コホモロジー解のなすベクトル空間の次元は.\acute 台

$7_{\text{ノ}\lambda}$ の相異なる点の個数と等しいので i $7_{J\lambda}$ の各点毎に 1次元分の条件を課すことで.\acute 代数
的局所コホモロジー類 $\tau_{\mathrm{F},\lambda}$ を完全に特徴付けることができる. 実際、次が成立する.

定理 $\sigma$ は $7_{J\lambda}$ に台を持つ代数的局所コホモロジー類であるとする. この代数的局所コホ
モロジー類 $\sigma\in H_{[7_{\lambda}]}^{\mathfrak{n}},(h’[x])$ はホロノミックな偏微分方程式系 $P\sigma=0.,$ $\forall\rho\in Anno_{\mathrm{X}}\langle\tau r_{\mathrm{t}}\mathrm{x})$

を満たし.\acute 更に条件 $Jr\sigma=d_{\lambda},\delta_{7_{\lambda}}$, を満たすとする. この時; $\sigma=\tau_{\Gamma.\lambda}$ が成立する.
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先程と同様に.\acute 代数的局所コホモロジー類 $\tau r\in H\text{而}$ $(K[x])$ の annihilat or イデアルを
$An,n_{D\chi},(\tau_{F}.)$ と置く :

$An.n_{D\chi}.(\tau_{F})=\{P\in D_{X}|P\tau r=0\}$ .

対応する左 $D\chi$ 加群 $M_{F}$ を $M_{\mathit{7}}=\mathit{0}_{x}/Annr_{\chi}’(\tau r)$ で定めるとこの $D_{Y}$ 加群 $M_{\tau_{\mathrm{F}}}$ は $7_{J}$

に台を持つホロノミー $\mathrm{D}$ 加群であり, 各点 $\beta\in 7$) において単純となる.
いま.\acute $P\in Ann_{D\chi}(\tau r)$ とする.

$P(\tau_{F})=P(\tau_{F.1})+\cdot$ . . $+P(\tau r.\lambda)+\cdot.$ . $+P(\tau_{F.t})=0$

が成り立つが.\acute 一般に偏微分作用素は local operator であることから.\acute 各 $\tau_{\mathrm{F}.\lambda}$ は

Sllpp $(P(\tau_{\mathrm{F},\lambda}))\subset \mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{p}(\tau_{\mathrm{F},\lambda})$

をみたす. 従って., $P(\tau_{\mathrm{F}.\lambda})=0$ が満たされる. この事から次が導かれる.

定理 代数的局所コホモロジー類 $\sigma\in H_{[7_{\lambda}]}^{n},(h’[x])$ はホロノミックな偏微分方程式系
$P\sigma=0_{J}.\forall_{P}\in Ann,ry_{\chi}(\tau_{\mathrm{F}})$ と条件 $Jr\sigma=d_{\rangle},\delta_{\hslash_{\lambda}}$ を満たすとする. この時.\acute $\sigma=\tau_{\mathrm{F}.\lambda}$

が成立する.

いずれにしても: ホロノミー $\mathrm{D}$ 加群を用いることで: $\tau r$ の直和因子 $rr.\lambda$ を完全に特徴
付けることができることになる.
話を先に進める前に.\hslash ここで–変数の簡単な例を与えておく.

例 -変数多項式 $.q(x,)=x^{2}-2x,$ $-1$ に対し $7_{J}=\{x\in \mathbb{C}|.q(x)=0\}$ とおき, $7_{d}$ に台を持

つ代数的局所コホモロジー $\tau$ を $\tau=[\frac{1}{f\mathrm{t}^{g}:)}]\in H\text{品}$ $(K(x,))$ で定める. ただし $f(x,)=.q(x)^{2}$

とした. -変数の場合. 局所コホモロジーを考えることは函数の正則部分は零と見倣しそ
の特異性のみに注目することに対応するので.\acute 代数的局所コホモロジー類 $\tau$ は.\acute 実質的に
は: 有理関数 $\frac{\rceil}{f\langle x)}$ の極 $\alpha=1-\sqrt{2}:\beta=1+$西におけるローラン展開の主要部を意味す
ることになる.

いま; 微分作用素 $P$ を $P=.q(x,) \frac{d}{d,x,}’+2.q’(x,)$ で定める. $\text{有理関数}.\frac{1}{.q(x)^{2}},p;P(.\frac{1}{.q(x)^{2}},)=0$

を満たすことから.2 $P(\tau)=0$ が従う. 有理数係数の多項式を係数として持つような常微分
作用素全体からなる常微分作用素環 $\kappa_{1^{x}\prime^{\frac{d}{dx}]}}$. を $D_{\mathrm{X}}$ で表す. 次が成り立つ ([19]).

$Annrj_{\mathrm{X}}(\tau)=D_{\mathrm{X}}P+D\kappa g(x,)^{2}$ .

$$ こ鷲 $.q(x,)^{2}\in Ann’(\tau)$ となること 3三有理関数 $. \frac{1}{.q(x,)^{2}}l^{\mathrm{i}}2$点 $a..\beta$, にお V゛て高々 2位

の極を持つことに相当する. この微分方程式系は., 代数的局所コホモロジー類 $\tau$ を完全に

特徴付けていることになる. この事を確かめるために: 微分方程式を利用することで., $\tau$ の

$x,$ $=\alpha$ での表現を具体的に求めてみよう. まず., 未知係数 $a.b$, を用いて

$\tau=[\frac{a}{(x-\alpha)^{2}}]+[\frac{b}{x-\alpha}]$
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とおく. 微分方程式 $P(\tau)=0$ を解くことで.\acute $a=\sqrt{2}b$ を得る. $f’(x,)=2.q(x).q’(x,)$ を $\tau$ に

掛けたものが ( $x,$ $=\alpha$ において) $[. \frac{2}{x-\alpha}]$ に等しいことから $a= \frac{1}{\hslash}$ が求まり,

$\tau=\frac{1}{8}[]+\frac{\sqrt{2}}{16}[\frac{1}{x,-\alpha}]\overline{(x,-\alpha)^{2}}$

を得る. 微分作用素は local operal,or なので.\acute 微分方程式の解となる代数的局所コホモロ
ジー類を局所的にも完全に特徴付けているのである.

例 $f(x,)=x”(x-1)^{2}$ とおき ., 2点 $7_{J}=\{0., 1\}$ に台を持つような代数的局所コホモロジー

類 $\tau=[\frac{1}{f(x,)}]$ を考える. 此れに対し., 微分作用素 $P$ を $P=x(x-1) \frac{d}{dx,}+3(x, -])+2x$,

で定みると $P( \frac{1}{f(x,)})=0$ が成り立つので.\acute 代数的局所コホモロジー類 $\tau$ は微分方程

式 $P(r)=0$ を\aleph たすことが直ち $\mathfrak{l}_{\vee}^{}$分かる. 更に $An,n_{D\chi}(\tau)=D_{\mathrm{X}}P+D_{\mathrm{X}}f(x,)$ を

得る. ここで.\acute 代数的局所コホモロジー $\tau$ の直和分解を取り $\tau=\tau_{0}+\eta$ とおく. た

だし; 恥 $\in H_{0}^{1}(K(x,))_{;}\tau_{1}\in H_{\rceil}^{1}(K(x))$ であるとする. $P$ が常微分作用素であること
から $\mathrm{S}1\iota \mathrm{p}\mathrm{p}(P(\tau 0))\subset \mathrm{s}\tau \mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{p}(\tau_{0}).,$ $\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{p}(P(\tau_{1}))\subset \mathrm{s}\tau \mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{p}(\tau_{1})$ が従うが.\acute $P(\tau)=0$ なので
$P(\tau_{0})=0.,$ $P(\tau_{1})=0$ が成り立つ. 先程の例と同様に

$\tau_{0}=[\frac{a_{0}}{x^{\mathrm{q}},}.]+[\frac{\mathrm{h}}{x^{2},}+[\frac{r_{4}}{x,}]’.\tau_{\rceil}=[\frac{a_{1}}{(x,-])^{2}}]+[\frac{b_{1}}{x,-]}]$

とおき.\acute 微分方程式 $P(\tau_{0})=0.,$ $P(\tau_{\rceil})=0$ を解けば.\acute 未知係数 $a_{0:}b_{0;}r\mathrm{o}$ および $a\iota\cdot,$
$b\iota$ の比

がそれぞれ–意的に定まる. さらに $f’(x,)$ を利用すれば初項 $a_{0}.,$ $a_{\mathrm{t}}$ が定まり

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=[\frac{1}{X,:\dagger}]+[\frac{2}{x^{2}},]+|\frac{3}{l,}1.’\tau_{1}=[\frac{1}{(x,-])^{2}}]+[\frac{-3}{x,-]}]$

を得る. ここで有理関数 $\frac{\mathrm{I}}{X^{-1},}.+\frac{2}{x^{2}},+\frac{3}{x}$

,
および $\frac{1}{(x,-1)^{2}}-,\frac{3}{x-1}$ 自体は

$P( \frac{1}{x^{\mathrm{q}},}.+\frac{2}{x^{2}}+\frac{3}{x})=12.\prime P(\frac{1}{(x,-])^{2}}+\frac{-3}{x,-\rceil})=-12$

となり微分方程式を満たさないことに注意しよう. 代数的局所コホモロジー: 即ち有理関
数の特異性のみに注目することで.\acute 数学的取り扱いが容易になり.- その特具性の解析に微
分方程式を利用できるようになっている.

さて j 多変数留数計算アルゴリズムでは.\acute 上記の定理をもとに計算アルゴリズムを導出
している.、これから.\acute 何故., これらの定理の結果を用いると留数計算が可能になるのかに
ついて述べる.
多変数留数を扱う問題では、問題となる留数は多項式を用いて

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(\frac{}\varphi}{f_{1}f_{2}\cdots \text{ム}d,x,)$
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なる形で与えられることが多い. これは.\acute 開集合

$U=X_{:}U_{j}=\{x\in X|f_{\mathrm{j}}(x)\neq 0\},\cdot j=1.,$ $2..n’\ldots$,

による開集合対 (X., $X-Z$) に対する相対被覆で定められる相対 Cech コホモロジーを用
いて留数を考えることになる. しかし.\acute この留数の表現の仕方はいわば大域的な表現のみ
を用いて $\beta\in 7$, における局所的虚数を考えることに相当する. この表現式から留数値を
直接求めることは: 点 $\beta\in 7_{J}$ における重複度が 2以上の場合は (少なくとも現在に至るま
で) 不可能である. 通常の可換代数の問題で.\acute 多項式を用いて大域的に定義されているよ
うな対象から局所的な情報を得る必要がある場合は., 係数環の拡大等を行い問題を局所化
するということが行われる. この可換代数の考え方で多変数留数の値を求めるアルゴリズ
ムを構成することも困難に思える.
これに対し., 本研究では係数環を可換環である多項式環 $K[x]$ から非可換環である偏微

分作用素環 $D\chi$ に拡大することで.\acute この局所化の問題を解決している. 偏微分作用素自体
は多項式係数の偏微分作用素を考えているので大域的に定義されるものである. しかし
一般に線形偏微分作用素は local operator なので.\acute 与えられた代数的局所コホモロジー類
$\tau_{F}$ に対し、$\tau_{F}$ の満たすホロノミー $\mathrm{D}$ 加群を用いると代数的局所コホモロジー類 $r_{F}$ を局
所的にも完全に統制することが出来るようになる. 此のことを用いると, 元々は, 相対 (,ech

コホモロジー類として与えられていた $\tau r$ を, 留数計算に適した形に表現し直すことが出
来るようになる. Grothendieck local residues を線形汎函数と捉えると: 汎函数としては偏
微分作用素として作用する訳だから.\acute 代数的局所コホモロジー類を偏微分作用素を用いて
表すことで.\acute 留数値をアルゴリズミックに求めることが可能になった訳である. ここでそ
の作用を記述するのに用いられる偏微分作用素は $F=\{f_{\rceil}., f_{2,\prime}\ldots..f_{n}\}$ の定める零次元イ
デアルの (注目している点 $\beta$ での) 重複度と当然のことであるが深く関係している. 多変
数留数計算に Noei her operators が用いられるのは., このことによる. Noet her operat ors
に関して説明を与えるのはそれほど簡単ではないので、ここでは–変数の場合の具体例を
あげることでその有効性を示すにとどめて置く.

例 –変数多項式 $g(x,)=x^{\mathrm{q}},-x-1$ に対し $7_{J}=\{x, \in \mathbb{C}|.q(x,)=0\}$ とおき.\acute $7_{J}$ に台を持

つ代数的局所コホモロジー類 $\tau=[.\frac{1}{(q(x,)^{\mathrm{B}}}]$ を考える. $P=.q(x,) \frac{d}{dx,}+3.q’(x)$ とおくと.,

AnnrJ $\chi(\tau)=l)_{\mathrm{X}}P+\tau\rangle_{\chi q(x,)^{\mathrm{q}}}.\cdot$

が成り立つ. $7_{J}$ に台をもつデルタ函数 $\delta_{7_{l}}$ を $\delta_{7},$ $=1 \frac{..q’(x,)}{q(x,)}$] で定める. 代数的局所コホモロ

ジー類 $\tau$ は 2階の微分作用素 $T\in D\chi$ を用いて $\tau=T\delta_{7_{J}}$ と表すことが出来る. このよう
な表示を $\tau$ の Noether operator 表示ということにする Noether operator $T$ をつぎのよ
うに表す.

$T=(- \frac{d}{dx,})^{2}l_{\mathrm{O}},(x,)+(-\frac{d}{dx,},)l_{1}(x,)’+l_{0}(x,)$

微分方程式 $P\tau=0$ より、 $PT\in Ann_{D\chi}(\delta_{7_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}})$ を得るが $Ann_{T)_{\mathrm{X}}}(\delta_{7_{\ell}})=Dx.q(x,)$ である

ことから.\acute $l_{0},(x,).,$ $l_{\rceil}(x,).,$ $l_{2},(x,)$ の間に成り立つ関係式を得る. また.\acute $.q(x)^{2}.q’(x,)\tau=\delta_{7_{J}}$ より、

55



$l_{0},(x)$ は次を満たすことが従う.

$2\{.q’(x,)\}^{\urcorner}l_{0},(x)=1$ mod $g$ .

を得る. これらのことから.\acute

$l_{0},(x,)=(-5x^{2}+3x, +8)/1058’$.
$t_{1}(x,)=(2280x^{2},+486x, -4360)/12167$

$t_{2}(x,)=(155520x^{2},-135300x, -103680)/279841$

を得る. この微分作用素を使うと.\acute $\tau$ は点 $\beta\in 7_{J}$ で

$\tau=[\frac{1}{2}\frac{l_{\{)}(\beta)}{(x,’-\beta)^{;}}]+[\frac{l_{1}(\beta)}{(x,’-\beta)^{2}}]+[’\frac{l_{2}(\beta)}{x,-\beta}]$

と表現できることが直ちにわかる.
いま., $\varphi(x,)\in K[x]$ を分子とする有理関数 $. \frac{\varphi(x,)}{.q(x,)^{\mathrm{q}}}$. が与えられたとする. この有理関数の

点 $\beta$ での留数値は $T$ の形式随伴作用素 $T^{*}=t_{0},(x)( \frac{d,}{d,x,})^{2}+t_{\rceil},(x,)\frac{d}{dx},’,$ $+t_{2}(x,)$ を $\varphi(x,)$ に作
$\text{用させて}\prime$.

$r(x)=T^{r}\varphi(x,)$ mod.q
とおけば

$f( \beta)=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\rho(.\frac{\varphi(x,)}{q(x,)^{\mathrm{q}}}.)’.\beta\in 7_{J}$

で与えられることになる $([17]., [28]e.[45]., [46])$ .
以上をもって.\acute 多変数留数計算アルゴリズムのなかで, ホロノミー $\mathrm{D}$ 加群がどのように

用いられているかについての説明としたい. 多変数の場合は .変数の場合と具なりホロノ
ミー $\mathrm{D}$ 加群を構成するアルゴリズムを必要とする. 本稿では.\acute Noether operator の構成ア
ルゴリズムに関してもホロノミー $\mathrm{D}$ 加群の構成法に関しても触れることができなかった.
これらのアルゴリズムについては.\acute [38] [40]., [42] 等にその概略を与えてある. 興味のある
かたはそちらを参照されたい.

5 おわりに

本稿で説明した多変数留数計算アルゴリズムの考え方を .変数の場合に適用すること
で.\acute 有理関数の留数計算アルゴリズムを導出できる 変数の場合は: 準素イデアルに付
随する NOP\dagger h\epsilon ropPra\dagger Or8の構成やホロノミー D 加群の構成を必要としない. また 代数
的局所コホモロジー類の Noether operator 表示に現れる常微分作用紫を構成することが
比較的容易にできる. さらに., Noether operator の持つ数学的特性に注目することで 留数
値を効率的に計算するアルゴリズムが構成できる. -変数有理式の留数計算に関しては数
種類のアルゴリズムを導いたが: 本稿で紹介した考え方の基づいて導出したアルゴリズム
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は他に比べ圧倒的に計算効率が良いことをここに記しておきたい. -変数留数計算に関し
ては.\acute [17]., $[28]_{:}[45]$ . $[46]$ を参照されたい.
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