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1.序
〆を

$f( \approx)=z+\sum_{n=2}^{\infty}a_{n}z^{n}$

によって正規化された単位円板 $\mathrm{D}=\{z:|z|<1\}$ 上で正則な函数 $f$ の族とする。
!勿を $\mathrm{D}$上で局所単葉な〆の元の集合とする。 $f$,g\in !勿とし、 $\alpha$ を複素数と
する。そのとき Hornich 演算は

$(f \oplus g)(z)=\int^{z}f’(w)g’(w)dw(\alpha\star f)(z)=\int_{0}^{z}f’(w)^{\alpha}dw$

によって定義される。 ただし $(f’)^{a}=\exp(\alpha\log f’)$ の分枝は $(f’)^{\alpha}(\mathrm{O})=1$ とする。
この計算は〆で局所単葉函数の集合 !勿に線形構造を与える。

定藏 1. $f$と $g$を結ぶ線分を

$[f,g]=\{(1-t)\star f\oplus t\star g:0\leq t\leq 1\}$

とする。

$[f,g]$ に対し以下のことが知られている。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}’,$
$\mathscr{C}$ を次のように定義する。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}*=$ $\{f\in \text{〆};{\rm Re}\{\frac{zf’(\approx)}{f(z)}\}>0$ $(\approx\in \mathrm{D})\}$

躍 $= \{f\in d;{\rm Re}\{1+\frac{zf’(z)}{f’(\approx)},\}>0$ $(\approx\in \mathrm{D})\}$

望 $=$ $\{f\in d;g\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*},{\rm Re}\{1+\frac{zf’(z)}{f(z)},’\}>0$ $(z\in \mathrm{D})\}$

定理 1(Cima-Pfaltzgraff,[S]). 凸函数族! は凸である。すなわち $\forall f,g\in!$

に対して $[f,g]\subset\chi$ 。
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定理 2(Y.J.Kim-Merkes,[4]). 近接凸函数族 $\mathscr{C}$ は凸である。すなわち $\forall f,$ $g\in$ 曽

に対して $[f, g]\subset \mathscr{C}$
。

さらに \sim については YCKim,Polinusamy,Sugawa,[l] で以下のことがわかって
いる。

定理 3 ([1]). 星状函数族 $\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ は Hornich演算に関して凸ではない。

予想 1 ([1]). $\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ は Homich 演算による線形構造を入れたとき原点に関して星状
である。

この予想は次の予想と同値である。

予想 2. N:自然数 yPj $>0,$ $\sum_{j=1}^{N}\mu_{j}=2,$ $\zeta_{j}\in\partial \mathrm{D}(j=1, \cdots, N)$ に対し $f(z)$ が

$f(z)= \frac{z}{\Pi_{j=1}^{N}(1-\zeta_{f}\prime z)^{\mu_{\dot{f}}}}$

で与えられたとき $\alpha\in[0,1]$ に対して $\alpha*f\in\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ である。

これについては次の定理が知られている。

定麓 2. $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\alpha)$ を

$| \arg\frac{zf’(\approx)}{f(z)}|\leq\frac{\alpha\pi}{2}$ , $z\in \mathrm{D}$

を満たす fからなる〆の部分族とする。ただし \alpha は正数である。

定理 4 ($\mathrm{Y}.\mathrm{C}$ .Kim,Ponnusamy,Sugawa,[1]). $K$をケーベ函数とする。すなわち

$K(z)= \frac{z}{(1-z)^{2}}$ .

そのとき $\alpha\in[0,1]$ に対して $\alpha*K\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\min\{1,3\alpha\})$
。

主定理. \mbox{\boldmath $\sigma$}想 2の $N=2,\mu_{1}=\mu_{2}$の場合) $\zeta_{1},$ $\zeta_{2}\in\partial \mathrm{D}$ に対し

$f.(z)= \frac{z}{(1-\zeta_{1}\approx)(1-\zeta_{2}z)}$ (予想 2の N=2,\mu 1=\mu 2の場合)

とする。そのとき $\alpha\in[0,1]$ に対して $\alpha*f\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}$
。

2.主定理の証明
$f_{\alpha}(z)=( \alpha*f)(z)=\int^{z}(f’(\zeta))^{a}d\zeta$

とおく。
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$f$を回転することにより次のように仮定して–般性を失わない。

$f(z)=\overline{(1-\zeta_{\sim}’)(1-\overline{\zeta}z)}\sim\sim$ , $\zeta\in\partial \mathrm{D}$ .

$0 \leq\alpha<\frac{1}{2}\mathrm{Y}\frac{1}{2}<\alpha\leq 1$ と $\alpha=\frac{1}{2}$ の場合に分けて証明する。

$.0 \leq\alpha<\frac{1}{2}$

調和関数の最小値原理を用いて証明する。

最小値の原理. $u(z)$ を $\mathrm{D}$上の調和関数とする。 このとき

$\forall\xi\in\partial \mathrm{D},\lim\inf u(_{\mu}"’)\geq 0\Rightarrow \mathrm{D}$上 $u(z)\geq 0$
$\Phi\ni zarrow\xi$

が成り立つ。

$u(z)=\mathrm{R}eQ_{\alpha}(z)$ $Q_{\alpha}(z)=( \frac{\approx f_{\alpha}’(\approx)}{f_{\alpha}(z)})^{-\mathrm{l}}$

とおく。

$(\mathrm{i})\xi\neq\pm 1,\zeta,\overline{\zeta}$のとき

この場合では $u(\approx)$ は $\xi$ まで連続であるので $u(\xi)\geq 0$ を示せばよい。 ここで
$0<\theta<\pi,\theta\neq\beta$ に対して Qa(’)=Q\alpha (e-りであることを用いる。

$f_{a}’(z)=(f’( \approx))^{\alpha}=\frac{(1-z^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta z)^{2\alpha}(1-\overline{\zeta}z)^{2\alpha}}$, $\zeta=e^{i\beta}$ .

$\approx$ に $e^{i\theta}$ を代入することによって

$f_{\alpha}’(e^{i\theta})= \frac{(1-e^{2\theta})}{(1-e^{i(\beta+\theta)})^{2\alpha}(1-e^{1(-\beta+\theta)})^{2\alpha}}$

$= \frac{(\frac{2}{i})^{\alpha}e^{\mathfrak{i}\alpha\theta}(\frac{\epsilon^{1\theta}-e^{-i\theta}}{2i})^{\alpha}}{(\frac{2}{i})^{2\alpha}(e^{i^{Z\pm^{\underline{g}}.\mapsto-a}}2)^{2\alpha}(\frac{e^{:\#^{\theta}\mathrm{F}^{\theta}}-e^{-i}}{2i})^{2\alpha}(2i)^{2\alpha}(e^{i}2)^{2\alpha}(\frac{e^{i\mapsto_{-\epsilon^{1\#^{\theta}}}^{-\theta}}}{2i})^{2\alpha}}$

.

$=2^{-3\alpha}i^{-\alpha}e^{-la\theta} \sin^{\alpha}\theta\sin^{-2\alpha}\frac{\beta+\theta}{2}\sin^{-2\alpha}\frac{\beta-\theta}{2}$

,

となる。上式を積分すると

$f_{\alpha}(e^{i\theta})=l^{\epsilon^{i\theta}} \frac{(1-w^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta w)^{2a}(1-\overline{\zeta}w)^{2\alpha}}dw$

$= \int_{0}^{1}\frac{(1-x^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta x)^{2\alpha}(1-\overline{\zeta}x)^{2\alpha}}dx+\int_{1}^{\mathrm{e}^{1\theta}}\frac{(1-\zeta^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta w)^{2\alpha}(1-\overline{\zeta}w)^{2\alpha}}dw$

$=C+i^{1-\alpha}2^{-3\alpha} \int_{0}^{\theta}e^{i(1-\alpha)t}\sin^{\alpha}t\sin^{-2\alpha}\frac{\beta+t}{2}\sin^{-2\alpha}\frac{\beta-t}{2}dt$
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を得る。

$Q_{\alpha}(e^{i\theta})= \frac{f_{\alpha}(e^{i\theta})}{e^{i\theta}f_{a}(e^{\iota’\theta})}$, $=C2^{3\alpha}e^{-|(1-\alpha)\theta-\frac{\pi}{2}\alpha} \sin^{-\alpha}\theta\sin^{2\alpha}\frac{\beta+\theta}{2}\sin^{2\alpha}\frac{\beta-\theta}{2}$

$+i \mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{n}^{-\alpha}\theta\sin^{2\alpha}\frac{\beta+\theta}{2}\sin^{2\alpha}\frac{\beta-\theta}{2}$

. $\int_{0}^{\theta}e^{-i(1-\alpha)(\theta-t)}\sin^{\alpha}t\sin^{-2a}\frac{\beta+l}{2}\sin^{-2\alpha}\frac{\beta-t}{2}dt$,

$u(e^{i\theta})=$ $C2^{3\alpha} \cos\{(1-\alpha)\theta-\frac{\pi}{2}\alpha\}\sin^{-\alpha}\theta\sin^{2\alpha}.\frac{\beta+\theta}{2}\mathrm{s}i\mathrm{n}^{2\alpha}\frac{\beta-\theta}{2}$ (1)

$+ \sin^{-\alpha}\theta\sin^{2\alpha}\frac{\beta+\theta}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{l}1^{2\alpha}\frac{\beta-\theta}{2}}$

. $\int_{0}^{\theta}\cos(1-\alpha)(\theta-t)$ gin$\alpha t\mathrm{s}.\mathrm{n}^{-2a}\frac{\beta+t}{2}\sin^{-2\alpha}\frac{\beta-t}{2}dt$

となる。 $C>0_{\text{、}}|(1- \alpha)\theta-\frac{\pi}{2}\alpha|<\frac{\pi}{2}$ なので、 (1) の第–項は正である。 -方、
$\theta\in(0,\pi)\text{、}$ $\beta+\theta<2\pi_{\text{、}}\beta-\theta<\pi$ なので、 (1) の第二項は正である。それ故、
$\mathrm{u}(\xi)>0$。

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\xi=\zeta,\overline{\zeta}$ のとき

対称性から $\xi=\zeta$ の場合を考えれば十分である。
んの導関数は

$f_{\alpha}’(z)=(f’(z))^{\alpha}= \frac{(1-\approx^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta z)^{2\alpha}(1-\overline{\zeta}z)^{2\alpha}}=\frac{(1-z^{2})^{\alpha}}{(_{\sim^{f}}-\zeta)^{2\alpha}(z-\overline{\zeta})^{2\alpha}}$

であるので、 $z=\zeta$のまわりの漸近展開は $\mathrm{D}$上で

$f_{\alpha}’(\approx)$ $=$ $(A_{0}+A_{1}(\approx-\zeta)+A_{2}(z-\zeta)^{2}+\cdots)(z-\zeta)^{-2\alpha}$ ,
$=A_{0}(z-\zeta)^{-2\mathfrak{a}}+A_{1}(_{\sim}^{\gamma}-\zeta)^{1-2\alpha}+O(1)$, $(zarrow\zeta)$

となる。 ここで $A_{0},$ $A_{1},$ $\cdots$ は定数である。
従って、 $z$ に関しての積分は $\mathrm{D}$上で

$f_{\mathfrak{a}}(z)=f_{\alpha}( \zeta)+\frac{A_{0}}{1-2\alpha}(z-\zeta)^{1-2\alpha}+\frac{A_{1}}{2-2\alpha}(z-\zeta)^{2-2\alpha}+O(1)$, $(zarrow(),f_{\alpha}(\zeta)\neq 0$

である。 この事から $Q_{\alpha}(z)$ は

$Q_{\mathfrak{a}}( \approx)=\frac{f_{\alpha}(z)}{zf_{a}’(_{\sim})}.’=\frac{(_{\sim}\prime’\prime-\zeta)^{2\alpha}}{zA_{0}}(f_{\alpha}(\zeta)+o(1))$

で表される。従って
$\lim$ inf $u_{\alpha}=0$

$\mathrm{n}\ni zarrow\zeta$
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である。

$(\mathrm{i}\ddot{\mathrm{u}})\xi=\pm 1$ のとき

(ii) と同様に $\approx=1$ のまわりの漸近展開は

$f_{a}’(z)$ $=$ $(B_{0}+B_{1}(1-\approx)+B_{2}(z-1)^{2}+\cdots)(1-z)^{a}$ ,
$=B_{0}(1-z)^{\alpha}+B_{1}(1-z)^{1+\alpha}+O(1)$ , $(zarrow 1)$

となる。 ここで $B_{0},$ $B_{1},$ $\cdots$ は定数である。従ってん $\Leftarrow$) が

$f_{\alpha}( \approx)=f_{\alpha}(1)-\frac{B_{0}}{1+\alpha}(1-\approx)^{1+\alpha}-\frac{B_{1}}{2+\alpha}(1-\approx)^{2+\alpha}+O(1)$ , $(\approxarrow 1),$ $f_{\alpha}(1)\neq 0$

であることから $Q_{\alpha}(z)$ は

$Q_{\alpha}(z)== \frac{f_{\alpha}(1)\iota^{B\mathrm{f}\mathrm{l}}\mp\overline{\alpha}(1-\approx)^{1+\alpha}-_{\overline{2}^{A}}B+\overline{\alpha}(1-z)^{2+\alpha}+O(1)}{\{1-(1z)\}\{B_{0}(1-\approx)^{\alpha}+B_{1}(1-\approx)^{1+\alpha}+O(1)\}}=\frac{f_{\alpha}(1)}{B_{0}(1-\sim\gamma)^{a}}+O(1)$

で表される。 $B_{0}=2^{\alpha}(1-\zeta)^{-2\alpha}(1-\overline{\zeta})^{-2\alpha}$ であるので $B_{0}>0$ である。 またん (1)
はん (x) $(0<x<1)$ が実数値であることを卜いる。そのとき

$\frac{f_{\alpha}(1)f_{\alpha}(0)}{1\mathit{0}}==f_{\alpha}’(c)$ $\mathit{0}<\exists c<1$

であるので

$f_{\alpha}(1)=f_{\alpha}’(c)= \frac{(1-c^{2})^{\alpha}}{(c-\zeta)^{2\alpha}(c-\overline{\zeta})^{2\alpha}}>0$

となる。故に D上
${\rm Re} \frac{1}{(1-z)^{\alpha}}>0$

から

$\lim_{\mathrm{D}\ni\approx}\inf u(z)=\infty$

となる。 $\xi=-1$ においても同様に示すことができる。 $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ より $\forall\xi\in\partial \mathrm{D}_{\text{、}}$

$\lim\inf_{\mathrm{D}\ni zarrow\zeta\xi}$ u(z)\geq 0。故に $0 \leq\alpha<\frac{1}{2}$ に対して $f_{\alpha}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ となる。

. $\frac{1}{2}<\alpha\leq 1$

凡 $=-_{\alpha}^{f’}$ の実部が $\mathrm{D}$上で正であることを証明する。几は万\ $\{1, -1, \zeta,\overline{\zeta}\}$ の開近
傍において正則函数に拡張できることに注意する。まず、特異点 $z=\zeta$ のまわり

の $P_{a}$ のふるまいを調べる。んの導関数は

$f_{\alpha}’.(z)=(f’(z))^{\alpha}= \frac{(1-z^{2})^{\alpha}}{(1-\zeta z)^{2\alpha}(1-\overline{\zeta}z)^{2\alpha}}=\frac{(1-\approx^{2})^{\alpha}}{(\approx-\zeta)^{2\alpha}(\approx-\overline{\zeta})^{2\alpha}}$
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であるので、 $z=\zeta$ のまわりの漸近展開は $\mathrm{D}$ 上で

$f_{\alpha}’(z)$ $=$ $(A_{0}+A_{1}(z-\zeta)+A_{2}(z-\zeta)^{2}+\cdots)(z-()^{-2\alpha}$ ,
$=A_{0}(z-\zeta)^{-2a}+A_{1}(\approx-\zeta)^{1-2\alpha}+O(1)$ , $(zarrow\zeta)$

となる。 ここで $A_{0},A_{1},$ $\cdots$ は定数である。
従って、 $z$ に関しての積分は $\mathrm{D}$ 上で

$f_{\alpha}(z)=f_{\alpha}( \zeta)+\frac{A_{0}}{1-2\alpha}(\approx-\zeta)^{1-2\alpha}+\frac{A_{1}}{2-2\alpha}(z-\zeta)^{2-2\alpha}+O(1)$ , $(zarrow\zeta\rangle,f_{\alpha}(\zeta)\neq 0$

となる。 P』は

凡 (z) $=$ $\frac{\sim\vee f_{\alpha}’}{f_{\alpha}}==\frac{\frac{1}{2}(\approx+\zeta+\approx\zeta)(A_{0}+A_{1}(z-\zeta)+\cdots)(z-\zeta)^{-2\alpha}}{\mathrm{A}_{(_{\sim}^{\gamma}\zeta)^{1-2\alpha}+_{2-2\alpha}(Z-\zeta\rangle^{2-2\alpha}+},1-2\alpha 4}"\ldots$

$\frac{\frac{1}{2}(z+\zeta)A_{0}+O(|z-\zeta|)}{\frac{A}{1-}2\mathrm{n}\overline{\alpha}(z-\zeta)+\frac{A}{2-2\alpha}(z-\zeta)^{2}+}\ldots$

であり、 $2\alpha-1>0$ なので

$P_{\alpha}(z)= \frac{2\alpha-1}{2}\frac{\zeta+z}{\zeta-z}+O(1)$ .

${\rm Re} P_{\alpha}(z)=c \frac{1-|z|^{2}}{|\zeta-z|}+Q(z)$, $c= \alpha-\frac{1}{2}>\mathit{0}$

方、 凡は $z=-1,1$ のまわりで有界である。 $Q(z)$ は有界調和函数である。 ここ

で $\frac{1}{2}<\alpha\leq 1$ に対して ${\rm Re} P_{\alpha}>0$ を示すには、 $\mathrm{D}$ 上で $Q(z)>0$を示さなければな
らない。そのためには $\mathit{0}<\theta<\pi,$ $\theta\neq\beta$ に対して ${\rm Re} P_{\alpha}(e^{i\theta})>0$が示せれば十分で
ある。以下 $-(\mathrm{i})$ と同様な方法によって $\frac{1}{2}<\alpha\leq 1$ に対して几 $\in\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ を得る。

$.\alpha=_{2}$

星状函数列の極限も星状函数であることから

$f_{\alpha}arrow f_{3}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}$
$( \alphaarrow\frac{1}{2})$

となる。 $\text{、}$ $\text{、}$
より $\alpha\in[\mathit{0},1]$ に対してん $\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}$ がわかる。 口

3.$f$の像領域の形状
ここでは $f(\mathrm{D})$ が slit mappingであることを確認する。

$f(z)= \frac{z}{(1-\zeta z)(1-\overline{\zeta}z)}$
$\zeta=e^{i\beta},\mathit{0}<\beta<\pi$
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$f(e^{i\theta})$ は

$f(e^{i\theta})$ $=$ $\frac{e^{i\theta}}{(1-e^{i(\beta+\theta)})(1-e^{-l(\beta-\theta)})\prime}$

1
4 $\sin^{L^{\underline{-\theta}}}\sin^{\mathrm{A}\pm}22\theta$

1
$\overline{22(\cos\theta-\mathrm{C}\mathrm{O}8\beta\rangle}$

で表される。従って $f(\mathrm{D})$ は slit mappingであることがわかる。尚、 $\beta=\frac{\pi}{2}\text{、}\beta=\frac{\pi}{\theta}$

における fの像領域はそれぞれ図 l、 図 2で描かれる。

図 1. $f(\mathrm{D})$ の領域 (太線を除いた領域) $.\beta=\ovalbox{\tt\small REJECT}$

図 2. $f(\mathrm{D})$ の領域 (太線を除いた領域) $. \beta=\frac{\pi}{3}$ .
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