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ポテンシャル項がエネルギーを表すスペクトルパラメータに依存する形の Schr\"odinger
方程式に対する逆散乱に関する理論を総称してエネルギー依存逆散乱理論という. 逆散
乱理論に基づく方法すなわち逆散乱法は物理数学の広い範囲において強力な手段を供給
する. この論文では, エネルギー依存逆散乱の理論と応用を概観し, 最近の筆者の仕事
(Kamimura [11, 12, 13]) を報告する.

1 エネルギー依存逆散乱問題と応用

エネルギー依存逆散乱理論は, 本来, 相対論的量子力学の代表的モデルである Klein-
Gordon方程式

$f”+[k^{2}-2EV(x)+V(x)^{2}]f=0$ $(0 \leq x<\infty, \prime\prime=\frac{d^{2}}{dx}z)$ , (1.1)

の $S$波散乱 (例えば [4, 18] 参照) の逆散乱理論の構築に動機付けられている. ここで, $k$

は波数, $E=(k^{2}+m^{2})^{\frac{1}{2}}$ はエネルギー, $V$ は質量 $m$ の粒子 (あるいは反粒子) の場のポ
テンシャルであり, (1.1) は Einstein のエネルギー等式 $(E-V)^{2}=(pc)^{2}+(mc^{2})^{2}$ にお

いて運動量 $P$ を $p=-i \hslash\frac{d}{dx}$ (箆は Plank定数) と量子化して得られる.
(1.1) に対応する非相対論的量子力学の Schr\"odinger方程式

$f”+[k^{2}-U(x)]f=0$ (1.2)

の逆散乱理論は 1950年代前半に Malchenko により構築されたが, この Marchenkoの理
論 (Marchenko [17], Agranovich-Marchenko [1], Chadan-Sabatier [4], 加藤 [15] などを
参照) が Klein-Gordon方程式 (1.1) や, それを一般化した

$f”+[k^{2}-(U(x)+2EQ(x))]f=0$ $(0\leq x<\infty)$ . (1.3)

に対しても有効であることはWeiss-Scharf [22], Cornille [5] により示唆された. このこ

とを初めて系統的に明らかにしたのは Jaulent-Jean [9], Jaulent $[6, 7]$ である. この一連
の論文は, (1.2) で $m=0$ の場合すなわち

$f”+[k^{2}-(U(x)+2kQ(x))]f=0$ $(0\leq x<\infty)$ (1.4)
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を扱い, 束縛状態の無い場合に, Marchenkoの理論の骨格をなすMarchenkoの積分方程式
に相当する Marchenko型積分方程式の一意可解性を示し, そこから $z(x)=2 \int_{x}^{\infty}Q(\eta)d\eta$

の非線形微分方程式を導き, その解を用いてポテンシャルの組 $(Q, U)$ を散乱データから
定める方法および, 与えられた関数が散乱データとなるための十分条件を確立した. 筆
者は論文 $[11, 12]$ においてより直接的な方法を見出し, (1.4) に対する逆散乱問題の束縛
状態の無い場合の最終的な解答を与えた. これに関しては第 2節で詳しく述べる. なお,
方程式 (1.4) を $R$上で考えた

$f”+[k^{2}-(U(x)+2kQ(x))]f=0$ $(-\infty<x<\infty)$ (1.5)

の逆散乱問題 (この場合は反射係数から $(Q,$ $U)$ の組を定める問題) が Jaulent-Jean [10]
Sattinger-Szmigielski [20], および Kamimura[12] で論じられている.
エネルギー依存逆散乱理論は, 相対論的量子力学とは別に, 双曲型偏微分方程式

$\frac{\partial}{\partial x}(a(x)\frac{\partial\phi}{\partial x})-b(x)\frac{\partial^{2}\phi}{\partial t^{2}}-c(x)\frac{\partial\phi}{\partial t}=0$ (1.6)

にしたがう波の伝播 $\phi(x, t)=f(x, k)e^{-ikt}$ }こ応用される. すなわち, $a(x),$ $b(x)>0$ のと
きの解 $f(x, k)=\phi(x, t)e^{ikt}$ の方程式

$(a(x)f’(x, k))’+[k^{2}b(x)+ikc(x)]f(x, k)=0$ (1.7)

に対する逆散乱理論を利用して, (1.6) の係数である $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$ を解のデータから定
める係数決定問題を扱うのである. たとえば, コンデンサーとコイルと抵抗を一体とし
てもつ電線のキャパシタンス $a(x)^{-1}$ , インダクタンス $b(x)$ , 抵抗 $c(x)$ を, 電流 $\phi$ の波動
の情報から定める問題をイメージされたい. Liouville変換を用いることにより, この問
題は

$f”+[k^{2}-(U(x)+2ikQ(x)]f=0$

の逆散乱問題に帰着される. この逆散乱問題は Jaulent [8] で取り上げられ, Aktosun-
Klaus-van der Mee $[2, 3]$ で精力的に研究された.
上と同じ系列にあるエネルギー依存逆散乱理論の応用は Kam-imura [13] で扱われた.

これは, 移流拡散の方程式

$\frac{\partial^{2}\phi}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}\emptyset}{\partial^{y^{2}}}-v(x)\frac{\partial\phi}{\partial^{y}}=0$ (1.8)

の移流項 $v(x)$ をトレーサー $\phi$ の観測データから決定する問題であり, (1.5) と異なり楕
円型偏微分方程式の係数決定問題である. 形式的には $\phi(x, y)=e(x, \lambda)e^{:\lambda y}$ として, (1.7)
に相当する

$e”+[-\lambda^{2}-i\lambda v(x)]e=0$

が得られるので, 実軸上の散乱データの代わりに虚軸上の散乱のデータを用いることに
なる.
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KdV方程式に代表される非線形発展方程式の Cauchy 問題を散乱データの時間発展
を利用して解くいわゆる逆散乱法が, 古典的 Schr\"odinger 方程式の代わりにエネルギー
依存 Schr\"odinger 方程式を用いることでどのように一般化されるかは興味深い問題であ
る. これに関しては, Kaup [16] による長波の研究に用いられた Schr\"odinger 方程式

$f”+[k^{2}+m^{2}-(U(x)+2ikQ(x))]f=0$ $(-\infty<x<\infty)$ (1.9)

による逆散乱法の研究を出発点として, Sattinger-Szmigielski [20], van der Mee-Pivovarchik
[21] などの研究がなされている.

2 散乱変換と逆変換

ポテンシャルから散乱データへの対応を散乱変換という. 逆散乱問題はこの変換 (非線
形変換) の逆変換を確立することを目的とする. 逆散乱法では, 散乱変換は Fourier 変
換と同様の役割を果たすから, 散乱変換の逆公式の導出およびこれが働く空間の設定は
大変重要である.
方程式 (1.4) に対する散乱変換 $S$ は, 実関数の組 $(Q(x), U(x))$ に (1.4) の散乱解, す

なわち
$\psi(x, k)=e^{-ikx\exists}-S(k)e^{ikx}+o(1)$ $(xarrow\infty)$ , $\psi(0, k)=0$

をみたす解 $\psi(x, k)$ に現れる $S(k)$ を対応させる変換である :

$S$ : $(Q(x), U(x))\mapsto S(k)$ (2.1)

以後 $S(k)$ を (14) の散乱データという. 量子力学的には $S$波がポテンシャルの影響で受
ける位相のずれを $\delta$ とすれば $S(k)=e^{2i\delta(k)}$ である ([4, 18] 参照). また, ポテンシャル
がない場合には $S(k)\equiv 1$ である.
関数 $Q(x),$ $U(x)$ が

(P1) $Q(x),$ $(1+x)U(x)\in L^{1}(0, \infty)$

をみたすならば, $xarrow\infty$ のときの漸近挙動 $f(x, k)\sim e^{ikx}$ をもつ解 $f(x, k)$ (これを Jost
解とよぶ) が各 $k$ に対しただ 1っ定まり, $k\neq 0$ならば–f(x,厨と (1.4) の基本解系をなす
(Wronskian が $W[f(x,$ $k),\overline{f(x,k)}]=-2ik$ と計算される) ので, 散乱解が存在して

$\psi(x, k)=\overline{f(x,k)}-S(k)f(x, k)$

と表される. よって, $\psi(0, k)=0$ より, $S(k)$ は

$S(k)=\overline{\frac{f(0,k)}{f(0,k)}}$ (2.2)

となる.
Jost解は Imk $\geq 0$ に対し定義される. そして次の表示をもつ.

$f(x, k)=e^{i\int_{l}^{\infty}Q(\eta)d\eta}e^{ikx}+ \int_{x}^{\infty}A(x,t)e^{ikt}dt$ $({\rm Im} k\geq 0)$ . (2.3)
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ここで $A(x, \cdot)\in L^{1}(x, \infty)$ である. これを Jost解の変換核表示という. そして, $A(x, t)$

を変換核という.
(P1) に加え次を仮定する :

(P2) $f(O,0)\neq 0$ , $f(0, k)\neq 0({\rm Im} k>0)$ .
これは, 量子力学的には, 準束縛状態も束縛状態もない (すなわち散乱状態のみの) 状
況を考えていることに相当する. この仮定より $f(O, k)$ は上半平面で正則, 実軸までこめ
て連続で実軸および上半平面で零点をもたないことに注意する. さらに, 次の追加的な
仮定をおく :

(P3) $(1+x)Q’(x)\in L^{1}(0, \infty)$ .
上の仮定 $(P1)-(P3)$ からしたがう実舳上の関数 $S(k)$ の性質を列挙すると, まず, 明

らかに

(S1) $|S(k)|=1$

である. 次に, $f(O, 0)\neq 0$ より, $S(k)$ は $|C|=1$ なる複素定数 $C(Q(x)$ を用いて書けば
$C= \exp\{2i\int_{x}^{\infty}Q(\eta)d\eta\}$ である) と関数 $F(t)\in L^{1}(R)$ により

(S2) $S(k)=C+ \int_{-\infty}^{\infty}F(t)e^{-ikt}dt$

と一意的に表されることがわかる. これは, (2.2), (2.3) と Wiener-Le’vy の定理 (たとえ

ば [14, 第 4章] 参照) からの帰結である. さらに, 仮定 (P2) と偏角の原理により

ind $f(O, k)$ $:= \frac{1}{2\pi}[\arg f(O, k)]_{-\infty}^{\infty}=0$ (2.4)

であり, よって

(S3) ind $S(k)=0$

である. 次に, 表現 (S2) における $F(t)$ を用いて積分方程式

$\overline{\Delta(x,t)}+\int_{x}^{\infty}\Delta(x,r)F(r+t)dr+\int_{x}^{\infty}F(r+t)dr=0$ $(x\leq t)$ . (2.5)

を考える. この方程式の導出に関しては後述するが, $(Q(x), U(x))$ と $S(k)$ とはこの方程
式によって完全に関係付けることができる. 方程式 (2.5) は, Riesz-Shauder の交代定理
と Wiener-Hopfの技法により, 空間 $BC[x, \infty$) (有界連続な関数の空間) において一意
可解である. この解を $\Delta(x,t)$ とするとき, $x\geq 0$ に対し $1+\Delta(x, x)\neq 0$であり, 次の関
係式が成り立っことが示される.

(S4) $\exp\{2i[\arg(1+\Delta(x,x))]_{0}^{\infty}\}=C$ .
また, 追加的な仮定 (P3) より, 次がしたがう.

(S5) $(1+t)F’(t)\in L^{1}(0, \infty)$ .
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$(S1)-(S5)$ は散乱データの十分条件でもある. このことを述べるために, $(P1)-(P3)$ を

みたす実関数の組 $(Q(x), U(x))$ の全体を $\Pi,$ $(S1)-(S5)$ をみたす関数 $S(k)$ の全体を $\Sigma$ と

書く :

$\Pi$ $:=$ { $(Q(x),$ $U(x))|Q(x),$ $U(x)$ は $(P1)-(P3)$ をみたす $[0,$ $\infty)$ 上の実関数} (2.6)
$\Sigma$ $:=$ {$S(k)|S(k)$ は $(S1)-(S5)$ をみたす $R$上の関数} (2.7)

定理 1([12]) 散乱変換 $S$ は $\Pi$ から $\Sigma$ の上への 1対 1の変換で, 逆変換は (2.5)の解 $\Delta(x, t)$

により, 次で与えられる :

$Q(x)=- \frac{d}{dx}({\rm Im}\log(1+\Delta(x, x)))$ , (2.8)

$U(x)=( \frac{d}{dx}({\rm Re}\log(1+\Delta(x,x))))^{2}-\frac{\theta}{dx^{2}}({\rm Re}\log(1+\Delta(x, x)))$ , (2.9)

Schr\"odinger方程式 (1.2) の (散乱状態のみの場合の) 逆散乱理論における散乱変換 (こ

れを $S_{0}$ と書く) は, 上の定理の中に次のように組み込まれている ([11, Theorem 4.3]) :

$\Pi\underline{S}$
$\Sigma$

俺 俺

$\prod_{0}\underline{S_{0}}$
$\sum_{0}$

ただし

$\Pi_{0}=\{(Q(x), U(x))\in\Pi|Q(x)=0\}$ , $\Sigma_{0};=\{S(k)\in\Sigma|S(-k)=\overline{S(k)}\}$

とした.

例をあげる. $\alpha,$
$\beta$ を ${\rm Im}\alpha,\beta>0$ なる複素数とし

$S(k):= \frac{(k+\alpha)(k+\overline{\beta})}{(k+\overline{\alpha})(k+\beta)}$ $(k\in R)$

を考える. このとき, $S(k)$ は $(S1)-(S3)$ および (S5) をみたす ( $(S2)$ の $C$ は $C=1$ であ

る). そして, 方程式 (2.5) を解いて (S4) のための条件を求めると $\beta=c\alpha(c>0)$ とな

ることがわかる ([11, \S \S 5]) . 以上により, 上の $S(k)\in\Sigma$のためには $\beta=c\alpha(c>0)$ が

必要十分である. この条件をみたす $S(k)$ に対する $Q(x),$ $U(x)$ は, (2.8) と (2.9) により,

具体的に (初等関数で) 書き下すことができる. また, $S(k)\in\Sigma_{0}$ であるためには $\alpha,$
$\beta$

が純虚数であることが必要十分である.

定理 1 $B\backslash$ どのようにして導き出されるのかを簡単に説明しておく. (2.3) は $K(x,t)=$
$- \int_{t}^{\infty}A(x, s)ds$ とおいて部分積分を行い, $k=0$ として得られる $f(x, 0)+K(x, x)=$
$\exp\{i\int_{x}^{\infty}Q(\eta)d\eta\}$ を用いて

$f(x, k)=f(x, 0)e^{ikx}-ik \int_{x}^{\infty}K(x,t)e^{:kt}dt$ (2.10)
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と書き直される. そして, $K(x, t)$ は積分方程式

$\overline{K(x,t)}+\int_{x}^{\infty}K(x, r)F(r+t)dr+f(x,0)\int_{x}^{\infty}F(r+t)dr=0$ $(x\leq t)$

をみたす. これは Schr\"odinger 方程式 (1.2) に対する Marchenko 方程式の積分形に相当
する. この方程式は (2.5) と同様に, 空間 $BC[x, \infty$) において一意可解である. よって,
$f(x, 0)=0$ とすると $K(x, t)=0$ ゆえに $A(x, t)=0$ となるが, これは (2.3) より得られ
る $f(x, 0)= \exp\{i\int_{x}^{\infty}Q(\eta)d\eta\}$ に矛盾する. これより $f(x, 0)\neq 0$ である. したがって,
$\Delta(x, t)=f(x, 0)^{-1}K(x, t)$ として $(f(x, 0)$ は実関数であることに注意) 積分方程式 (2.5)
が得られる. この解 $\Delta(x, t)$ に対し $1+\Delta(x, x)\neq 0$ $(x\geq 0)$ であり, $Q(x)\in BC[0, \infty)$

の仮定の下で, $\Delta(x, t)$ からポテンシャルの組 $(Q(x), U(x))$ を復元するための復元公式が
成り立っ :

$\frac{2\Delta_{t}(x,x)}{1+\Delta(x,x)}=\int_{x}^{\infty}[U(r)+Q(r)^{2}]dr-iQ(x)$ , $0\leq x<\infty$ , (2.11)

更に (2.5) の解 $\Delta(x, t)$ は, 次の性質をもつ :

(i) 関数 $\frac{\Delta_{x}(x,x)-\Delta_{t}(x,x)}{1+\Delta(x,x)}$ は実関数である.

(ii) $\frac{d}{dx}(\frac{\Delta_{x}(x,x)-\Delta_{t}(x,x)}{1+\Delta(x,x)})=|\frac{\frac{d}{dx}\Delta(x,x)}{1+\Delta(x,x)}|^{2}$ $(x\geq 0)$ .

復元公式 (2.11) と (i) より

$Q(x)=-2{\rm Im} \frac{\Delta_{t}(x,x)}{1+\Delta(x,x)}=-{\rm Im}\frac{\frac{d}{d\alpha}\Delta(x,x)}{1+\Delta(x,x)}=-\frac{d}{dx}$ば$g(1+\Delta(x,x))$

が得られる. これより (S4) および (2.8) が得られる. また, (2.11) と (ii) より (2.9) が得
られる.
逆に, $S(k)\in\Sigma$ が与えられたとき, $Q(x),$ $U(x)$ を (2.8), (2.9) で定めると

$f(x, k)= \frac{1}{|1+\Delta(x,x)|}(e^{ikx}-ik\int_{x}^{\infty}\Delta(x, t)e^{ikt}dt)$

が (1.4) の Jost解となり (2.2) が成り立つことが示される.
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