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1 はじめに

本論文では, 強い減衰項を持っ非線形波動方程式に含まれる空間変数パラメータの同定
問題を論じる. $\Omega$ を $R^{n}$ の有界集合で, その境界 $\Gamma=\partial\Omega$ は充分滑らかとする. さらに,
$Q=(0, T)\cross\Omega$ および $\Sigma=(0, T)\cross\Gamma$ とおく. 次の強減衰項を持つ非線形波動方程式で
記述される初期境界値問題を考える:

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot(a(x)\nabla y+b(x)\nabla\frac{\partial y}{\partial t})=c(x)F(y)+f in Q,y=0 on \Sigma, y(0,x)=y_{0}(x), \frac{\partial y}{\partial t}(0, x)=y_{1}(x) in \Omega. \end{array}$ (1.1)

ここで, $a(x)$ は拡散係数, $b(x)$ は粘弾性係数, $c(x)$ は非線形特性の増幅係数, $y_{0}(x),$ $y_{1}(x)$ は

初期条件, $F:Rarrow R$ は非線形反応関数, $f$ は外力項とする. このタイプの強減衰波動方程
式は, 量子力学や弾性体の振動論でしばしば現れ, その解の力学的挙動が良く研究されてい
る (Fitzgibbon [3], Hale [10], Temam [14] 等を参照). 問題 (1.1) において, $a(x),$ $b(x),$ $c(x)$

が同定すべき物理パラメータである. ここでの同定問題においては, $q=(a, b, c)$ が未知パ

ラメータ, 初期値 $y_{0},$ $y_{1}$ と外力 $f$ は既知とする.

この同定問題を解く準備として, 方程式の解としてどのようなクラスの解をとる力\searrow また

どのようなコストに対して同定問題が考えられるべきかというという問題設定を行なう.
そのため, 上の非線形波動方程式に対する弱解の存在と一意性, エネルギー不等式, 解の関
数パラメータ $q=(a, b, c)$ に関する連続性と G\^ateaux 微分可能性の結果を説明する. 本論
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文では, 以上の結果をもとにして, 問題 (1.1) に対する同定問題を解決する. 即ち, 適切な

観測による 2次コストを導入して $q=(a, b, c)$ をパラメータの許容集合上で評価し, 最適
パラメータをコスト最小化問題の解として定義し, その存在と必要条件を導 \langle (cf. Ahmed
[1], Lions [11], Omatu and Seinfeld [13]). その他のタイプの非線形波動方程式および抽象
非線形 2階発展方程式の同定問題に関しては、著者達の研究 Ha and Nakagiri [4,5,6,7,8],
Ha, Nakagiri and Tanabe [9], Nakagiri and Ha [12] を参照されたい.

2 非線形波動方程式の解の存在と正則性

問題 (1.1) のデータに関して条件

$y_{0}\in H_{0}^{1}(\Omega)$ , $y_{1}\in L^{2}(\Omega),$ $f\in L^{2}(0,T;H^{-1}(\Omega))$ (2.1)

をおく. さらにパラメータ $a,$ $b,$ $c$ については, 有界な正値性の仮定

$a,$ $b,$ $c\in L^{\infty}(\Omega)$ , $a(x)\geq a_{0}>0$ , $b(x)\geq b_{0}>0$ , $a.e$ . $x\in\Omega$ (2.2)

をおく. 方程式の非線形項 $F:Rarrow R$ に対しては, 次の仮定をおく.

$(H1)K_{1}>0$ が存在して

$|F(s)-F(r)|\leq K_{1}|s-r|$ , $\forall s,$ $r\in R$ . (2.3)

$(H1)$ により,
$\exists K_{2}>0$ ; $|F(s)|\leq K_{2}(1+|s|)$ , $\forall s\in R$ . (2.4)

問題 (11) を発展方程式として取り扱うために, 2つのヒルベルト空間 $L^{2}(\Omega)$ および $H_{0}^{1}(\Omega)$

を導入する. これらの空間の内積とノルムは次のように定義される.

$( \psi, \phi)=\int_{\Omega}\psi(x)\phi(x)dx$ , $|\psi|=(\psi, \psi)^{1/2}$ , $\forall\phi,$ $\psi\in L^{2}(\Omega)$ ,

$(( \psi, \phi))=(\nabla\psi, \nabla\phi)=\sum_{i=1}^{n}\int_{\Omega}\frac{\partial}{\partial x_{i}}\psi(x)\frac{\partial}{\partial x_{i}}\phi(x)dx$ , $\Vert\psi\Vert=((\psi, \psi))^{1/2}$ , $\phi,$ $\psi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ .

$H^{-1}(\Omega)$ は, $H_{0}^{1}(\Omega)$ の共役空間であり, $H_{0}^{1}(\Omega)$ と $H^{-1}(\Omega)$ の間の共役対をぐ, \rangle で表す.
$F$ は $(H1)$ を満たすので, 写像 $F:L^{2}(\Omega)arrow L^{2}(\Omega)$ が

$F(\psi)(x)=F(\psi(x))$ $a.e$ . $x\in\Omega$ , $\forall\psi\in L^{2}(\Omega)$ (2.5)

により定義され, その有界性

$|F( \psi)|^{2}=\int_{\Omega}|F(\psi(x))|^{2}dx\leq 2K_{2}^{2}(|\Omega|+|\psi|^{2})$ , $\forall\psi\in L^{2}(\Omega)$ (2.6)
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と Lipschitz 連続性

$|F(\phi)-F(\psi)|\leq K_{1}|\phi-\psi|$ , $\forall\phi,$ $\psi\in L^{2}(\Omega)$ (2.7)

が従う. (2.6) において, $|\Omega|$ は $\Omega$ の面積を表す.
問題 (1.1) の解空間 $W(O, T)$ は, 次により定義される.

$W(0,T)=\{g|g\in L^{2}(0, T;H_{0}^{1}(\Omega)), g’\in L^{2}(0, T;H_{0}^{1}(\Omega)), g’’\in L^{2}(0,T;H^{-1}(\Omega))\}$ .
そのノルムは,

$\Vert g||_{W(0,T)}=(\Vert g\Vert_{L^{2}(0,T;H_{0}^{1}(\Omega))}^{2}+\Vert g’\Vert_{L^{2}(0,T;H_{0}^{1}(\Omega))}^{2}+\Vert g’’\Vert_{L^{2}(0,T;H^{-1}(\Omega))}^{2})^{\frac{1}{2}}$

で与えられる. また $\mathcal{D}’(0, T)$ により, $(0, T)$ 上の超関数の空間を表す. Dautray and Lions
[2] に従い, 問題 (1.1) に対する弱解の定義を与える. 即ち, 関数 $y$ が (11) の弱解である
とは, $y\in W(O, T)$ であり, $y$ が次の方程式を満たすときをいう.

$\{\begin{array}{l}\langle y’’(\cdot), \phi\rangle+(a\nabla y(\cdot)+b\nabla y’(\cdot), \nabla\phi)=(cF(y(\cdot)), \phi)+(f(\cdot),\phi\rangle\forall\phi\in H_{0}^{1}(\Omega)(D’(O, T)y(0)=y_{0}\in H_{0}^{1}(\Omega),y’(0)=y_{1}\in L^{2}(\Omega)\end{array}$

Theorem 2.1 $F$ は $(H1)$ を満たし, $y_{0},$ $y_{1},$ $f$ は条件 (2.1) を満たし, さらに $a,$ $b,$ $c$ は条
件 (2.2) を満たしているとする. このとき, (1.1) はただ 1つの弱解 $y\in W(O, T)$ を持つ.
さらに $y$ は次のエネルギー不等式を満たす.

$|y’(t)|^{2}+| \nabla y(t)|^{2}+\int_{0}^{t}|\nabla y’(s)|^{2}ds$

$\leq C(1+\Vert y_{0}\Vert^{2}+|y_{1}|^{2}+\Vert f||_{L^{2}(0,T;H^{-1}(\Omega))}^{2})$ , $\forall t\in[0, T]$ . (2.8)

ここで $C>0$ は $K_{1},$ $K_{2}>0,$ $a,$ $b,$ $c$ の $L^{\infty}$ ノルムおよび $a_{0},$ $b_{0}>0$ にのみ依存する定数
である.

同定問題の解析において, 弱解 $y$ の次の正則性が本質的に用いられる.

$y\in C([0,T];H_{0}^{1}(\Omega))$ .

3H\"older連続性と G\^ateaux微分可能性
パラメータ $q=(a, b, c)$ の空間を線形空間にするため, 次の (Modified) 問題を考える:

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}y}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot((a^{2}(x)+a_{0})\nabla y+(b^{2}(x)+b_{0})\nabla\frac{\partial y}{\partial t})=c(x)F(y)+f in Q,y=0 on \Sigma, y(O,x)=y_{0}(x), \frac{\partial y}{\partial t}(0,x)=y_{1}(x) in \Omega. \end{array}$ (3.1)

154



(3.1) において, $a_{0},$ $b_{0}>0,$ $y_{0}\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $y_{1}\in L^{2}(\Omega),$ $f\in L^{2}(0, T;H^{-1}(\Omega))$ は固定されて
おり, $a(x),$ $b(x),$ $c(x),$ $L^{\infty}(\Omega)$ が同定すべき未知関数である.

$q=(a, b, c)$ の作るパラメータ空間 $\mathcal{P}$ を

$\mathcal{P}=L^{\infty}(\Omega)\cross L^{\infty}(\Omega)\cross L^{\infty}(\Omega)=L^{\infty}(\Omega)^{3}$ (3.2)

により導入する. 空間 $\mathcal{P}$ のノルムは, $\Vert a\Vert_{\infty}=ess\sup_{x\in\Omega}|a(x)|$ として

$||q||_{P}=||a\Vert_{\infty}+\Vert b\Vert_{\infty}+\Vert c\Vert_{\infty}$ , $\forall q=$

.
$(a, b, c)\in \mathcal{P}$

により定義する. このとき Theorem 2.1により, 次の解写像が定義される.

$q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(0, T)$ . (3.3)

解写像 (3.3) は, H\"older連続である事が示される.

Theorem 3.1解写像 $q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(O, T)$ は, 指数 $\frac{1}{2}$ で局所 H\"older連続である. $\vee\supset$

まり, $\mathcal{P}$ の任意の有界集合 $K$ に対して定数 $C(K)>0$ が存在して

$\Vert y(q)-y(\overline{q})||_{W(0,T)}^{2}\leq C(K)\Vert q-\overline{q}||_{\mathcal{P}}$ , $\forall q,\overline{q}\in K$

が成りたっ.

さらにこの解写像は, 非線形項 $F$ の微分可能性の下で G\^ateaux微分可能である事も示す
事ができる. そのため, 非線形項 $F$ に次の更なる仮定を与える.

$(H2)F(s)$ は, $R$上で連続的に微分可能であり, 導関数 $F’(s)$ は次の $\rho$ 次の Holder 連続
性と一様有界性をみたす.

$|F’(s)-F’(r)|\leq K_{3}|s-r|^{\rho}$ , $|F’(s)|\leq K_{4}$ , $\forall s,$ $r\in R$ . (3.4)

ここで, $0<\rho\leq 1$ および $K_{3},$ $K_{4}>0$ は定数とする.

Proposition 3.1 $(H2)$ を仮定する. さらに写像 $F$ : $H_{0}^{1}(\Omega)arrow L^{2}(\Omega)$ を

$F(\psi)(x)=F(\psi(x))$ $a.e$ . $x\in\Omega$ $\forall\psi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ (35)

により定義し, 空間次元 $n$ が

$n \leq 2+\frac{2}{\rho}$ (3.6)

を満たすと仮定する. このとき, $F$ : $H_{0}^{1}(\Omega)arrow L^{2}(\Omega)$ は連続的に Fr\’echet 微分可能であり,
Fr\’echet 微分 $\partial_{y}F(y)$ の $y=\psi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ における値は, 掛け算作用素

$\partial_{y}F(\psi)h(x)=F’(\psi(x))h(x)$ $a.e$ . $x\in\Omega$ , $\forall h\in H_{0}^{1}(\Omega)$ (37)

で与えられる. さらに, Fr\’echet 微分 $\partial_{y}F(y)$ は $\mathcal{L}(H_{0}^{1}(\Omega), L^{2}(\Omega))$ 上で $y$ に関してノルム

連続になり, 次の評価が成りたつ:

$\Vert\partial_{y}F(\psi+h)-\partial_{y}F(\psi)\Vert_{\mathcal{L}(H_{0}^{1}(\Omega),L^{2}(\Omega))}\leq C\Vert h\Vert^{\rho}$ , $\forall\psi,$ $h\in H_{0}^{1}(\Omega)$ . (3.8)

$||\partial_{y}F(\psi)\Vert_{\mathcal{L}(H_{0}^{1}(\Omega),L^{2}(\Omega))}\leq C$, $\forall\psi\in H_{0}^{1}(\Omega)$ . (3.9)
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(証明の概略) H\"older不等式と次の埋め込み定理を使って, Fr\’echet 微分を計算する.

$H_{0}^{1}(\Omega)\llcornerarrow L^{q}(\Omega),$ $\forall q<\infty$ $(n=1,2)$ ; $q=2n/(n-2)$ $(n\geq 3)$ .

Proposition 3.1を用いて, 解写像 $q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(O, T)$ の G\^ateaux 微分可能性を示す
事ができる.

Theorem 3.2 $(H1),$ $(H2)$ を仮定し, 空間次元 $n$ が条件 (3.6) を満足すると仮定する. こ

のとき, 解写像 $q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(O, T)$ は,Ga^teaux微分可能であり解 $y(q)$ の $q=q^{*}=$

$(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ での, 方向 $\overline{q}=(\overline{a}, \overline{b},\overline{c})\in \mathcal{P}$ における G\^ateaux微分 $z=Dy(q^{*})\overline{q}$ は, 次の変分方
程式の弱解になる.

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}z}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot((a^{*2}(x)+a_{0})\nabla z+(b^{*2}(x)+b_{0})\nabla\frac{\partial z}{\partial t})=c^{*}(x)\partial_{y}F(y^{*})z+\mathcal{F}(\overline{q}) in Q,z=0 on \Sigma, z(O, x)=0, \frac{\partial z}{\partial t}(0, x)=0 in \Omega. \end{array}$

(3.10)
ここで $y^{*}=y(q^{*})$ であり

$\mathcal{F}(\overline{q})=\nabla\cdot(2a^{*}\overline{a}\nabla y^{*}+2b^{*}\overline{b}\nabla\frac{\partial y^{*}}{\partial t})+\overline{c}F(y^{*})$ . (3.11)

(証明の方針) パラメータ $q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ と $\overline{q}=(\overline{a}, \overline{b},\overline{c})$ を固定する. 任意の $\lambda\in$

$[-1,1],$ $\lambda\neq 0$ に対し,

$q_{\lambda}=q^{*}+\lambda\overline{q}=(a^{*}+\lambda\overline{a}, b^{*}+\lambda\overline{b}, c^{*}+\lambda\overline{c})$

とおく. また,
$y_{\lambda}=y(q_{\lambda})$ , $y^{*}=y(q^{*})$ , $z_{\lambda}= \frac{y_{\lambda}-y^{*}}{\lambda}(\lambda\neq 0)$

とする. 次の 3つの Step に分けて, 証明を実行する.

Step 1. (3.10) の弱解 $z$ の存在と一意性を示す.

Step 2. $\{z_{\lambda}\}$ の $W(O, T)$ における有界性を示す.
Step 3. $z_{\lambda}-z$ の $W(O, T)$ における $0$ への強収束性を示す.

Step 3において, $\{z_{\lambda}\}$ の弱極限が (3.10) の弱解 $z$ に強収束することをエネルギー等式と
Proposition 3.1を用いて示す. その際, 非線形項の差 $F(y_{\lambda})-F(y^{*})$ の処理に Fr\’echet 微
分に関する積分型平均値定理を用いる. 強収束性を示すにかなり面倒な計算が必要になる.
詳しい解析は略す.

解写像 $q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(O, T)$ は, R\’echet 微分可能ではない. しかし, 次の定理を示
す事ができる.
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Theorem 3.3定理 3.2の仮定の下で, 解 $y(q)$ の $q=q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ での, 方向 $\overline{q}=$

$(\overline{a}, \overline{b}, \overline{c})\in \mathcal{P}$ における G\^ateaux微分 $z=Dy(q^{*})\overline{q}$ は, 次の $\alpha$次収束性

$\frac{\Vert y(q^{*}+\overline{q})-y(q^{*})-Dy(q^{*})\overline{q}\Vert_{W(0,T)}}{\Vert\overline{q}\Vert_{\mathcal{P}}^{\alpha}}arrow 0$ as $\Vert\overline{q}\Vert_{\mathcal{P}}.arrow 0$ (3.12)

を持つ. ここで, $\alpha$ は $0< \alpha<\frac{1}{2}$ を満たす任意の指数である.

4 最適パラメータの存在とその必要条件

(3.1) に対する同定問題のコストを, 分布-終端値観測から得られる次の 2次コストで与
える.

$J(q)$ $= \int_{Q}|y(q)-z_{d}|^{2}dxdt+\int_{\Omega}|y(q;T)-z_{d}^{T}|^{2}dx$,

$\int_{0}^{T}|y(q;t)-z_{d}(t)|^{2}dt+|y(q;T)-z_{d}^{T}|^{2}$ , $\forall q=(a, b, c)\in \mathcal{P}_{ad}$ . (4.1)

ここで, $z_{d}\in L^{2}(Q)=L^{2}(0, T;L^{2}(\Omega)),$ $z_{d}^{T}\in L^{2}(\Omega)$ {は $y(q)$ の理想分布および終端値とす
る. 許容集合 $\mathcal{P}_{ad}$ を $\mathcal{P}=L^{\infty}(\Omega)^{3}$ の閉凸部分集合として, コスト (4.1) に対し次の 2つの

問題を解こう.

(i) $\inf_{q\in \mathcal{P}_{ad}}J(q)=J(q^{*})$ となる最適解 $q^{*}\in \mathcal{P}_{ad}$ の存在を示せ.

(ii) 最適解 $q$ が存在するとして, その特徴づけを求めよ.

問題 (i) については, $\mathcal{P}_{ad}$ に次の条件をおく.

$\mathcal{P}_{ad}$ は, $L^{\infty}(\Omega)^{3}$ におけるコンパクト集合である.

問題 (ii) については, $q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ の必要条件を与える. そのためには, コスト $J(q)$ の

$q^{*}$ における G\^ateaux 微分可能性と $q^{*}$ の必要条件

$DJ(q^{*})(q-q^{*})\geq 0$ , $\forall q\in \mathcal{P}_{ad}$ (4.2)

の解析が必要になる. ここで, $DJ(q^{*})(q-q^{*})$ は $J(q)$ の $q=q^{*}$ における $q-q^{*}$ 方向^の

G\^ateaux微分である. Theorem 3.2により 解写像 $q\in \mathcal{P}arrow y(q)\in W(0, T)$ は, G\^ateaux

微分可能となり, 従って $J(q)$ は実際に G\^ateaux 微分可能であり, その必要条件 (4.2) は,

変分方程式 (3.10) の解 $z$ で記述可能である.
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4.1 最適パラメータの存在

問題 (i) を考える. 連続な埋め込み

$W(O, T)\mapsto C([0, T];L^{2}(\Omega))\cap L^{2}(0, T;L^{2}(\Omega))$ (43)

に注意すると, Theorem 3.1から次の存在定理が示される.

Theorem 4.1 $\mathcal{P}_{ad}\subset \mathcal{P}=L^{\infty}(\Omega)^{3}$ がコンパクトならば, コスト (4.1) に対する少なくと
も一つの最適パラメータ $q^{*}\in \mathcal{P}_{ad}$ が存在する.

(証明) コスト $J$ の最小化列 $\{y(q_{n})\},$ $q_{n}\in \mathcal{P}_{ad}$ をとる. $\mathcal{P}_{ad}$ はコンパクトなので, $q_{nk}arrow$

$q^{*}$ in $\mathcal{P}$ となる部分列 $\{q_{nk}\}$ と $q^{*}\in \mathcal{P}_{ad}$ がとれる. このとき, Theorem 3.1 により,
$y(q_{nk})arrow y(q^{*})$ in $W(O, T)$ が言えて,

$\inf_{q\in d}J(q)=\lim_{n\infty}J(q_{n})=J(q^{*})$

となり, $q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ は求める最適パラメータである.

Remark 4.1 $\mathcal{P}_{ad}$ が $P>n$ として $W^{1,p}(\Omega)^{3}$ の有界閉集合ならば, $\mathcal{P}_{ad}$ は $L^{\infty}(\Omega)^{3}$ でコン

パクトである.

Remark 4.2 $z_{d}\in L^{2}(0, T;H_{0}^{1}(\Omega))$ として, 速度観測から得られる次の 2次コスト $J(q)$

に対しても, 最適パラメータ $q^{*}\in \mathcal{P}_{ad}$ は存在する.

$J(q)=\Vert y’(q)-z_{d}\Vert_{L^{2}(0,T;H_{0}^{1}(\Omega))}^{2}$ .

4.2 最適性の必要条件

$\mathcal{P}_{ad}$ を $\mathcal{P}$ の閉凸集合とし, $q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ を $\mathcal{P}_{ad}$ 上のコスト $J(q)$ の最適パラメータと
する. 問題 (ii) を解決するためには, 最適パラメータ $q^{*}$ の必要条件 (4.2) を適当な随伴系
の言葉で書き変える必要がある. コスト (4.1) に対する $q^{*}$ の最適性の必要条件 (4.2) は,
次のように書き直される.

$\int_{0}^{T}(y(q^{*};t)-z_{d}(t), z(t))dt+(y(q^{*}; T)-z_{d}^{T}, z(T))\geq 0$ , $\forall q\in \mathcal{P}_{ad}$ . (4.4)

ここで, $z=Dy(q^{*})(q-q^{*})$ は, $\overline{q}=q-q^{*}$ とした時の変分方程式 (3.10) の弱解である.
必要条件 (4.4) を適切に記述するため, 次の随伴系を導入する. 即ち随伴解 $P=p(q^{*})$

は, 次の線形終端値問題の弱解として定義される.

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}p}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot((a^{*2}(x)+a_{0})\nabla p+(b^{*2}(x)+b_{0})\frac{\partial p}{\partial t}) =\partial_{y}F(y^{*})’(c^{*}(x)p)+y^{*}-z_{d} in Q,p=0 on \Sigma, p(T, x)=0, \frac{\partial p}{\partial t}(T, x)=-(y^{*}(T, x)-z_{d}^{T}(x)) in \Omega. \end{array}$ (4.5)
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ここで, $y^{*}=y(q^{*})$ であり, $\partial_{y}F(y^{*})’$ は Frechet微分 $\partial_{y}F(y^{*})$ の共役作用素を表す. 条件

$y^{*}-z_{d}\in L^{2}(Q)=L^{2}(0, T;L^{2}(\Omega))$ , $y^{*}(T)-z_{d}^{T}\in L^{2}(\Omega)$ (4.6)

に注意すると, (4.5) は唯 1つの弱解 $P$ を持つ事がわかる.

Theorem 4.2最適パラメータ $q^{*}=(a^{*}, b^{*}, c^{*})$ は, 次の 2つの方程式系および 1つの変
分不等式により特徴づけられる.

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}y^{*}}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot((a^{*2}(x)+a_{0})\nabla y^{*}+(b^{*2}(x)+b_{0})\frac{\partial y^{*}}{\partial t})=c^{*}(x)F(y^{*})+f in Q,y^{*}=0 on \Sigma, y^{*}(O, x)=y_{0}(x), \frac{\partial y^{*}}{\partial t}(0, x)=y_{1}(x) in \Omega. \end{array}$ (4.7)

$\{\begin{array}{ll}\frac{\partial^{2}p^{*}}{\partial t^{2}}-\nabla\cdot((a^{*2}(x)+a_{0})\nabla p^{*}+(b^{*2}(x)+b_{0})\frac{\partial p^{*}}{\partial t}) =\partial_{y}F(y^{*})’(c^{*}(x)p)+y^{*}-z_{d} in Q,p^{*}=0 on \Sigma, p^{*}(T,x)=0, \frac{\partial p}{\partial t}(T, x)=-(y^{*}(T, x)-z_{d}^{T}(x)) in\Omega. \end{array}$ (4.8)

2 $\int_{Q}\nabla p^{*}\cdot(a^{*}(a-a^{*})\nabla y^{*}+b^{*}(b-b^{*})\nabla\frac{\partial y^{*}}{\partial t})dxdt-\int_{Q}p^{*}(c-c^{*})F(y^{*})dxdt\leq 0$,

$\forall q=(a, b, c)\in \mathcal{P}_{ad}$ . (4.9)

ここで, $y^{*}=y(q^{*}),$ $p^{*}=p(q^{r})$ である.

(証明の方針) (4.8) に (3.10) の解 $z$ を掛けて部分積分を実行し, 必要条件 (4.4) を書き直す.

最適必要条件 (4.9) の応用として, 次の Bang-Bang 原理を導く事ができる. 許容集合
$\mathcal{P}_{ad}$ として, 積集合

$\mathcal{P}_{ad}=\mathcal{P}_{ad}^{a}\cross \mathcal{P}_{ad}^{b}\cross \mathcal{P}_{ad}^{c}$ , $\mathcal{P}_{ad}^{a},$
$\mathcal{P}_{ad}^{b},$ $\mathcal{P}_{ad}^{c}\subset L^{\infty}(\Omega)$ . (4.10)

を取る. このとき, 必要条件 (4.9) は次の 3つの条件と同値である.

$\int_{Q}\nabla p^{*}\cdot(a^{*}(a^{*}-a)\nabla y^{*})dxdt\geq 0’$ , $\forall a\in \mathcal{P}_{ad}^{a}$ . (4.11)

$\int_{Q}\nabla p^{*}\cdot(b^{*}(b^{*}-b)\nabla y^{n\prime})dxdt\geq 0$, $\forall b\in \mathcal{P}_{ad}^{b}$ . (4.12)

$\int_{Q}(c-c^{*})p^{*}F(y^{*})dxdt\geq 0$ , $\forall c\in \mathcal{P}_{ad}^{c}$ . (4.13)

特に $c^{*}$ に対する最適条件 (4.13) を考察する. そのため, $\gamma_{0},$
$\gamma_{1}\in L^{\infty}(\Omega)$ として

$\mathcal{P}_{ad}^{c}=\{c(x) : \gamma_{0}(x)\leq c(x)\leq\gamma_{1}(x)a.e. x\in\Omega\}$ (4.14)
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とおく. (4.13) より Lebesgue の収束定理を用いて, $a.e$ . $t\in[0, T]$ に対し

$\int_{\Omega}(c(x)-c^{*}(x))p^{*}(t, x)F(y^{*}(t, x))dx\geq 0$ , $\forall c\in \mathcal{P}_{ad}^{c}$ (4.15)

が成りたつ事がわかる. 上の不等式 (4.15) の成りたつ $t$ を固定する. このとき $c^{*}$ につい

ての次の Bang-Bang 原理が導かれる. 即ち, $a.e$ . $x\in\Omega$ に対し,

$\{\begin{array}{ll}p^{*}(t, x)F(y^{*}(t, x))>0 \text{ならば}, c^{*}(x)=\gamma_{0}(x),p^{*}(t, x)F(y^{*}(t, x))<0 \text{ならば}, c^{*}(x)=\gamma_{1}(x)\end{array}$ (4.16)

が導かれる. $a^{*},$ $b^{*}$ についても (4.11), (4.12) から同様の Bang-Bang 原理が示される.
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