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1 多重ゼータ値の和公式
よく知られたリーマンゼータ関数 $\zeta(z)$ の自然数 $k>1$ における値 $\zeta(k)$

はリーマンゼータ値と呼ばれる :

$\zeta(k):=\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{m^{k}}=\frac{1}{1^{k}}+\frac{1}{2^{k}}+\frac{1}{3^{k}}+\cdots$ .

指数 $k$ を多重指数 $k:=$ $(k_{1}, \cdots, k_{n})\in N^{\mathfrak{n}}$ に拡張したものを考える. 多
重指数 $k=$ $(k_{1}, \cdots, k_{n})$ は $k_{1}\geq 2$ であるとき許容的である (admissible) と

いう. 許容的な多重指数為に対し収束級数の値として多重ゼータ値が定
義される:

$\zeta(k):=$
$\sum_{m_{1}>\cdots>m_{n},m_{1},\cdots,m_{n}\in N}\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{n}^{h}}$

.

また, 上の定義の方法と異なる, 等号付き多重ゼータ値も定義すること
が出来る:

$\zeta^{*}(k):=$
$\sum_{m_{1}\geq\cdots\geq m_{n},m_{1},\cdots,m_{1}\in N},\frac{1}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$

.

この 2種類の多重ゼータ値間には有理数係数の線型関係式がある. 例
えば,

$\zeta(3,2)=\frac{1}{2^{3}1^{2}}+\frac{1}{3^{3}1^{2}}+\frac{1}{3^{3}2^{2}}+\cdots$

であるが,

$\zeta^{*}(3,2)$ $=$ $\frac{1}{1^{3}1^{2}}+\frac{1}{2^{3}1^{2}}+\frac{1}{2^{3}2^{2}}+\frac{1}{3^{3}1^{2}}+\frac{1}{3^{3}2^{2}}+\frac{1}{3^{3}3^{2}}+\cdots$

$=$ $\zeta(3,2)+\zeta(5)$

となることが容易に分かる.
多重指数 $k=(k_{b}, \cdots, k_{n})\in N^{n}$ について, $k:=k_{1}+\cdots+k_{n}$ を $k$ の重

さ (weight), $n$ を深さ (depth), $k_{i}\geq 2$ なる $k_{i}$ の個数 $s$ を高さ (height) と
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呼ぶ. 重さ $k$ , 深さ $n$ , 高さ $s$ の許容的多重指数全体の集合を $I_{0}(k, n, s)$

で表す. また, $I_{0}(k, n):=\cup I_{0}(k, n, s)$ とおく.

すると, 多重ゼータ値 $\zeta(k)s$
$\zeta^{*}(k)$ それぞれに関する和公式 (Sum for-

mula) が以下で与えられる.

定理 (和公式) (i) $k>n>0$ なる整数において, 多重ゼータ値 $\zeta(k)$

とゼータ値 $\zeta(k)$ との間に

$\sum_{k\in I_{0}(k,n)}\zeta(k)=\zeta(k)$
(1)

なる関係式が成立する.

00 $k>n>0$ なる整数において, 等号付き多重ゼータ値ぐ (k) とゼー
タ値 $\zeta(k)$ との間に

$\sum_{k\in I_{0}(k,n)}\zeta^{*}(k)=(\begin{array}{ll}k -1n -1\end{array}) \zeta(k)$ (2)

なる関係式が成立する.

この公式は本質的には A. Granville[l] と D. Zagier[8] が最初に証明し,

多重ゼータ値全体の張る $Q$-代数の構造を研究する上で要となっている定
理である. 現在までに数通りの別証明が知られている ([4],[6],[7], etc.).

本稿の目的は微分方程式を用いた別証明を与える事である.

2 母関数と微分方程式
まず, パラメーター $t$ と多重指数 $k:=(k_{1}, \cdots, k_{n})\in N^{\mathfrak{n}}$ に対して形式

的幕級数

$K_{k}(t):= \sum_{m_{1}>,.\cdots>m_{n}m_{1},\cdot\cdot,m_{n}\in N}\frac{t^{m_{1}}}{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$

を考える. 多重指数 $k$ が許容的であるとき $t$の幕の各係数は収束し, また

右辺は任意の多重指数 $k$ と $|t|<1$ なる $t\}^{}$.対して収束する. さらに, 多

重指数 $k$ が許容的であるとき

$\lim_{tarrow 1}K_{k}(t)=\zeta(k)$
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が成り立っ. 次に, 自然数 $k,$ $n,$ $s$ に対して

$G_{0}(k,n,s;t)$
$:= \sum_{k\in I_{0}(k,n,s)}K_{k}(t)$

とおき, この $G_{0}(k, n, s;t)$ の母関数を

$\Phi_{0}(x,y,z;t)$
$:= \sum_{k,\mathfrak{n},\epsilon}G_{0}(k,n,s;t)x^{k-n-s}y^{n-s}z^{2\epsilon-2}$

により定める.
また, 同様にして,

$t^{m_{1}}$

$K_{k}^{*}(t)$ $:=$
$\sum_{m_{1}\geq\cdots\geq m,m_{1},\cdots,m_{n}\in\dot{N}}\overline{m_{1}^{k_{1}}\cdots m_{n^{n}}^{k}}$

’

$G_{0}^{*}(k,n,s;t):= \sum_{k\in I_{0}(k,n,s)}K_{k}^{*}(t)$
,

$\Phi_{0}^{*}(x,y,z;t):=\sum_{k,n,s}G_{0}^{*}(k,n,s;t)x^{k-n-s}y^{n-s_{Z}2\epsilon-2}$

と定める.

命題 (i) 母関数 $\Phi_{0}$ は微分方程式

$t(1-t)\Phi_{0}’’+\{(1-t)(1-x)-yt\}\Phi_{0}’+(xy-z^{2})\Phi_{0}=1$ (3)

を満たす. 逆にこの微分方程式の $t=0$ における正則解で $\Phi_{0}(x, y, z;0)=0$

となるものは $\Phi_{0}$ に限る.

(ii) 母関数 $\Phi_{0}^{*}$ は微分方程式

$t^{2}(1-t)\Phi_{0}^{*\prime\prime}+t\{(1-t)(1-x)-y\}\Phi_{0}^{*\prime}+(xy-z^{2})\Phi_{\dot{0}}=t$ (4)

を満たす. 逆にこの微分方程式の $t=0$ における正則解は $\Phi_{0}^{*}$ に限る.

微分方程式 (3) は同で与えられた. 同様に微分方程式 (4) も導くこと
ができる.
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3 和公式の微分方程式を用いた証明一概略一
1 $Q$ 和公式 (i)
$\Phi_{0}(x, y, z;t)$ にて $z^{2}=xy$ とおいたものを $\tilde{\Phi}_{0}(x, y;t)$ で表す: この $\tilde{\Phi}_{0}(x, y;t)$

の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数を $g(t)_{k-n-1,n-1}$ とおくと,

$g(t)_{k-n-1,n-1}$ $= \sum_{l}G_{0}(k,n,s;t)$

$= \sum_{s}\sum_{k\in I_{0}(k,n,s)}K_{k}(t)$

$\sum_{k\in I_{0}(k,n)}K_{k}(t)$ $arrow\sum_{k\in I_{0}(k,n)}\zeta(k)$
$(tarrow 1)$

となり, これは和公式 (i) の左辺である.
ところで微分方程式 (3) にて $z^{2}=xy$ とおいたもの, つまり $\tilde{\Phi}_{0}$ の満た

す微分方程式の解で, $t=0$ において正則な解 $\tilde{\Phi}_{0}$ を, 微分方程式を解く
ことによって求める. 微分方程式の階数を下げるため $u=\tilde{\Phi}_{0}’$ とおくと $u$

に対する微分方程式

$t(1-t)u’+\{(1-t)(1-x)-yt\}u=1$

が得られる. この微分方程式の一般解は

$u=ct^{-(1-x)}(1-t)^{-y}+ \frac{(1-t)^{-y}}{1-x}F(1-x,1-y;2-x;t)$

で与えられるが, $t=0$ で正則な解は $c=0$ として得られる. 従って

$\tilde{\Phi}_{0}(x, y;t)=\frac{1}{1-x}\int_{0}^{t}(1-s)^{-y}F(1-x, 1-y;2-x;s)ds$

と表される.
その解 $\tilde{\Phi}_{0}$ の $x^{k-n-1}y^{\mathfrak{n}-1}$ の係数 $g(t)_{k-n-1,n-1}$ を計算し $t$ を 1に近付け

た値を求めたい. その値は, Abel の定理より解 $\tilde{\Phi}_{0}(x$ , y;のにて先に $t$ を 1
に近付けたもの $\tilde{\Phi}_{0}(x, y;1)$ の $x^{k-\mathfrak{n}-1}y^{n-1}$ の係数と一致することより求め
られる.

$\tilde{\Phi}_{0}(x, y;1)=\frac{1}{1-x}\int_{0}^{1}(1-s)^{-y}F(1-x, 1-y;2-x;s)ds$ .

ここで $F(1-x, 1-y;2-x;s)$ は超幾何級数であるが, これを先に項別
積分して

$\tilde{\Phi}_{0}(x, y;1)=\sum_{h=0}^{\infty}\frac{1}{(h+1-x)(h+1-y)}$
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と求まり, この $\tilde{\Phi}_{0}(x, y;1)$ の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数を計算すると $\zeta(k)$ になる.

これは和公式 (i) の右辺である. これにより和公式 (i) が示された.

2 $0$ 和公式 $(i\dot{1})$

$\Phi_{0}^{*}(x, y, z;t)$ にて $z^{2}=xy$ とおいたものを $\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x, y;t)$ で表す. この $\tilde{\Phi}_{0}^{*}$

の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数 $g^{*}(t)_{k-n-1,n-1}$ を計算し $t$ を 1に近付けた値は和公式
(ii) の左辺

$\sum_{k\in I_{0}(kn)}$

,
$\zeta^{*}(k)$ である.

微分方程式 (4) にて $z^{2}=xy$ とおいたもの, つまり $\tilde{\Phi}_{0}^{r}$ の満たす微分方
程式の解で, $t=0$ において正則な解 $\tilde{\Phi}_{0}^{*}$ を, 微分方程式を解くことによっ
て求める. 微分方程式の階数を下げるため $u^{*}=\tilde{\Phi}_{0}^{*\prime}$ とおくと $u^{*}$ に対する
微分方程式

$t(1-t)u^{*\prime}+\{(1-t)(1-x)-y\}u^{*}=1$

が得られる. この微分方程式のと一般解は

$u^{*}=ct^{-(1-x-y)}(1-t)^{-y}+ \frac{(1-t)^{-y}}{1-x-y}F(1-x-y,1-y;2-x-y;t)$

で与えられるが, $t=0$ で正則な解は $c=0$ として得られる. 従って

$\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x,y;t)=\frac{1}{1-x-y}\int_{0}^{t}(1-s)^{-y}F(1-x-y, 1-y;2-x-y;s)ds$

と表される.
その解 $\tilde{\Phi}_{0}^{*}$ の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数 $g^{*}(t)_{k-n-1,n-1}$ を計算し $t$ を 1に近付け

た値を求めたい. その値は, Abelの定理より解 $\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x, y;t)$ にて先に $t$ を 1

に近付けたもの $\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x, y;1)$ の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数と一致することより求め
られる.

$\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x, y;1)=\frac{1}{1-x-y}\int_{0}^{1}(1-s)^{-y}F(1-x-y, 1-y;2-x-y;s)d_{8}$ .

ここで $F(1-x-y, 1-y;2-x-y;s)$ は超幾何級数であるが, これを先
に項別積分して

$\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x,y;1)=\sum_{h=0}^{\infty}\frac{1}{(h+1-x-y)(h+1-y)}$

と求まり, この $\tilde{\Phi}_{0}^{*}(x, y;1)$ の $x^{k-n-1}y^{n-1}$ の係数を計算すると $(\begin{array}{ll}k -ln -1\end{array})\zeta(k)$

になる. これは和公式 (ii) の右辺である. これにより和公式 (ii) が示さ
れた.
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