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1 Intro.
ペストやマラリア, デング熱といった, 媒介生物のいる感染症の伝播モデルは,

1911年の Ross によるマラリアモデルの提出以降から今日まで盛んに研究されて
きた. しかし, これまでの研究は, 特に年齢構造の入ったモデルに関しては, 主に数
値シュミレーションを用いたものであり., 数学的な解析はほとんどなかった. そこ
で, 本研究では媒介生物のいる感染症の年齢構造化モデルを数学的に解析し, 定常
状態における平衡点の安定性について, 得られた結果を記述する.

2 モ $\overline{\gamma}^{\backslash }$ル

本論文では次の式で記述されるモデルを扱う. 但し、以下では $S_{t}\equiv\partial S/\partial t$ のよ

うに表わす:

$S_{t}(t, a)+S_{a}(t, a)=- \frac{\beta\pi i(t)}{\int_{0}^{\omega}P(t,a)da}S(t, a)-\mu(a)S(t, a)$ (1)

$I_{t}(t, a)+I_{a}(t, a)= \frac{\beta\pi i(t)}{\int_{0}^{\omega}P(t,a)da}S(t, a)-\alpha(a)I(t, a)-\mu(a)I(t, a)$ (2)

Eら (t, $a$) $+R_{a}(t, a)=\alpha(a)I(t, a)-\mu(a)R(t, a)$ (3)

$\frac{d}{dt}s(t)=b-\frac{\beta\hat{\pi}\int_{0}^{\omega}I(t,a)da}{f_{0}^{\omega}P(t,a)da}s(t)-\hat{\mu}s(t)$ (4)

$\frac{d}{dt}i(t)=\frac{\beta\hat{\pi}\int_{0}^{\omega}I(t,a)da}{\int_{0}^{\omega}P(t,a)da}s(t)-\hat{\mu}i(t)$ (5)

$S(t, 0)=B$ , $I(t, 0)=R(t, 0)=0$

但し, $S(t, a),$ $I(t, a),$ $R(t, a)$ はそれぞれ時刻 $t$ における $a$ 歳の感受性者密度, 感染

者密度, 免疫保持者密度 ( $a\in[0,\omega],$ $\omega$ はヒトの最高年齢), $s(l),$ $i(t)$ は時刻 $l$ にお

ける感受性ベクター数感染ベクター数である. $B,$ $b$ はそれぞれヒト, ベクターの
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出生率, $\mu(a)$ と $\hat{\mu}$ はそれぞれ $a$ 歳のヒト及びベクターの自然死率を表わす. 更に,
$\alpha(a)$ は $a$ 歳のヒトの回復率とし $(\alpha\in L^{1}(0, \omega),$ $\sup(\alpha)<+\infty)$ , 関数 $l,$ $\Gamma$ は各々
$l(a) \equiv\exp(-\int_{0}^{a}\mu(\sigma)d\sigma),$ $\Gamma(a)\equiv\exp(-\int_{0}^{a}\alpha(\sigma)d\sigma)$ で定義されるものとする. そ
して, $\beta$ はベクター 1個体が単位時間当たりに接触すろヒトの平均密度, $\pi$ は感染
ベクターと感受性者が接触した時の感染確率, $\hat{\pi}$ は感受性ベクターと感染者が接触
した時の感染確率である. 状態はヒトでは感受性者から感染者へ, そして免疫保持
者へと進み, ベクターでは感受性ベクターから感染ベクターへと進むとし, 病気が
感染するのは感受性者と感染者, または感染者と感受性者の接触においてのみとす
る. (1) と (2) の第 1項は感染ベクターが $a$ 歳の感受性者に接触し, 感染を起こす頻
度, すなわち単位時間当たりの $a$ 歳の新規感染密度を意味する. (4) の第 2項と (5)
の第 1項は感受性ベクターが感染者に接触し, 感染が起きる頻度, すなわち単位時
間当たりの新規ベクター数を表わす.
また, $a$ 歳のヒトの総人口 $P(t,, ’\iota)$ とベクターの総個体数 $p(t)$ のダイナミクスは

8$(t, a)+P_{a}(t, a)=-\mu(a)P(t, a)$

$P(t,0)=B$

$p’(f.)=b-\hat{\mu}p(t)$

で表わされ, 定常解は $P(t, a.)=Bl(a)\equiv P^{*}(a),$ $p(t)=b/\hat{\mu}\equiv p^{*}$ であるが, 本論
文ではこれらが共に定常状態に達していると仮定し, $S(t, a)+I(t, a)+R(t, a)=$
$P^{*}(a),$ $s(t)+i(t)=p^{*}$ とする. なお, このモデルでは潜伏期間と病死率は無視して
いる. また, ヒトが獲得した免疫は生涯保持されるとうる (例:黄熱).

3 解析結果
このモデルを解析した結果として,

$R_{0} \equiv./0\omega\int_{0}^{a}\frac{\beta\hat{\pi}}{\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da}p^{*}\frac{1}{\hat{\mu}}\frac{\beta\pi}{\int_{0}^{w}P^{*}(a)da}P^{*}(\sigma)\frac{\Gamma(a)}{\Gamma(\sigma)}\frac{l(a)}{l(\sigma)}d\sigma da$

で表わされる基本再生産数 (1人の感染者がベクターへの感染を通して発生させる
二次感染者の総数) が 1よりも大きいことと唯 1つの内部平衡点の存在の同値性が
導かれた. そして, 自明平衡点と内部平衡点の安定性については、それぞれ以下の
結果が得られた:

定理 3.1. $R_{O}<1$ ならば自明平衡点は大域的に漸近安定である.

この定理の証明は、以下の 2段階に分けられる.
まず、 1段階目として $R<1$ の時の自明平衡点が局所漸近安定性を示す. 方

程式系 (1)$-(5)$ から導かれる自明平衡点での特性方程ずを導くと、以下の式が得ら
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れる :

$(L(z)\equiv)/0\omega_{1_{0}^{Q}e^{-z(0,-\sigma)}\frac{\Gamma(a)}{\Gamma(\sigma)}\frac{l(a)}{l(\sigma)}P^{*}(\sigma)d\sigma da\frac{\beta^{2}\pi\hat{\pi}}{(\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da)^{2}}p^{*}\frac{1}{z+\hat{\mu}}=1}$

$L(z)$ . は $z>-\hat{\mu}$ で単調減少、 $z\uparrow+\infty$ で $L(z)arrow 0$、 $z\downarrow-\hat{\mu}$ で $L(z)arrow+\infty$ とな
る. 特に、 $L(O)=R0$ なので、 &<1ならばこの特性方程式の実根 $z_{0}$ が負となる
ことが分かる.

図 1: $L$ の概形

また、他の根 $z=x+iy$ についても、$y\neq 0$ と $L(z)=1$ を用いると、 $L(x)>L(z_{0})$

すなわち $X<z_{0}$ が示される.
そして次に、方程式系 (1)$-(5)$ において、特に $S(t, a)=P^{*}(a)$ としたものとそ

うでないものを比べると、比較定理から、方程式系 (1)$-(5)$ の一般的な解を $I_{1},$ $i_{1}$
、

特に $S(t, 0_{l})=P^{*}(a)$ としたものの解を $I_{2},$ $i_{2}$ とすると

$I_{1}(t, a)\leq\Gamma_{2}(t,a)$

$i_{1}(t)\leq i_{2}(t)$

が分かり、 自明平衡点の局所漸近安定性から $tarrow+\infty$ で $I_{1}(t, a),$ $i_{1}(t)arrow 0$ 、 と

なるので、上の定理が成り立っ.

また、 $R>1$ の時の内部平衡点の安定性については、 次が成り立つ.

定理 3.2. $R_{0}>1$なら唯一つの内部平衡点が存在し、 さらに $1> \int_{0}^{\omega}e^{\theta(\omega-l)}\alpha(\eta)(\Gamma(\omega)/\Gamma(\eta))d\eta$

ならばその内部平衡点は局所漸近安定となる但し, $\theta\equiv\beta\pi i^{*}/\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da$ である.

31



これを示すために、 まず自明平衡点の場合と同様、 内部平衡点での特性方程式
を立てると、

$(H(z)\equiv)\mathcal{L}[J*K](z)=1$

となる. ただし、 $\theta\equiv\beta\pi i^{*}/\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da$
、

$\hat{\theta}\equiv\beta\hat{\pi}\int_{0}^{v}I^{*}(a)da/\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da$ で、 $J,$ $K$

はそれぞれ以下の関数であり、

$J( \xi, \theta)=\frac{\beta^{2}\pi\hat{\pi}s^{*}}{(\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da)^{2}}\int_{0}^{\omega-\xi}\tilde{S}^{*}(\sigma)\frac{\Gamma(\xi+\sigma)}{\Gamma(\sigma)}l(\xi+\sigma 1(1-\theta\int_{\sigma}^{\sigma+\xi}e^{-\theta(\eta-\sigma)_{\frac{\Gamma(\sigma)}{\Gamma(\eta)}d\eta})d\sigma}$

$K(\xi,\hat{\theta})=e^{-(\dot{\mu}+\hat{\theta})\xi}$

$\mathcal{L}[J*K]$ は $J,$ $K$ の $\xi$ についての畳み込み積を Laplace 変換したものを表わす.
以下、 $J*K$ が正になる条件を求め、特性方程式の実部最大の根が負となるの
はどんな時かを考える. $K>0$ . なので、 $J$ が正となる条件を調べればよいが、 こ

れについては以下の補題が成り立っ:

補題 3.1.

$1> \cdot/0\omega e^{\theta(w-\eta)}\alpha(\eta)\frac{\Gamma(\omega)}{\Gamma(\eta)}d\eta$ (6)

ならば、. $J>0$ である.

さて、 $H(z)$ は決め方から $z>-(\hat{\mu}+\hat{\theta})$ で単調減少で、

$\lim_{z+\infty}H(z)=0$

$\lim_{z\downarrow-\hat{\mu}-\hat{\theta}}H(z)=+\infty$

である. ここで、 更に次の補題:

補題 3.2. $R_{0}>1$ のとき

$\frac{\beta^{2}\pi\hat{\pi}}{(\int_{0}^{\omega}P^{*}(a)da)^{2}}s^{*}\mathcal{L}[J_{1}]|_{z=0}=\hat{\mu}$

が成り立っ.

を使うと $H(0)<1$ が分かる. よって、 $R_{0}>1$ ならばこの特性方程式の実根は唯
1 つ、 負のものだけが存在し ( $z^{*}$ とおく)、 他の根 $z=x+iy$ についても、 $y\neq 0$

と $H(z)=1$ を用いることにより $H(x)>H(z^{*})$ 、 すなわち $x<z^{*}$ . がいえる.
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図 2: $H$ の概形

4 結果の生物学的解釈
まず、得られた基本再生産数ゐ

$R_{O}= \int_{0}^{\omega}\int_{0^{\frac{\beta\hat{\pi}}{\int_{0}^{w}P^{*}da}p^{*}\frac{1}{\hat{\mu}}\frac{\beta\pi}{\int_{()}^{\omega}P^{*}da}P^{*}(\sigma)_{\overline{I}}\frac{(a)}{\urcorner(\sigma)}.\frac{l(a)}{l(\sigma)}d\sigma da}}^{a.v}$

の生物学的な意味を考える. 感染症のない集団に 1人の感染者が侵入したとす
ると、 それにより作られる感染ベクターは $\beta\hat{\mu}p^{*}/\int_{0}^{w}P^{*}da$ である. そして、 そ

れらのベクターの平均感染期間は $1/\hat{\mu}$ であり、各ベクター 1個体当たりが作る
$\sigma$ 歳の新規感染者は $\beta\pi P^{*}(\sigma)/\int_{0}^{\omega}P^{*}da$

、 それらが $a$ 歳まで治らず亡くなりもし
ない確率が $\Gamma(a)l(a)/\Gamma(\sigma)l(\sigma)$ なので、 1感染ベクターが作る $a$ 歳の感染者は
$\beta\pi P^{*}(\sigma)\Gamma(a)l(a)/(\int_{0}^{w}P^{*}da\Gamma(\sigma)l(\sigma))$ となる. これを年齢について積分したものが
$R_{0}$ なので、 馬は「病気のない状態に侵入した感染者 1人当たりが作る二次感染
者の総数」 と解釈できる. 同様に、 1個体の感染ベクターの侵入から考えて、「病
気のない状態に侵入した感染ベクター 1個体当たりが作る二次感染ベクターの総
数」 ということもできる.
また、 &>1のときの内部平衡点が局所漸近安定になるための十分条件

$1> \int_{0}^{\omega}e^{\theta(\omega-\eta)}\alpha(\eta)\frac{\Gamma(\omega)}{\Gamma(\eta)}d\eta$ (7)

は $i^{*},\overline{\alpha}$ が十分に小さいときに成り立っが、 これは生物学的には「非自明な定常状
態における感染ベクター密度が小さ $\langle$

、 回復率の小さい病気ならば、 内部平衡点
が局所漸近安定になる」 と解釈することができる.
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5 今後の課題
今後の課題としては, まず, 定理 3.2の条件が成り立っていないときの内部平衡
点の安定性の解析が挙げられる. しかしながら, これは非常に複雑な問題であり,
不安定化の可能性も示唆されている [Thieme, 1991, Chi et al, 2000]. また, 潜伏期
間や免疫の減衰, 病死率を加えたモデルを考察することも, 現実問題を扱う上で重
要である. 但し, この場合も解析はより困難になると予想される.
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