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1 はじめに

今回の講演ではベビーモンスター $\mathbb{B}$ の $2A$ 元に関する性質をベビーモンスター頂点作
用素代数を調べることによって、 モンスター $M$ の $2A$ 元及びムーンシャイン頂点作用素
代数の性質から帰納的に導く話をさせて頂きました。この研究の動機は $M$ に現れる $E_{8}$

図形の研究 (cf. [Mc, LYYI, LYY2, LM, $S]$ ) の類似を $\mathbb{B}$ と $E_{7}$ の場合について求めること
でした。当初は $M$ と $E_{8}$ の場合の話を逐一 $\mathbb{B}$ と $E_{7}$ の場合に置き換えて、愚直に研究し

ようと考えていましたが、 この研究の鍵となる $M$ の $2A$ 元と $V^{\natural}$ のイジング元の間の宮
本の自己同型による一対一対応のベビーモンスター版を示した際に、ベビーモンスターの
$2A$ 元とモンスターの $2A$ 元の間には面白い帰納的構造があることが分かり、 かなり誇張
気味に言うとムーンシャイン頂点作用素代数の対称性としてのモンスターの理解が深まれ
ば、芋づる式にベビーモンスターの性質も示せることが分かりました。 これらの結果は表
向きはほとんど具体例の計算から得られたものですが、その計算の裏には頂点作用素代数
の深い理論が使われています。この研究は頂点作用素代数の理論を用いてモンスターに関
連する散在型の単純群が理解できる、もしくはそうしたい、 という目標を持って行われて
います。

*講演者

数理解析研究所講究録
第 1564巻 2007年 93-102 93



2 軸巾等元
$M$ をモンスター単純群, 磐を 196884次元グライス代数とします (cf. $[G$ , C])。磐は単

位元をもつ非結合的単純可換代数であり、Aut(B) $\simeq M$ です (cf. $[G,$ $C$ , GMS, $Ti]$ ) 。 M-
加群として磐は次のような既約分解を持ちます:

$\mathfrak{B}=\underline{1}+196883$ . (2.1)

ここで処は $m$ 次元の既約成分を表します。 $t\in M$ を $2A$ 元 [ATLAS] とすると、 その中
心化群はベビーモンスター単純群の二重被覆 $C_{M}(t)=2B$ であり、グライス代数磐は
$C_{M}(t)$ -加群として次のような既約分解を持ちます (cf. $[C$ , MN]):

$\mathfrak{B}=\underline{1}+\underline{1}+\underline{4371}+96255+\underline{96256}$ . (2.2)

この分解から不動点代数 $\mathfrak{B}^{\text{へ}(t)}$ は 2次元部分代数をなしており、ある巾等元 $e_{t}\in \mathfrak{B}^{C_{ht}(t)}$

が存在して磐の単位元 $1_{\mathfrak{B}}$ の直交巾等元分解 $1_{\mathfrak{B}}=e_{t}+(1-e_{t})$ (こ基づく単純分解
$\mathfrak{B}^{C_{M}(t)}=\mathbb{C}e_{t}\oplus \mathbb{C}(1_{\mathfrak{B}}-e_{t})\simeq \mathbb{C}\oplus \mathbb{C}$ が得られます。 [$C$ , MN] において $e_{t}$ の磐への作用
が計算されており、次のようになります 1:

$\mathfrak{B}$ $=$ $\underline{1}$ $+$ $\underline{1}+$ 4371 $+$ 96255 $+$ 96256
$ad(2e_{t})$ : $0$ 2 1/2 $0$ 1/16 (2.3)

$t$ : 1 1 1 1 $-1$

この表から、 $e_{t}$ の作用に関して磐を固有空間分解することによって、最初にとった $2A$

元 $t\in M$ が復元できることが分かります。即ち $M$ の $2A$ 元と $\mathfrak{B}$ の巾等元の間には対応
$M\ni t\mapsto*e_{t}\in \mathfrak{B}^{C_{M}(t)}$ があり、 これは単射になっています (cf. [C])。この事実がら、 $e_{t}$ は
$t$ の定める軸巾等元 (axial idempotent) と呼ばれます。

2.1 イジング元と宮本の自己同型

先ほどの軸巾等元の話を頂点作用素代数のレベルで再考察します。Frenkel et al. によっ
て構成されたムーンシヤイン頂点作用素代数 $V^{\natural}$ [FLM] は $V^{\mathfrak{y}}=\oplus_{n\geq 0}V_{n}^{\mathfrak{y}}$ と次数分解を持っ
ており、 ウェイト 2の部分空間 $V_{2}^{\natural}$ {こは砂の頂点作用素代数から誘導される可換代数構
造が入ります。 [FLM] において $Aut(V^{\natural})\simeq M$ となることが示されていますが、その証明
においてこの可換代数構造耀が Conway によって再構成されたグライス代数磐と同型
になるという事実が鍵となっています。同型磐 $\simeq V_{2}^{\natural}$ (こおいて $e_{t}$ を $2A$ 元 $t\in M$ の定
める磐の軸巾等元に対応する $V_{2}^{\natural}$ の元とすると、 $e_{t}$ は $V^{\natural}$ において中心電荷 1/2のヴィ
ラソロ元になっており、 $e_{t}$ の生成する部分代数 $Vir(e$のは単純ヴィラソロ頂点作用素代数
$L(1/2,0)$ と同型になります 2。軸巾等元を取る対応によって、 $M$ の $2A$ 元がらいの中心

$1\mathfrak{B}^{C_{1\hslash}(t)}$ の原始巾等元は $e_{t}$ と $1-e_{t}$ の二つあり, $\mathfrak{B}^{C_{f8}(t)}$ の巾等元の選び方は一意的ではありませんが、
これらは磐上異なる固有値を持つため、 (2.3) の固有値を持つ巾等元は一意に決まります。

2正確には $2e_{t}$ がヴィラソロ元になりますが、用語の乱用で $x^{2}=2x$ となる $x\in$ 噂を巾等元と呼ぷこ
とにすれば $x$ 自身がヴィラソロ元となります。
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電荷 1/2のヴィラソロ元が定まりますが、 この逆の対応も宮本の自己同型を考えること
によって与えることができます。

$V$ を一般の頂点作用素代数、 $e$ を $V$ のヴィラソロ元とします。 $e$ の生成する部分代数
$Vir(e)$ が $L(1/2,0)$ と同型になるとき、 $x$ をイジング元 (Ising vector)3と呼ぶことにします。
既約な $L(1/2,0)$ -加群は $L(1/2, h),$ $h\in\{0,1/2,1/16\}$ の三つであり、全ての $L(1/20)$ -加群は
完全可約です (cf. [DMZ, $W]$ )。そのため $V$ は Vir(e)-加群として次のような等型成分分解
を持ちます:

$V=V_{e}(0)\oplus V_{e}(1/2)\oplus V_{e}(1/16)$ (2.4)
ここで $V_{e}(h)$ は $L(1/2, h)$ と同型な Vir(e)-部分加群の和を表します。等形成分分解 (2.4)
に基づいて、 $V$ 上の線形変換 $\tau_{e}$ を

$\tau_{e}$ $:=\{\begin{array}{ll}1 on V_{e}(0)\oplus V_{e}(1/2)-1 on V_{e}(1/16)\end{array}$ (25)

と定めると、 これは頂点作用素代数の自己同型を定めます (cf. [Ml])。不動点部分代数
$V^{(\tau_{e}\rangle}=V_{e}(0)\oplus V_{e}(1/2)$ 上において線形変換 $\sigma_{e}$ を

$\sigma_{e}$ $:=\{\begin{array}{ll}1 on V_{e}(0)-1 on V_{e}(1/2)\end{array}$ (26)

と定めると、 これも $V^{(\tau_{e}\rangle}$ の自己同型を定めます (cf. [M1])。イジング元 $e\in V$ から定ま
る自己同型 $\tau_{e}\in Aut(V),$ $\sigma_{e}\in Aut(V^{(\tau_{c}\rangle})$ を合わせて富本の自己同型と呼びます。
話をムーンシャイン頂点作用素代数いに戻しましょう。 $e\in V^{\mathfrak{y}}$ をイジング元とする

とき、 $\tau_{e}\in Aut(V^{\natural})$ は必ず $M$ の $2A$ 元を定めることが知られています (cf. [Ma, $M1]$ ) 。
宮本の自己同型を対応させることで、イジング元から $2A$ 元が復元でき、これは $2A$ 元か
ら軸巾等元 $=$ イジング元をとる操作の逆になっています。そのため、 $M$ の $2A$ 元と脚
のイジング元の間には宮本の自己同型をとる操作によって一対一対応が成り立ちます。

定理 2.1. ( $[C$ , Ml]) $V^{\natural}$ のイジング元と $M=Aut(V^{\natural})$ の $2A$ 元の間には宮本の自己同型
$erightarrow\tau_{e}$ により一対一対応が成り立つ。

この一対一対応より、群 $M=Aut(V^{\natural})$ の性質を代数 $V^{\natural}$ 及びそのイジング元の性質か
ら導くことができ、多くの応用が知られています。その一つとして最近佐久間氏によって
示された 6-互換性の結果を紹介しましょう。

$V$ を $\mathbb{R}$ 上で定義された頂点作用素代数であって、 $V=\oplus_{n\geq 0}V_{n},$ $V_{0}=R1,$ $V_{1}=0$ なる
次数分解を持つと仮定します。 このとき $V$ には不変内積が定数倍を除いて一意に定まり
$($ cf. $[Li])$ 、 $V_{2}$ には不変内積を持つ可換代数構造 (一般のグライス代数) が入ります。内積
を $\langle 1, 1\rangle=1$ と正規化したとき、 この内積が $V$ 上正定値であることも仮定します。 この
とき次の定理が成り立ちます。

3この名前の由来は二次元のイジング模型と呼ばれる可解格子模型の厳密解の計算においてフェルミオン
演算子が自然に現れ、その極限として得られる共形場理論は $L(1/2,0)$ の対称性を持つため、 $L(1/2,0)$ 自身も
しばしばイジング模型と呼ばれるためです。
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定理 22. ([S]) $e,$ $f\in V$ をイジング元として、 $|\tau_{e}\tau_{f}|\leq 6$ が成り立つ。

この結果はモンスター単純群における $E_{8}$ 図形の研究への応用など、ムーンシャイン頂
点作用素代数の対称性の研究に役立ちます。

3 ルート系に付随するヴィラソロ元
$R$ を ADE 型のルート格子、 $\Phi(R)$ を $R$ のルート系とします。 $\sqrt{2}R$ を $R$ の内積を 2

倍した格子とし、 $V_{\sqrt{2}R}$ を $\sqrt{2}R$ に付随する格子頂点作用素代数 (cf. [FLM]) とします。
[DLMN] において Dong et al. はルート系に付随した $V_{\sqrt{2}R}$ のヴィラソロ元を次のように
構成しました。

$\tilde{\omega}_{R}=\frac{2}{h+2}\omega+\frac{1}{h+2}\sum_{\alpha\in\Phi(R)}e^{\sqrt{2}\alpha}\in V_{\sqrt{2}R}$ (3.1)

ここで $\omega$ は $V_{\sqrt{2}R}$ の共形元、 $h$ は $R$ のコクセター数を表します。 $V_{\sqrt{2}R}$ には自然に $\Phi(R)$

のワイル群 $W(R)$ が作用しますが、表示 (3.1) より $\tilde{\omega}_{R}$ は $W(R)$ -不変なヴィラソロ元で
あり、 その中心電荷は以下のようになります:

(3.2)

この表から特に $V_{\sqrt{2}E_{8}}$ には $E_{8}$ 型ワイル群不変なイジング元が自然に含まれていること
が分かります。 $V_{\sqrt{2}E_{8}}$ に含まれているイジング元と $V^{\natural}$ [こ含まれているイジング元の間に

は深い関連があることが知られており、McKay による $M$ における $E_{8}$ 型ディンキン図形
の考察 [Mc] に関して興味深い研究が行われています (cf. [LYYI, LYY2, $LM]$ )。
今回の話ではベビーモンスター単純群 $\mathbb{B}$ と $E_{7}$ 型ディンキン図形に注目します。モンス
ターの場合と同様の類似が成り立つならば、 $\sqrt{2}E_{7}$ に付随する格子頂点作用素代数 $V_{\sqrt{2}E_{7}}$

のヴィラソロ元が重要な役割を担うはずであり、その中心電荷の値は 7/10です。 $t\in M$

を $2A$ 元として、 $t$ と可換な $M$ の元のなす群は $C_{M}(t)\simeq 2\mathbb{B}$ であり、 そのため $2A$ 元に

対応する $V^{\mathfrak{y}}$ のイジング元と可換な $V^{\natural}$ の元のなす部分代数は自然に $\mathbb{B}$ の作用を持ちま
す。 この部分代数の対称性には中心電荷 7/10のヴィラソロ元が大きく関係しています。

4 ベビーモンスター VOA
$e\in V^{\mathfrak{y}}$ をイジング元として、 $Vir(e)\subset V^{\mathfrak{y}}$ の交換団部分代数を次で定義します。

$Com_{V}\#(e)$ $:=ker_{V\#}e_{(0)}$ . (4.1)

ここで $e_{(0)}\in End(V^{\mathfrak{y}})$ は $e$ の頂点作用素 $Y(e, z)=\sum_{n\in Z}e_{(n)}z^{-n-1}$ の展開に出てくる係

数です。頂点作用素代数の一般論から $Vir(e)$ と $Com_{V\#}(e)$ は互いに可換な $V^{\mathfrak{y}}$ の部分代

96



数になり、特に $Com_{V^{\mathfrak{h}}}(e)$ 自体も頂点作用素代数の構造を持ちます 4。より精密に、部分
代数の同型 $V_{e}^{\natural}(0)\simeq Vir(e)\otimes Com_{V\#}(e)$ が成り立ちます。ここで $V_{e}^{\natural}(0)$ は宮本の自己同型
$\tau_{e}$ を定義する際に使う等型成分分解 (2.4) にでてくる部分空間です。定理 2.1の一対一対
応により、 $V^{\natural}$ のイジング元は Aut(V) のもとで全て互いに共役であり、それゆえ交換団
$Com_{v\#}(e)$ の構造はイジング元 $e\in V^{\natural}$ の取り方に依らず一意的に定まります。そこで

$w\natural$ $:=Com_{V\#}(e)$ (4.2)

としてベビーモンスター頂点作用累代数 5を定めます 6 (cf. [H\"ol, $Y]$ ) 。 $w\natural$ の名の由来は
もちろん次の定理が成り立つ h、らです。

定理 4.1. $([H\ddot{o}2, Y])Aut(\mathfrak{B}^{\natural})\simeq \mathbb{B}$ .
$tB^{\natural}=Com_{V^{\mathfrak{h}}}(e)$ は $V^{\mathfrak{y}}$ [こおいて $e$ と可換な元を集めてきたものですが、 この定理によ
りその全自己同型群は $C_{M}(\tau_{e})/\langle\tau_{e}\rangle$ と同型になるという、 $V^{\mathfrak{y}}$ と $M$ の間には強い帰納的構
造 (inductive structure) が見てとれます o

4.1 $W_{2}^{\natural}$ の軸巾等元

ベビーモンスター頂点作用素代数 Vかはイジング元 $e\in V^{\natural}$ を一つ固定することに $V^{\natural}$ へ

の埋め込み $Vir(e)\otimes \mathfrak{B}^{\natural}\simeq V_{e}^{\natural}(0)\subset V^{\natural}$ が考えられます。そのため $w\natural$ |よ $w\natural=\oplus_{n\geq}0\mathfrak{B}_{n}^{\natural}$ ,
$W_{0}^{\natural}=\mathbb{C}1,$ $tB_{1}^{\natural}=0$ という次数分解を持ち、その次数 2の空間 $W_{2}^{\natural}$ は $V^{\natural}$ のグライス代数
$V_{2}^{\natural}$ の部分代数を成します。分解 (2.3) より dim $W_{2}^{\natural}=1+96255=96256$ であり、 $\mathbb{B}$ は

96256次元の単位元を持つ可換代数に作用します。この代数をベビーモンスターのグライ
ス代数と呼ぷことにしましょう。 $s\in \mathbb{B}$ をベビーモンスターの $2A$ 元とします。 [ATLAS]
より $C_{B}(s)\simeq 2^{2}E_{6}(2)$ : 2であり、 $C_{B}(s)$-加群として $tB_{2}^{\natural}$ は次の様に分解します:

$iB_{2}^{\natural}=\underline{1}+\underline{1}+\underline{1938}+48620+\underline{45969}$. (4.3)

この分解より不動点部分代数 $(W_{2}^{\natural})^{C_{f}(\epsilon)}$ は 2次元であり、モンスターのグライス代数の場合
と同様に、あるヴィラソロ元 $f\in(lB_{2}^{\mathfrak{y}})^{C_{l}(\epsilon)}$ が存在して $(lB_{2}^{\natural})^{C_{f}(s)}=\mathbb{C}f\oplus \mathbb{C}(\omega-f)\simeq \mathbb{C}\oplus \mathbb{C}$

となります。 この $f$ の中心電荷の値は前節で述べた $E_{7}$ 型ルート系固有のヴィラソロ元
の中心電荷 7/10になっていて欲しいところですが、きちんと調べた結果、まさにその通
りであることが示せました。

命題 4.2. $(W_{2}^{\natural})^{\infty(s)}$ は中心電荷 7/10及び 114/5の互いに直交するヴィラソロ元で張ら
れている。

$4Comv\#(e)$ の共形元は $\omega$ を $V^{\natural}$ の共形元として $\omega-e$ で与えられます。
5この頂点作用素代数を初めて定義した H\"ohn は $w\#$ を the shorter moonshine module とも呼びます.
6枠付き頂点作用素代数の理論 (cf. [DGH, LY, M2]) を用いれば $V^{\natural}$ を使わなくとも枠付き頂点作用素

代数として $w\natural$ を定義構成することができます。
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上の命題及び分解 (4.3) より、 $\mathbb{B}$ の各 $2A$ 元 $s$ は $(lB_{2}^{\natural})^{C_{B}(s)}$ の中心電荷 7/10のヴィラ
ソロ元を一意に定めることが分かります。即ち $\mathbb{B}$ の $2A$ 元から $lB^{\natural}$ の中心電荷 7/10の
ヴィラソロ元への単射対応が得られた訳です。残念なことにモンスターの場合と異なり、
この対応はそのままでは一対一にはなりません 7。しかしながら、 中心電荷 7/10のヴィ
ラソロ元が定める自己同型を調べて行くうちに面白い帰納的構造を見出すことができま
した。

4.2 三重臨界イジング元

さて、 中心電荷 1/2の単純ヴィラソロ頂点作用素代数 $L(1/20)$ を用いて宮本の自己同
型を構成することができましたが、中心電荷 7/10の場合はどうなんでしょう力\Q [M1] に
おいては中心電荷が 1/2の場合に限らず、極小離散系列もしくは BPZ 系列 (cf. [BPZ])
と呼ばれる系列の中心電荷の単純ヴィラソロ頂点作用素代数のフユージョン規則の対称
性を用いて頂点作用素代数の自己同型を構成しており、 中心亀荷 1/2及び 7/10はその
中でもユニタリー系列 (cf. [GKO]) と呼ばれる系列に属しています。中心電荷 7/10の単
純ヴィラソロ頂点作用素代数 $L(7/10,0)$ を用いて構成される宮本の自己同型を考えましょ
う。 一般の頂点作用素代数 $V$ のヴィラソロ元 $f$ であって、 自身が生成するヴィラソロ頂
点作用素部分代数 $Vir(f)$ が単純、即ち $L(7/10,0)$ と同型になるものを三重臨昇イジング元
(tricritical Ising vector)8 と呼ぶことにします.
頂点作用素代数 $V$ に三重臨界イジング元 $f$ がある場合、次のように宮本の自己同型を構

成できます。 $Vir(f)\simeq L(7/10,0)$ の既約加群は $L$ ($7/10$ ん), ん $\in\{0,3/5,1/10,7/16,3/80,3/2\}$

で尽くされ、全ての $L(7/10,0)$-加群は完全加約です。それゆえ、 $V$ を Vir(f)-加群として次
のように等型成分分解することができます:

$V=$ $\oplus$ $V_{f}($ん $)$ (4.4)
$h \in\{0,\frac{8}{5},h,\frac{7}{16},\phi,\S\}$

ここで $V_{f}($ん $)$ は $L$ ($7/10$ , ん) と同型な $Vir(f)$-部分加群の和を表します。分解 (4.4) を用いて
$V$ 上の線形変換 \mbox{\boldmath $\tau$}ノを以下のように定義します:

$\tau_{f}$
$:=\{\begin{array}{ll}1 on Vf(0)\oplus Vf(3/2)\oplus Vf(\text{払})\oplus Vf (1/10)-1 on V_{f}(7/16)\oplus V_{f}(3/80)\end{array}$ (4.5)

このとき $\tau_{f}\in Aut(V)$ となります (cf. [Ml])。不動点部分代数 $V^{(\tau_{j}\rangle}=V_{f}(0)\oplus V_{f}(a/2)\oplus$

$V_{f}(3/5)\oplus V_{f}(1/10)$ 上線形変換 $\sigma_{f}$ を以下のように定義します:

$\sigma_{f}$
$:=\{\begin{array}{ll}1 on V_{f}(0)\oplus V_{f}(3/5)-1 on V_{f}(3/2)\oplus V_{f}(1/10)\end{array}$ (46)

7当初一対一と期待してなんとか証明しようと思いましたが、 Lam 氏が簡単に反例を示してくれました。
8この名前の由来もイジング元の場合と同様で、 $L(7/10,0)$ に付随する共形場理論が三重臨界イジング模

型と呼ばれるためです。
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このとき $\sigma_{f}\in Aut(V^{\langle\tau_{f}\rangle})$ となります (cf. [M1])。三重臨界イジング元 $f$ に付随して定ま
る自己同型 $\tau_{f}\in$ Aut(V) 及び $\sigma_{f}\in Aut(V^{\langle\tau_{f}\rangle})$ をイジング元の場合と同様に宮本の自己
同型と呼びます。三重臨界イジング元 $f$ に付随する $V$ 上の自己同型が $\tau_{f}=1$ となると
き ‘ $V$ において $\sigma$-型であるといいます。

$s\in \mathbb{B}$ を $2A$ 元として、 $(W_{2}^{\natural})^{C_{R}(s)}$ を考えます。 $(W_{2}^{\mathfrak{y}})^{C_{f}(s)}$ (よ 2次元であり、二つの互
いに直交するヴィラソロ元 $f$ 及び $\omega-f$ で張られていました。命題 42において $f$ の中
心電荷は 7/10と述べましたが、 その証明を簡単に振り返ってみます。まず砂のイジン
グ元 $e$ を一つ取り、埋め込み $Vir(e)\otimes W^{\natural}\simeq V_{e}^{\mathfrak{y}}(0)\subset V^{\natural}$ を固定します。 $M\simeq Aut(V^{\natural})$

及び $C_{M}(\tau_{e})\simeq\langle\tau_{e}\rangle\cdot \mathbb{B}$ に注意すると、全射準同型 $\pi$ : $C_{M}(\tau_{e})arrow Aut(\mathfrak{B}^{\natural})\simeq \mathbb{B}$ が自然
に定まります。 このとき $\langle s\rangle\subset \mathbb{B}$ の逆像 $\pi^{-1}(\langle s\rangle)$ は ker $\pi=\langle\tau_{e}\rangle$ より位数 4になりま
すが、 頂点作用素代数の理論から $2A$-pure になることが示せます 9。よって、定理 2.1よ
り、 あるイジング元 $e’\in V^{\natural}$ が存在して、 $[\tau_{e}, \tau_{e’}]=1,$ $\pi(\tau_{e’})=\tau_{e’}|_{\mathfrak{B}\#}=s$ となることが
分かります。 このような二つのイジング元 $e$ 及び $e’$ で生成される頂点作用素部分代数の
構造は良く分かっており $($cf. $[M1])$ 、 不動点部分代数 $(W_{2}^{\natural})^{C_{l}(s)}$ のヴィラソロ元は $e$ 及び
$e’$ を用いて書き表すことができて、それは三重臨界イジング元であることが証明できる
のです。より詳しく、 この三重臨界イジング元を $f$ とすると、 $f$ は $w\natural$ 上 $\sigma$-型であり、
$s\in \mathbb{B}=Aut(TB^{\natural})$ は $f$ に付随する $\sigma$-型の宮本の自己同型と等しいことも分かります。そ
の結果、定理 2.1の応用の一つとして次の一対一対応を得ることができます。

定理 4.3. $W^{i}$ の $\sigma$-型一=重臨界イジング元と $Aut(W^{\natural})\simeq \mathbb{B}$ の $2A$ 元の間には $\sigma$-型の宮
本の自己同型 $f\mapsto\sigma_{f}$ により一対一対応がつく。

この議論において特に注目したいのは、任意の $2A$ 元 $s\in \mathbb{B}\simeq C_{M}(\tau_{\epsilon})/\langle\tau_{e}\rangle$ に対して、
あるイジング元 $e’\in V^{\natural}$ が存在して、 $\tau_{e’}\in C_{M}(\tau_{e})$ かつ $\tau_{e’}|_{tB^{\mathfrak{h}}}=s$ となる事実です。これ
は $\mathbb{B}$ の $2A$ 元の情報は $M$ の $2A$ 元の性質から決まってしまうことを意味し、特に $\mathbb{B}$ の

$2A$ 元は大きく見積もっても 6-互換性を持つことが分かります。 $V^{\natural}$ の二つのイジング元
で生成される部分代数には大きな制約・関係式が入っており $(cf. [LYY2])$ 、 詳細に調べる
ことで次の $\mathbb{B}$ の {3, 4}-互換性を定理 22の帰納的帰結として得ることができます。

定理 44. 二つの $2A$ 元 $s,$ $s’\in \mathbb{B}$ について、 $|ss’|\leq 4$ が成り立つ。

この事実はもちろん散在型単純群の理論によって知られていた訳ですが、頂点作用素代
数の理論からも導出・再解釈することができるのです 10。さらに (3.2) にある対応を用い
て、 $\mathbb{B}=Aut(W^{A})$ と $V_{\sqrt{2}E_{7}}$ の構造の間の関連性についても現在研究が進行中であり、紙
面の都合上詳細は述べられませんが、ベビーモンスター頂点作用素代数 $TB^{\natural}$ を経由する
ことで McKay による $\mathbb{B}$ の $E_{7}$ 型ディンキン図形 [Mc] の由来もうまく説明することがで
きます (cf. [HL $Y]$ )。

9これは–9\breve \tilde n|a$N_{M}(2A^{2})\simeq 2^{2.2}E_{6}(2)$ : $S_{3}$ という群構造 (cf. [ATLAS]) からも分かりますが、散在型単純群の
理論を使わなくとも示せます。

$1$もちろん、 (4.3) の分解を得る際に [ATLAS] を使っていますので、完全に散在型単純群の理論を使わ
ない訳には行きません。 しかしながら、 この原稿執筆時にはまだできていませんが、 現在の研究によって分
解 (4.3) 自体も頂点作用素代数の理論から導出できるのではないかという手ごたえを感じています。
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5 $Fi_{24}$ と $E_{6}$

今回の話は $M$ 及び $\mathbb{B}$ の間の帰納的構造を $V^{\natural}$ 及び $\dagger B^{\natural}$ の間の帰納的構造がら導くと
いうもので、大雑把に言ってムーンシャイン頂点作用素代数砂の対称性としてのモンス
ター $M=Aut(V^{\natural})$ が良く分かれば、頂点作用素代数の理論によってベビーモンスター頂
点作用素代数 $w\natural$ の対称性としてベビーモンスター $\mathbb{B}$ の性質も良く分かるというもので
した。 そしてこのように話がうまく行く最大の理由は $M$ の $2A$ 元と砂のイジング元の
間の宮本の自己同型による一対一対応があるからです。この一対一対応があるがらこそ
$M$ に現れる $E_{8}$ 型ディンキン図形 [Mc] の数学的意義の解明の研究 [LYYI, LYY2, LM] が
行われた訳ですが、 その自然な類似の研究として $\mathbb{B}$ に現れる $E_{7}$ 型ディンキン図形の由
来を中心電荷 7/10のヴィラソロ頂点作用素代数に求めようというのがこの研究の本来の
動機でした。当初、 この研究は $E_{8}$ の場合の研究をほぽ真似することで全てうまく行くと
思われていましたが、思わぬ帰納的構造の発見によって、わざわざ $E_{7}$ の場合に個別の細
かい議論をしなくても、 $E_{8}$ の場合に分かっていることを用いることで $E_{7}$ の場合もうま
く説明ができる形となりました。そうなると次に考えるべき問題は $Fi_{24}$ と $E_{6}$ の場合で
す 11。これも当初は個別に考えるべき問題と思っていましたが、 定理 21から定理 43を
導く間の議論をよく見てみると、 $N_{M}(3A)=3.Fi_{24}$ という関係に基づいて同じ帰納的構造
を探ることによって $Fi_{24}$ と $E_{6}$ の間の関係についても帰納的に解決できるうることが分
かってきました。ただし話は全く同様という訳には行かず、ベビーモンスター頂点作用素
代数の場合にはうまく行くことがフィツシャー群に対応する頂点作用素代数の場合にはも
う少し議論が必要になります。将来の課題として、 この問題点を解説して本稿を締めくく
りたいと思います。

$u\in M$ を $3A$ 元とします。すると [ATLAS] より $N_{M}(u)=3.Fi_{24}$ となるわけですが、
[ $C$ , MN] ににおいてモンスターのグライス代数磐の $C_{M}(u)$-加群としての次のような分
解が得られています:

$\mathfrak{B}=\underline{1}+\underline{1}+\underline{8671}+57477+\underline{1566}+129168$ (5.1)

このことから $\mathfrak{B}^{C_{N}(u)}$ は 2次元であり、 $M$ の $3A$ 元に対しても軸巾等元が定まることが分
かります。ムーンシャイン頂点作用素代数においてこの軸巾等元は $V^{\mathfrak{y}}$ |こおける $L(4/5,0)\oplus$

$L(4/5,3)$ と同型な部分代数の共形元に対応していることが分かっており (cf. [KMY, M3,
$SY])$ 、 それゆえ交換団部分代数

$V_{F1_{24}}$ $:=Com_{V^{\mathfrak{h}}}(L(4/5,0)\oplus L(4/5,3))\subset V^{\natural}$ (5.2)

には $N_{M}(u)/\langle u\rangle\simeq Fi_{24}$ が自然に作用します。ここまではベビーモンスター頂点作用素代
数 $w\natural$ と同様の話になるわけですが、 $w\natural$ は交換団部分代数である一方で枠付き頂点作
用素部分代数でもあり、 その構造は比較的容易に調べることができます。一方 $V_{Fi_{24}}$ は交
換団部分代数であるということ以外分かっておらず、その全自己同型群 Aut $(V_{Fi_{24}})$ が Fi24

11ここで $Fi_{24}$ は単純でない 3-互換群としてのフイツシャー群を表しており、 $Fi_{24}’=$ [$Fi_{24}$ , Fi24] が散在型
単純群となります。
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と本当に一致するかが大きな問題となっています。もし一致していれば、あとは今回の話
と殆ど同様の帰納的議論によって $Fi_{24}$ と $E_{6}$ の話がうまく説明づけられますが、 残念な
がら現在までにうまく全自己同型群を計算する方法は見つかっていません。
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