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1 序

L. Ehrenpreis は, 60年代の一連の論文において定数係数線形偏微分方程式系の一般論を展開し,所謂, 基
本原理を構築した. Noether作用素と呼ばれるある種の偏微分作用素を用いて multiplicity variety の概念
を導入し, 偏微分方程式系の特性多様体が重複度を持つような場合も一般的に扱う事の出来る壮大な理論
を展開した ([2]). L. Ehrenpreis の導入した Noether 作用素の概念は一般の準素加群に対して定義される
が, 本稿では, 多項式環の準素イデアルに対する Noether作用素について考える. ここで, (多項式環での)

Noether 作用素の概念を思い出しておこう.

定理 ([2], [9]) 多項式環 $C[z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n}]$ の準素イデアル $I$ に対し, $I$ に付随する素イデアル $\sqrt{I}$ を $\mathfrak{p}$ で表す.

このとき多項式係数の線形偏微分作用素の組 $P_{1},$ $P_{2},$
$\ldots,$

$P\ell$ であり, 次を満たすものが存在する.
$h\in C[z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n}]$ とする. このとき $P_{1}(h),$ $P_{2}(h),$

$\ldots,$
$P_{\ell}(h)\in \mathfrak{p}$ は $h\in I$ となる必要十分である.

この定理にある条件を満たすような偏微分作用素の組 $P_{1},$ $P_{2},$
$\ldots,$

$P\ell$ のことを, 準素イデアル $I$ に付随し
た Noether作用素と呼ぶ.

例 1 $I=\langle y^{2}, z^{3}\rangle\subset \mathbb{C}[x,y, z]$ とおく. 明らかに $\mathfrak{p}=(y)z\rangle$ であり,

$\{1, \frac{\partial}{\partial y}, \frac{\partial}{\partial z}, \frac{\partial^{2}}{\partial y\partial z}, \frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}, \frac{\partial^{\theta}}{\partial y\partial z^{2}}\}$

は Noether 作用素をなす.

例 2 $I=(y^{2},$ $z^{2},$ $y-xz\rangle$ $\subset K[x,y, z]$ とおく. $\mathfrak{p}=\langle y, z\rangle$ である.

Noether作用素は
$\{1, x\frac{\partial}{\partial y}+\frac{\partial}{\partial z}\}$

で与えられる.
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偏微分作用素を用いて準素イデアルの重複の仕方を記述することは極めて自然な考え方であり, 理論上重
要であるのみならず, 具体的計算を行ったり解析を展開する際も有効である. 本稿では, これら Noether 作
用素の algorithmic な構成法について考える.

2Syzygy計算
この節では, syzygies の計算を行うことで準素イデアルに付随する Noether作用素を構成することが出来

ることを示す.
いま準素イデアル $I$ 欧 $C[z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n}]$ の生成元 $g_{1},$ $g_{2},$ $\ldots,g_{m}$ が与えられたとする. $I$ の素イデアルを

$\mathfrak{p}$ で表す. まず, 一階の偏微分作用素

$P=b_{1}(z) \frac{\partial}{\partial z_{1}}+b_{2}(z)\frac{\partial}{\partial z_{2}}+\cdots b_{n}(z)\frac{\partial}{\partial z_{n}}+d(z)$

が Noether 作用素となる条件について考える. いま, $P(g:)\in \mathfrak{p},\iota=1,2,$ $\ldots,m$ が成り立つとする. この
時, Leibniz 則より, $d(z)$ の如何に関わらず $P(I)\subset$ りが従う. 従って, 8\mbox{\boldmath $\mu$}y訂の計算を行うことで一階の
Noether 作用素が構成できることが確ちに分かる.

例 2 $I=\langle y^{2}, z^{2}, y-xz\rangle\subset C[x, y, z]$ は, $C[x]\cap I=0$ をみたす. $I$ の一階の Noether 作用素としては
$S=b_{2}\#+b_{3}$晶なる形のものを考えれば十分である (Bj\"ork [1]).

$S(y^{2})=2by,S(z^{2})=2cz$ である. $\mathfrak{p}=\langle y, z\rangle$ であることから, $S(y^{2}),$ $S(z^{2})\in \mathfrak{p}$ は常に成り立つことが
わかる. 次に条件 $S(\nu-xz)\in \mathfrak{p}$ を考える. $S(y-xz)=b_{2}-xb_{3}$ であるので, Noether作用素 $S$ の係数
多項式 $b_{2},$ $b_{S}$ は, $b_{2}-xb_{3}+e_{2}y+e\epsilon z=0$ を満たす $(1, -x, y, z)$ の $syzygi\infty$ として求めることできる. 実
際に \alpha \alpha 訂計算を行うと $(b_{2}, b_{8}, e_{2}, e_{3})$ として $(x, 1,0,0),$ $(-y,0,1,0),$ $(-z, 0,0,1)$ を得る. 偏微分作用素
$y_{Ty}^{\partial},$ $z$爵は Noether作用素として}ま自明なので, 非自明な Noether作用素として $S=x^{\partial}\varpi+$ 晶をえる.

さて, 話を一般の場合に戻し, 準素イデアル $I=\langle g_{1}, g_{2}, \ldots,g_{m}\rangle\subset \mathbb{C}[z_{1},z_{2)}\ldots, z_{n}]$ の高階の Noether作用
素の構成法について考える. 以下, 偏微分作用素 $P$ に対し, $P(I)\subset \mathfrak{p}$ なる条件を NT で表すことにする. さ
て, $h\in \mathbb{C}[z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{\mathfrak{n}}],g\in I$ とし, 偏微分作用素 $P$ を $hg$ に施す. $h$ を零階の偏微分作用素とみなし, 交換
子積 $[P, h]$ を用いて $P(hg)$ を $P(hg)=[P, h]g+hP(g)g$ と変形する. この事から, $P$ が条件 NT を満たす
ことは, $P(g:)\in \mathfrak{p},i=1,2,$ $\ldots,m$ かつすべての $h\in C[z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n}]$ に対し $[P,h]$ が条件 NT を満たすこと
と同値であることが分かる. 更に, 次が成り立つことが示せる.

禽題 (cf. H\"ormander [6]) 偏微分作用素 $P$ は次の条件を満たすとする.

(i) $P(g:)\in \mathfrak{p},$ $i=1,2,$ $\ldots,m$ .
(ii) $[P,x_{i}],i=1,2,$

$\ldots,$
$n$ は条件 NT を満たす.

このとき, $P$ は条件 NT を満たす.

例 3 $I=(y^{3},z^{3}, y-x^{2}z)$ とする.
$\mathfrak{p}=(y,$ $z\rangle$ である. 先ほどと同様の計算を行うことで, Noether作用素として次を得る.

1, $S=x^{2} \frac{\partial}{\theta y}+\frac{\partial}{\partial z}$

次に, 2階の Noether作用素を求めるため $T=a_{2,0}k_{\nu}^{*}+a_{1,1}\tau_{y}^{\partial^{2}}\tau_{l}+a_{0,2}^{\partial}\tau_{z^{f}}^{a}+b_{2}\#_{y}+b_{3}\#_{z}$ とおく.
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$T(y^{3})\in \mathfrak{p},$ $T(z^{3})\in \mathfrak{p}$ は係数の如何に関わらず常に成り立つ. また, $T(y-x^{2}z)=b_{2}-x^{2}b_{3}$ であるので,
$T(y-x^{2}z)\in \mathfrak{p}$ なる条件は $T$ の 1階部分のみに関する条件であり, しかもこの条件は 1階の Noether 作用
素 $S$ を求めた際に用いた条件と同一であることに注意する.
交換子積 $[T, y],$ $[T, z]$ はそれぞれ

$[T,y]=2a_{2,0^{\frac{\partial}{\partial y}}}+a_{1,1^{\frac{\partial}{\partial z}}}+b_{2},$ $[T,z]=a_{1,1^{\frac{\partial}{\partial y}}}+2a_{0,2^{\frac{\partial}{\partial z}}}+b_{3}$

で与えられる. $[T,y],$ $[T,z]$ が条件 NT をみたすことは,

$2a_{2,0} \frac{\partial}{\partial y}+a_{1,1}\frac{\partial}{\partial z}=e_{1}S,$ $a_{1,1} \frac{\partial}{\partial y}+2a_{0,2}\frac{\partial}{\partial z}=e_{2}S$

を満たす $e_{1},e_{2}$ が存在することと言い換えることが出来る. 従って, $T$ を求めるには

$(^{2g}0),$ $(\begin{array}{l}Tz\theta\varpi\partial\end{array}),$ $(_{2f_{l}}0),$ $(\begin{array}{l}S0\end{array}),$ $(\begin{array}{l}0S\end{array})$

の $\epsilon y\bm{z}ygi\infty$ を求めればよい. 数式処理システムKan([12]) を用いて町\eta d計算を行うと $(a_{2,0},a_{1,1},a_{0,2},e_{1},e_{2})$

として

$(-x^{2} \frac{\partial}{\partial z}, -2\frac{\partial}{\partial z}, \frac{\partial}{\partial y}, 2\frac{\partial}{\partial z}, 0),$ $(-x^{2} \frac{\partial}{\partial y}-\frac{\partial}{\partial z},0,0,2\frac{\partial}{\partial y},0),$ $(x^{4},2x^{2},1, -2x^{2}, -2)$

を得る. $(a_{2},0,a_{1.1},a_{0,2},e_{1}, e_{2})$ は多項式の組と仮定しているので Noether 作用素として

$T=x^{4} \frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}+2x^{2}\frac{\partial^{2}}{\partial y\partial z}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}$

をえる.

補足 $\mathfrak{l}^{T}\nu$], $[T, z]$ に対する条件 NT は,

$T(y(y-x^{2}z))=2a_{2,0}-a_{1,1}x^{2}+b_{2}(2y-x^{2}z)-b_{3}x^{2}y\in \mathfrak{p}$, (1)

$T(z(y-x^{2}z))=a_{1,1}-2a_{0,2}x^{2}+b_{2}z-2b_{3}x^{2}z\in \mathfrak{p}$ (2)

と書き換えることができる. この条件と

$T(y-x^{2}z)=a_{1,0}-a_{0,1}x^{2}\in \mathfrak{p}$ (3)

をまとめて, 整理することで

$2a_{2,0}-x^{2}a_{1,1}\in \mathfrak{p}$ ,
$a_{1,1}-x^{2}a_{0,2}\in \mathfrak{p}$ ,
$b_{2}-x^{2}b_{3}\in \mathfrak{p}$

をえる. これらの条件は,

$(\begin{array}{l}200\end{array})$ , $(\begin{array}{l}-x^{2}10\end{array})’(\begin{array}{l}0-x^{2}0\end{array})$ , $(\begin{array}{l}001\end{array})$ , $(\begin{array}{l}00-x^{2}\end{array})’(\begin{array}{l}y00\end{array})’(\begin{array}{l}z00\end{array})$ , $(\begin{array}{l}0y0\end{array})’(\begin{array}{l}0z0\end{array})$ , $(\begin{array}{l}00y\end{array})$ , $(\begin{array}{l}00z\end{array})$
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を用いて

$a_{2,0}(\begin{array}{l}200\end{array})+a_{1,1}(\begin{array}{l}-x^{2}10\end{array})+a_{0,2}(\begin{array}{l}0-x^{2}0\end{array})+b_{2}(\begin{array}{l}001\end{array})+b_{3}(\begin{array}{l}00-x^{2}\end{array})$

$+e_{1,1}(\begin{array}{l}y00\end{array})+e_{1,2}(\begin{array}{l}z00\end{array})+e_{2,1}(\begin{array}{l}0y0\end{array})+e_{2,2}(\begin{array}{l}0z0\end{array})+e_{3,1}(\begin{array}{l}00y\end{array})+e_{3,2}(\begin{array}{l}00z\end{array})=(\begin{array}{l}000\end{array})$

と表すことができる.
よって, $syzygi\infty a_{2},0,a_{1,1)}a_{0,2},b_{2},b_{3},e_{1,1},e_{1.2},e_{2,1},e_{2,2},e_{S,1},e_{S,2}$ を計算することにより $a_{2,0},$ $a_{1,1},$ $a_{0,2}$ , 恥, $b_{3}$

を求めることができる.

例 4 $I=(\nu^{2},$ $z^{S},\nu-xz^{2}\rangle$ とする. イデアル $I$ のグレブナ基底として $\{zy, y^{2}, z^{3}, \nu-xz^{2}\}$ をえる. 素イデ

アルは $\mathfrak{p}=(y,$ $z\rangle$ である. 一階の偏微分作用素 $S=b_{2}k+b_{3}^{\partial}\varpi$ を考える. $S(y-xz^{2})=b_{2}-2xzb_{3}$ より

Noether 作用素となる条件として $b_{2}\in \mathfrak{p}$ を得る. これより,

$\partial$

$S=\overline{\partial z}$

をえる. 次に 2階の Noether作用素を考える

$T=a_{2,0}g_{\nu}^{2}+a_{1,1}y*2z+a_{0,2}k^{l}+b_{2}f_{\nu}+b_{3}\#_{z}$ とおく. $[T, y],$ $[T, z]$ が条件 NT を満たすことから,
$a_{2,0}\in \mathfrak{p},$ $a_{1,1}\in \mathfrak{p}$ をえる. よって,

$T=a_{0,2} \frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}+b_{2}\frac{\partial}{\partial y}+b_{\theta^{\frac{\partial}{\partial z}}}$

とおきなおす. ここで $T(y-xz^{2})=-2xa_{0,2}+b_{2}\in \mathfrak{p}$ より,

$T= \frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}+2x\frac{\partial}{\partial y}$

をえる.

3 代数的局所コホモロジー

1999年に開かれた研究集会の折にも述べたように Noether作用素は代数的局所コホモロジーと密接な関
係がある ([10]). この節では, 両者の関係を前節で与えた例 2,3の場合に具体的に記しておくことにする.

例 2 $V(I)=\{(x,y,z)\in C^{3} y=z=0\}$ に台を持つ代数的局所コホモロジー類 $\delta=1\frac{1}{y_{Z}}$] をとる. Noether

作用素 $S=x\#+$ 晶の形式随伴作用素 $S^{t}$ を $\delta$ に施すことで, 代数的局所コホモロジー類

$\sigma=S^{*}\delta=[\frac{x}{y^{2}z}]+[\frac{1}{yz^{2}}]$

を得る. この代数的局所コホモロジー類 $\sigma$ は

$y^{2}\sigma=z^{2}\sigma=(y-xz)\sigma=0$
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を満たす.
前節で述べたように syzygy 計算を行うと, 条件 NT を満たす作用素として, $y_{F\overline{\nu}}^{\partial},z_{Tz}^{\partial}$ も得る. これらの

作用素は Noether作用素としては自明なものであったがここでこれらの作用素の形式随伴作用素を $\delta$ に施

してみると, $\delta$ は annihilate されてしまい $0$ となる事が確かめられる. また, 偏微分作用素晶も条件 NT
を満たすが, 先ほどと同様に, $\tau_{t}\partial$ の形式随伴作用素を $\delta$ に施すと $0$ となる.

例 3 前節で求めた Noether作用素 $S,T$ を $\delta=[]\underline{1}$ に施すと,
$yz$

$(- \frac{\partial}{\partial y}x^{2}-\frac{\partial}{\partial z})[\frac{1}{yz}]=[\frac{x^{2}}{y^{2}z}]+[\frac{1}{yz^{2}}]$,

$(- \frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}x^{4}+2\frac{\theta^{2}}{\partial y\partial z}x^{2}\frac{\theta^{2}}{\partial z^{2}})[\frac{1}{yz}]=2([\frac{x^{4}}{y^{3_{Z}}}]+[\frac{x^{2}}{y^{2}z^{2}}]+[\frac{1}{yz^{3}}])$

をえる. ここで

$\sigma=[\frac{x^{2}}{y^{2}z}]+[\frac{1}{yz^{2}}],$ $\tau=1\frac{x^{4}}{y^{S}z}$ ] $+[ \frac{x^{2}}{y^{2}z^{2}}]+[\frac{1}{yz^{\theta}}]$

とおくと, 両者ともに

$y^{S}\sigma=z^{3}\sigma=(y-x^{2}z)\sigma=0,$ $y^{3}\tau=z^{l}\tau=(y-x^{2}z)\tau=0$

を満たすことが容易に確かめられる.
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