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Abstract. 力学系の局所的な解挙動を調べる際, 中心多様体理論が有効である. 本稿
では, 離散戸田方程式と離散ロトカボルテラ系に関連する中心多様体について報告す
る. 大域的に 2つの離散可積分系の解は上 2重対角行列の特異値に収束することが示さ
れている. ところが, 局所的な解挙動について厳密な議論はなされていない. 離散ロト
カボルテラ系は, 任意に選択できるパラメータによって中心多様体の存在を保証でき,
中心多様体上の理論によって指数収束性が示される. 一方, 離散戸田方程式に関連する
中心多様体が常に存在するとは限らないことも明らかとなる.
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1. はじめに

数値計算アルゴリズムと関わりの深い可積分系は少なくない. ラックス形式をも
つ可積分系は, 固有値・特異値を求めるアルゴリズムと結び付くことが知られている
[3, 12, 15, 16]. 例えば, 有限次元戸田方程式は古典的な $QR$ アルゴリズムと関連する
[11]. 戸田方程式の $t$ から $t+1$ への時間発展は, 対称 3重対角行列 $T$ の指数関数 $\exp(T)$

に対する $QR$ アルゴリズムの 1 ステップと一致する. $QR$ アルゴリズムに対する研究成
果より戸田方程式の大域的な解挙動については明らかである. 戸田方程式の局所的な解
挙動については, 中心多様体理論を利用した議論されている [2].
可積分系特有の離散化 [4] を使えば, 固有値・特異値を求めるアルゴリズムが定式化

できる. 戸田方程式の時間離散版は, 固有値特異値計算で利用されるルティスハウザ
の qd アルゴリズムそのものである [13]. 生物の個体数変動を記述したロトカボルテラ
系の離散化 $[5, 14]$ からも dLV (discrete Lotka-Volterra) と名付けられた新しい特異値計
算アルゴリズムが定式化される $[6, 7]$ .
力学系の局所収束性および数値安定性は中心多様体の存在によって判断できる [1]. 本
稿では, 離散戸田方程式 (qd アルゴリズムの漸化式) と離散ロトカ・ボルテラ系に関連
する中心多様体, および, その存在性から導かれる局所的な性質について報告する. 離
散戸田方程式と離散ロトカ・ボルテラ系に関する中心多様体についてはそれぞれ \S 2, \S \S 3
に述べる. 特に, 離散ロトカボルテラ系に含まれる任意パラメータ $\delta>0$ は中心多様
体の存在を確実なものとする. 一方, 離散戸田方程式に関連する中心多様体は常に存在
するとはいえない. \S 4では, 中心多様体上の定理を利用して散戸田方程式と離散ロト
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カボルテラ系の局所的な解挙動を示す. $dLV$ アルゴリズムが qd アルゴリズムよりも
優れた局所収束性をもつことを明らかにする.

2. 離散戸田方程式に関連する中心多様体

本節では, 離散戸田方程式

1
$q_{k}^{(n+1)}+e_{k-1}^{(n+1)}=q_{k}^{(n)}+e_{k}^{(n)}$ , $(k=1,2, \ldots, m)$

$q_{k}$ $e_{k}$ $=q_{k+1}e_{k}$ ,$(n+1)(n+1)$ $(n)(n)$ $(k=1,2, \ldots, m-1)$
(1)

$e_{0}^{(n)}\equiv 0$ , $e_{m}^{(n)}\equiv 0$ , $(n=0,1, . . )$

に関連する中心多様体についての補助定理および定理を報告する. 詳細については文献
[9] を参照されたい. ただし, $q_{k}^{(n)},$ $e_{k}^{(n)}$ は離散時間 $n$ における $q_{k},$ $e_{k}$ の値をそれぞれ表
す. 離散戸田方程式によって $\{q_{k}^{(n)}, e_{k}^{(n)}\}$ から $\{q_{k}^{(n+1)}, e_{k}^{(n+1)}\}$ へと変換されると見なす
ことができる. 初期値が $q_{k}^{(0)}>0$ かつ $e_{k}^{(0)}>0$ ならば, $narrow\infty$ のとき $q_{k}^{(n)},$ $e_{k}^{(n)}$ はそ

れぞれ定数 $c_{k}>0,0$ に収束する [13].
ここで, 離散戸田変数 $q_{k}^{(n)}$ とその $narrow\infty$ における平衡点 $c_{k}$ との残差を $\overline{q}_{k}^{(n)}$ とする.

つまり, $\overline{q}_{k}^{(n)}$ $:=q_{k}^{(n)}-c_{k}$ と する. そのとき, $\{\overline{q}_{k}^{(n)}, e_{k}^{(n)}\}$ から $\{q_{k}^{(n+1)}, e_{k}^{(n+1)}\}$ への変換
に関して次の補助定理が得られる.

Lemma 2.1 $\tilde{b}_{k}=\tilde{b}_{k}(\overline{q}^{(n)}, e^{(n)})$ を $\overline{q}^{(n)}$ $:=(\overline{q}_{1}^{(n)},\overline{q}_{2}^{(n)}, \ldots,\overline{q}_{m}^{(n)})^{T}\in R^{m}$ および $e^{(n)}:=$

$(e_{1}^{(n)}, e_{2}^{(n)}, \ldots, e_{m-1}^{(n)})^{T}\in R^{m-1}$ のある関数とする. $|\overline{q}_{k}^{(n+1)}|<c_{k}(k=1,2, \ldots, m)$ なら
ば, 離散戸田方程式 (1) において $q_{k}^{(n)}=\overline{q}_{k}^{(n)}+c_{k}$ とすると, $\overline{q}_{k}^{(n+1)},$ $e_{k}^{(\mathfrak{n}+1)}$ はそれぞれ

$\{$
$\overline{q}_{k,(n+1)}^{(n+1)}=-\alpha_{k-1}e_{k-1}^{(n)}+\overline{q}_{k}^{(n)}+e_{k}^{(n)}-\tilde{b}_{k-1}$

, $(k=1,2, \ldots, m)$

$e_{k}$
$=\alpha_{k}e_{k}^{(n)}+\tilde{b}_{k}$ , $(k=1,2, . . , m-1)$

(2)

と表現できる. ただし, $\tilde{b}_{0}\equiv 0$ かつ $\alpha_{k}$ $:=c_{k+1}/c_{k}$ とする. また, $\tilde{b}_{k}$ およびその 1階
偏導関数 $\nabla_{(\overline{q}^{(n)},e^{(n)})}\tilde{b}_{k}$ は原点 $(\overline{q}^{(n)}, e^{(n)})=(0,0)$ において $0$ となる. つまり,

$\{\begin{array}{ll}\tilde{b}_{k}(0,0)=0, \nabla_{(\overline{q}^{(\mathfrak{n})},e^{(n)})}\tilde{b}_{k}(0,0)=0, (k=1,2, \ldots, m-1)\nabla_{(\overline{q}^{(\mathfrak{n})},\epsilon^{(n)})} := \frac{\partial}{\partial^{\overline{q}_{1}^{(n)}}}\frac{\partial}{\partial e_{1}^{(n)}’}\cdots\frac{\partial}{\partial^{\overline{q}_{m-1}^{(n)}}}\frac{\partial}{\partial e_{m-1}^{(n)}’}\frac{\partial}{\partial^{\overline{q}_{m}^{(n)}}}I^{T}\cdot\end{array}$ (3)

さらに, $c_{1}>c_{2}>\cdots>c_{m}>0$ を仮定し, 変数 $r^{(n)}:=(r_{1}^{(n)}, r_{2}^{(n)}, \ldots, r_{m}^{(n)})^{T}$ を導入す
る. ただし, $r_{k}^{(n)}=r_{k}^{(n)}(\overline{q}^{(n)}, e^{(n)})$ とする. そのとき, $\{r^{(n)}, e^{(n)}\}$ と $\{r^{(n+1)}, e^{(n+1)}\}$ が満
たす関係式は次の補助定理で与えられる.

Lemma 2.2 $A$ $:=I\in R^{m\cross m},$ $B$ $:=diag(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{m-1})\in R^{(marrow 1)x(m-1)},$ $a$ $:=$

$(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{m})^{T}\in R_{f}^{m}b:=(b_{1}, b_{2}, \cdots, b_{m-1})^{T}\in R^{m-1}$ とする. そのとき, (2) より

$\{\begin{array}{l}r^{(n+1)}=Ar^{(n)}+a(r^{(n)}, e^{(n)})e^{(n+1)}=Be^{(n)}+b(r^{(n)}, e^{(n)})\end{array}$ (4)

が得られる. ただし, 原点 $(r^{(n)}, e^{(n)})=(0,0)$ における $a,$ $b$ および $Da=\nabla_{(r^{(n)},e^{(n)})}a^{T}$ ,
$Db=\nabla_{(r,e)}(n)(\mathfrak{n})b^{T}$ はそれぞれ以下を満たす.

$\{\begin{array}{ll}a(0,0)=0, Da(0,0)=0,b(0,0)=0, Db(0,0)=0\end{array}$ (5)
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Lemma 2.2を中心多様体理論 [1] と比較すると, 離散戸田方程式 (1) に含まれる写像
$\psi_{Toda}^{(n)}$ : $(r^{(n)}, e^{(n)})\mapsto(r^{(n+1)}, e^{(n+1)})$ に関する定理が導出される.

Theorem 2.1 離散戸田方程式 (1) において $q_{k}^{(n)}=q_{k}^{(n)}(r^{(n)}, e^{(n)})$ とする. $|q_{k}^{(n+1)}-c_{k}|<$

$c_{k}(k=1,2, \ldots, m)$ ならば, 写像 $\psi_{Toda}^{(n)}$ : $(r^{(n)}, e^{(n)})-\rangle$ $(r^{(n+1)}, e^{(n+1)})$ は (4) を満たす.
さらに, $\psi_{T_{0}da}^{(n)}$ に対する中心多様体 $h\tau$

。$da$ : $R^{m}arrow R^{m-1}$ が存在する.

Theorem 2.1より, 写像 $\psi_{Toda}^{(n)}$ に対する中心多様体 $h\tau$
。$da$ が常に存在するとは限らな

いことに注意したい. ある $n=n_{0}$ において $|q_{k}^{(n+1)}-c_{k}|<c_{k}$ が満たされたとしても
$|q_{k}^{(n+2)}-c_{k}|<c_{k}$ が成立するかは定かではない. つまり, $n>n0$ なる離散時間 $n$ にお

いて $h\tau$
。$da$ の存在は常に保証できるわけではない.

3. 離散ロトカボルテラ系に関連する中心多様体

本節では, 離散ロトカボルテラ系

$\{\begin{array}{ll}u_{k}^{(n+1)}(1+\delta u_{k-1}^{(n+1)})=u_{k}^{(n)}(1+\delta u_{k+1}^{(n)}), (k=1,2, \ldots,2m-1)u_{0}^{(n)}\equiv 0, u_{2m}^{(n)}\equiv 0, (n=0,1, \ldots, ) \end{array}$ (6)

に関連した中心多様体の存在性について結果のみ述べる. 詳細については \S 2と同様 [9]
を参照されたい. ここで, 離散間隔 $\delta$ は正の定数, $u_{k}^{(n)}$ は離散時間 $n$ における $u_{k}$ の値
を示す. 離散ロトカ・ボルテラ系 (6) は生物数理学に登場するロトカボルテラ系の離
散時間版である. 離散ロトカ・ボルテラ系 (6) を利用して上 2重対角行列の特異値を求
めることができる $[6, 7]$ . 大域的に $narrow\infty$ のとき $u_{2k-1}^{(n)}arrow t_{k},$ $u_{2k}^{(n)}arrow 0$ は証明済みであ
る. ただし $t_{k}>0$ はある定数である. ここで, 新たに変数 $\overline{u}_{2k-1}^{(n)}$ $:=u_{2k-1}^{(n)}-t_{k}$ を導入
する. そのとき, $\{\overline{u}_{2k-1}^{(n)}, u_{2k}^{(n)}\}$ から $\{\overline{u}_{2k-1}^{(n+1)}, u_{2k}^{(n+1)}\}$ を与える漸化式に関して次の補助定
理が得られる.

Lemma 3.1 離散ロトカボルテラ系 (6) において $u_{2k-1}^{(n)}=\overline{u}_{2k-1}^{(n)}+t_{k}$ とする. また,
$\tilde{f}_{k}=\tilde{f}_{k}(\overline{u}^{(n)}, u^{(n)}),\tilde{g}_{k}=\tilde{g}_{k}(\overline{u}^{(n)}, u^{(n)})$ は $\overline{u}^{(n)}$ $:=(\overline{u}_{1}^{(n)},\overline{u}_{3}^{(n)}, ...,\overline{u}_{2m-i}^{(n)})^{T}\in R^{m},$ $u^{(n)}$ $:=$

$(u_{2}^{(n)},u_{4}^{(n)}, \ldots, u_{2m-2}^{(n)})^{T}\in R^{m-1}$ の関数とする. $\max_{k}|\overline{u}_{2k-1}^{(\mathfrak{n}+1)}|<\delta^{-1}$ かつ max$k|u_{2k}^{(n+1)}|<$

$\delta^{-1}$ ならば, $\{\overline{u}_{2k-1}^{(n+1)}\}_{k=1,2,\ldots,m},$ $\{u_{2k}^{(n+1)}\}_{k=1,2,\ldots,m-1}$ はそれぞれ $\overline{u}^{(n)},$ $u^{(n)}$ を使って

$\{\begin{array}{l}\overline{u}_{2k-1}^{(n+1)}=-\delta t_{k}\beta_{k-1}u_{2k-2}^{(n)}+\overline{u}_{2k-1}^{(n)}+\delta t_{k}u_{2k}^{(n)}+\tilde{f}_{k}(\overline{u}^{(\mathfrak{n})},u^{(n)})u_{2k}^{(n+1)}=\beta_{k}u_{2k}^{(n)}+\tilde{g}_{k}(\overline{u}^{(n)}, u^{(n)})\end{array}$ (7)

のように表現できる. ただし, $\beta_{k}$ $:=(1+\delta t_{k+1})/(1+\delta t_{k})$ とする. 関数 $\tilde{f}_{k},\tilde{g}_{k}$ および

その偏導関数 $\nabla_{(\overline{u}^{(\prime\cdot)},u^{(n)})}\tilde{f}_{k}$ , $\nabla_{(\overline{u}^{(n)},u^{(n)})}\tilde{g}_{k}$ は以下を満たす.

$\{\begin{array}{ll}\tilde{f}_{k}(0,0)=0, \nabla_{(\overline{u}^{(n)},u^{(n)})}\tilde{f}_{k}(0,0)=0,\overline{g}_{k}(0,0)=0, \nabla_{(\overline{u}^{(n)},u(n))}\tilde{g}_{k}(0,0)=0,\nabla_{(\overline{u}^{(\mathfrak{n})},u^{(n)})};= \frac{\partial}{\partial\overline{u}_{1}^{(n)}’}\frac{\partial}{\partial u_{2}^{(n)}’} \frac{\partial}{\partial\overline{u}_{2m-3}^{(n)}’}\frac{\partial}{\partial u_{2m-2}^{(n)}’}\frac{\partial}{\partial\overline{u}_{2m-1}^{(n)}})^{T}.\end{array}$ (8)

Lemma 3.1より次の補助定理が与えられる.
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Lemma 3.2 $v^{(n)}$ $:=(v_{1}^{(n)}, v_{3}^{(n)}, \ldots, v_{2m-1}^{(n)})^{T}\in R^{m},$ $v_{2k-1}^{(n)}=v_{2k-1}^{(n)}(\overline{u}^{(n)}, u^{(n)}),$ $t_{1}>t_{2}>$

$>t_{m}$ とすると

$\{\begin{array}{l}v^{(n+1)}=Fv^{(n)}+f(v^{(n)},u^{(n)})u^{(n+1)}=Gu^{(n)}+g(v^{(n)},u^{(n)})\end{array}$ (9)

ただし, $F$ $:=diag(1,1, \ldots, 1)\in R^{mxm},$ $G:=diag(\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots,\beta_{m-1})\in R^{(m-1)\cross(m-1)}$ と

する. 関数 $f,$ $g$ およびそのヤコビ行列 $Df=\nabla_{(v^{(n)},u^{(n)})}f^{T},$ $Dg=\nabla_{(v^{(\mathfrak{n})},u^{(n)})}g^{T}$ は原点
において $0$ である. っまり, $f(0,0)=0,$ $g(0,0)=0$ かつ $Df(0,0)=0,$ $Dg(0,0)=0$ が
成立する.

中心多様体の存在条件 [1] と Lemmas 3.1, 3.2を比較すると, 離散ロトカボルテラ
系 (6) に関連した写像 $\psi_{LV}^{(n)}$ : $(v^{(n)}, u^{(n)})\mapsto(v^{(n+1)}, u^{(n+1)})$ についての定理が導かれる.

Theorem 3.1 離散ロトカボルテラ系 (6) において $u_{2k-1}^{(n)}=u_{2k-1}^{(n)}(v^{(n)}, u^{(n)})(k=$

$1,$ 2, . , $m$) とする. $\max_{k}|\overline{u}_{2k-1}^{(n+1)}|<\delta^{-1}$ かつ $\max_{k}|u_{2k}^{(n+1)}|<\delta^{-1}$ ならば, 写像
$\psi_{LV}^{(n)}$ : $(v^{(n)}, u^{(n)})rightarrow(v^{(n+1)}, u^{(n+1)})$ は (9) のように定義され, $\psi_{LV}^{(n)}$ に対する中心多様
体 $h_{LV}$ : $R^{m}arrow R^{m-1}$ が存在する.

ここで, ある定数 $M>0$ に対して $0< \max_{k}|u_{k}^{(n)}|<M$ となることに注意したい [7].
いかなる $n$ においても $\min_{k}|\overline{u}_{2k-1}^{(n+1)}|<\delta^{-1}$ かつ $\min_{k}|u_{2k}^{(n+1)}|<\delta^{-1}$ となる離散間隔 $\delta$

が存在する. つまり, 離散ロトカボルテラ系 (6) の任意パラメータ $\delta$ をうまく設定す
れば, 写像 $\psi_{LV}^{(n)}$ に対する中心多様体はいかなる $n$ においても確実に存在する. 離散戸
田方程式 (1) こ関連する写像 $\psi_{Toda}^{(n)}$ と比べて, 中心多様体の存在性について明らかな違
いが確認される

4. 局所的な解挙動

離散戸田方程式 (1) および離散ロトカ・ボルテラ系 (6) の局所的な解挙動は, \S 2, \S 3
の結果を踏まえて中心多様体理論 [1] を活用すれば明確にできる. ここで,

$T(x,y)=(\mathcal{A}x+\zeta(x,y),$ $\mathcal{B}y+\chi(x,y))$ , $x\in R^{m}$ , $y\in R^{m-1}$ (10)

となる写像 $\mathcal{T}$ : $R^{2m-1}arrow R^{2m-1}$ を考える. ただし, $\mathcal{A}$ および $\mathcal{B}$ はそれぞれ固有値の
絶対値が 1および 1以下になる正方行列, $\zeta,$

$\chi$ はそれぞれ原点 $(x, y)=(O, 0)$ において

$\{\begin{array}{ll}\zeta(0,0)=0, D\zeta(0,0)=0,\chi(0,0)=0, D\chi(0,0)=0\end{array}$ (11)

を満たす $C^{2}$ 級関数とする. ただし, $D\zeta,$ $D\chi$ は $\zeta,$ $\chi$ のヤコビ行列とする. このとき,
$\mathcal{T}$ に対する中心多様体 $h$ が存在する. 一般的に, 写像に対する中心多様体を正確に見
つけるのは難しいが, 次の定理を利用すれば近似的に与えられる.

Theorem 4.1 (Carr) 写像 $\phi$ : $R^{\ell_{1}}arrow R^{\ell_{2}}$ は $C^{1}$ 級で $\phi(0)=0,$ $D\phi(0)=0$ とする.
さらに $\phi$ に対する作用素を以下のように定義する.

$M\phi(x)=\phi(\mathcal{A}x+\zeta(x, \phi(x)))-\mathcal{B}\phi(x)-\chi(x,\phi(x))$ . (12)

ある $p>1$ に対して $xarrow 0$ のとき $M\phi(x)=O(|x|^{p})$ ならば, 中心多様体 $h$ は $xarrow 0$

のとき $h(x)=\phi(x)+O(|x|^{p})$ で与えられる.
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\S 2, \S 3の補助定理で示したように, ある条件のもとで離散戸田方程式 (1) および離散
ロトカボルテラ系 (6) は

$\{\begin{array}{l}x^{(n+1)}=\mathcal{A}x^{(n)}+\zeta(x^{(n)},y^{(n)})y^{(n+1)}=\mathcal{B}y^{(n)}+\chi(x^{(n)},y^{(n)})\end{array}$ (13)

のように変形できる. (13) における離散時間 $n$ から $n+1$ への発展は, 写像 $\mathcal{T}$ :
$(x^{(n)},y^{(n)})-\rangle(x^{(n+1)}, y^{(n+1)})$ によって実現されると解釈できる. (13) の解挙動は $x^{(n)}$

が十分小さいとき以下に示す 2つの定理によって捉えられる.

Theorem 4.2 (Carr) (13) の局所的な解挙動は, $\mathcal{T}$ に対する中心多様体 $h$ 上のフロー

$z^{(n+1)}=Az^{(n)}+\zeta(z^{(n)}, h(z^{(n)}))$ . (14)

によって支配される.

Theorem 4.3 (Carr) (13) の零解の安定性は (14) の零解の安定性と等価である. ここ
で, (13) の解 $(x^{(n)}, y^{(n)})$ が十分小さな初期値 $(x^{(0)}, y^{(0)})$ をもち, (14) の零解が安定だと
する. そのとき, いかなる $n$ においても $|x^{(n)}-z^{(n)}|\leq\kappa\epsilon^{n}$ かつ $|y^{(n)}-h(z^{(n)})|\leq\kappa\epsilon^{n}$

となる (14) の解 $z^{(n)}$ が存在する. ただし, $\kappa,$
$\epsilon$ は $0<\kappa,$ $0<\epsilon<1$ を満たす定数と

する.

離散ロトカ・ボルテラ系 (6) に関する中心多様体の存在は, 任意パラメータ $\delta$ の適切
な設定により常に保証でき, Theorem 4.1–4.3より離散ロトカボルテラ系 (6) の局所
的な解挙動について次の定理が導出される.

Theorem 4.4 離散ロトカ・ボルテラ系 (6) の解 $(u_{2k-1}^{(n)}, u_{2k}^{(n)})$ は, $(u_{2k-1}^{(n.)}-t_{k}, u_{2k}^{(n.)})$ が

十分小さいと見なせる離散時間 $n=n_{*}$ 以降, 指数的に $(t_{k}, 0)$ へ近づく.

離散戸田方程式 (1) に関しても $|q_{k^{-C_{k}c}}^{n+1)}|<c_{k}$ が成立する場合に限れば, Theorem4.4
と同様の結果が得られる. 詳しくは [9] を参照されたい.

5. まとめ

本稿では, 中心多様体理論の視点から離散戸田方程式と離散ロトカボルテラ系の局
所的な解挙動を調べた. まず, 2つの離散可積分系に関連する中心多様体の存在性にっ
いて, それぞれ \S 2, \S 3で示した. \S 4では, 大域的な収束性解析 [6, 7, 13] で理解できな
い離散可積分系の局所的な性質を中心多様体理論によって明らかにした.
具体的には, 離散ロトカボルテラ系の解挙動は離散戸田方程式よりも穏やかである
ことが分かった. Theorem 4.4で示した離散ロトカボルテラ系の性質は, コンピュー
タ上で動作する数値計算アルゴリズムの定式化において有効となる. 離散時間 $n$ が大
きくなるにつれて確実に収束点との残差は減少し, 突然の大幅増加を心配する必要がな
い. したがって, 離散ロトカボルテラ系に基づく dLV アルゴリズムは特異値を求め
る信頼性の高いアルゴリズムと結論付けられる.
中心多様体理論は dLV以外のアルゴリズムの局所解析にも有効である. mdLVs アル

ゴリズム [8] やマルチシフト $QR$ アルゴリズム [10] に関する結果については, 別論文に
て報告する.
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