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1. 序文

ここでは、 実数体の通常の構造 $\mathcal{R}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >)$ の順序極小拡張 $\mathcal{M}=(\mathbb{R}, +, \cdot, >, \ldots)$ に

おいて考察する。 このような構造は、 [121により、 非可算無限個存在することが知られて

いる。 もっと一般的に、 実閉体上でも議論することができるが、 ここでは、 $\mathcal{M}$ に制限し

て考える。デファイナブルカテゴリーに関しては、 [31, [41などに性質がまとめられてい

る。 ここでは、 デファイナブル集合は、 すべてパラメータつきで考える。

本稿では、 ベクトル束、 ファイバー束、 ファイバー空間のホモトピー性質について述

べ、 デファイナブルファイバー空間のホモトピー性質について考察する。 また、 それらの

同変版についても考察する。

2. デファイナブルベクトル束デファイナブルファイバー束デファイナブルファイ
バー空間

まず、 ベクトル束の定義を思い出そう。
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定義 21. 位相空間 $E,$ $X$ と全射連続写像 $P$ : $Earrow X$ の組 $\eta=(E,p, X)$ がベクトル束

とは、

(1) 任意の $x\in X$ に対して、 $p^{-1}(x)$ は $R$ 上のベクトル空間である。

(2) $X$ の開被覆 $\{U_{i}\}_{i\in I}$ と各 $i\in I$ に対して、 同相写像 $h_{t}$ : $p^{-1}(U_{i})arrow U_{i}\cross \mathbb{R}^{n}$ が存在し

て、 $p=p_{U:}o$ 飢を満たす。 ただし、 $Pu_{i}$ : $U_{i}\cross \mathbb{R}^{n}arrow U_{i}$ は射影とする。 この $h_{i}$ のことを

局所自明化写像という。

(の任意の $x\in U_{1}$ に対して、 $h_{:}|p^{-1}(x);p^{-1}(x)arrow\{x\}\cross \mathbb{R}^{n}$ は線形同型写像である。 こ

こで、 {X}X $\mathbb{R}^{n}$ と $\mathbb{R}^{n}$ を同一視する。

また、 $E$ を全空間, $X$ を底空間, $p$ を射影という。

定義 21の (2) の $n$ は $X$ の連結成分ごとに変わりうるが、 ここでは、 変わらないものと

する。

定義 2.2. $\eta=(E,p, X),$ $\eta’=(E’,p’, X)$ をベクトル束とする。

(1) 連続写像 $f$ : $Earrow E’$ がベクトル束写像とは、 $p=p’of$ かつ任意の $x\in X$ に対し

て ‘ $f|p^{-1}(x)$ : $p^{-1}(x)arrow(p’)^{-1}(x)$ が線形写像であることである。

(2) ベクトル束写像 $f$ : $Earrow E’$ がベクトル束同型写像とは、 $f$ が全単射であって、
$f^{-1}$ : $E’arrow E$ もベクトル束写像となることである。

次の命題はよく知られている。

命題 2.3. $\eta=(E,p, X)$ をベクトル束とし、 $f$ : $Yarrow X$ を連続写像とするとき、 $f^{*}(\eta)$ $:=$

$(E’,p’, Y),$ $E’=\{(e, y)\in E\cross Y|p(e)=f(y)\},p’$ : $E’arrow Y,p’((e, y))=y$ は $Y$ 上のベクト

ル束となる。 口

上の $f^{*}(\eta)$ を引き戻し束という。

連続写像 $f,$ $h:Xarrow Y$ がホモトピックとは、連続写像 $H:X\cross[0,1]arrow Y$が存在して、

任意の $x\in X$ に対して、 $H(x, O)=f(x)$ かつ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。

定理 2.4 ([51). $\eta=(E,p, X)$ をパラコンパクト空間上のベクトル束とする。 $f,$ $h:Yarrow X$

をパラコンパクト空間の間のホモトピックな連続写像とするとき、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と

$h^{*}(\eta)$ はベクトル束同型である。

次にこの定理のセミアルジェブリック版を考える。セミアルジェブリツク版は, $\mathcal{R}=$

$(\mathbb{R}, +, \cdot, <)$ におけるデファイナブル版である。
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定義 2.5. セミアルジェブリックベクトル束は、 全空間 $E$ をセミアルジェブリック空間、
$X$ をセミアルジェブリック集合、 射影 $p:Earrow X$ をセミアルジェブリック写像とし、 開

被覆を有限セミアルジェブリック開被覆とし、 同相写像をセミアルジェブリック同相写像

としたものである。

ここでは、 セミアルジェブリック写像は連続であると仮定する。

セミアルジェブリックカテゴリーにおいても、セミアルジェブリック束写像、セミアル

ジェブリック束同型写像、 引き戻し束を考えることができる。

セミアルジェブリック写像 $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ がセミアルジェブリックホモトピックとは、

セミアルジェブリック写像 $H$ : $X\cross[0,1]arrow Y$ が存在して、任意の $x\in X$ に対して、

$H(x, O)=f(x)$ かつ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。

定理 2.6 ([11). $\eta=(E,p, X)$ をセミアルジェブリックベクトル束とする。 $f,$ $h$ : $Yarrow X$

をセミアルジェブリックホモトピックなセミアルジェブリック写像とするとき、引き戻し

束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はセミアルジェブリックベクトル束同型である。

定理 26の仮定は、 [7] を用いて、 $f,$ $h$ : $Yarrow X$ をホモトピックなセミアルジェブリッ

ク写像という条件に弱めることができる。

次に Nash 版を考える。 Nash は、 セミアルジェブリックかつ $C^{w}$ ことである。 Nash 多
様体は、 $C^{\omega}$ 多様体であって、 そのチャートの個数が有限個で、それらの張り合わせ写像

が Nash写像であるものである。通常の $C^{\infty}$ 多様体のように、Whitney の埋め込み定理は
成立しない。Nash多様体が、 ある $\mathbb{R}^{n}$ に Nash埋め込み可能のとき、 アフィンという。セ

ミアルジェブリックベクトル束と同様にして、 Nashベクトル束を考えることができる。
ところが、 Nash ベクトル束に対しては、定理 24のようなホモトピー性質は一般には

成立しない ([1], [6])。 Nash ベクトル束に条件をつけると同様な性質が成立することが知
られている。その条件の説明のために次の定義が必要となるが、あとのセクションのため

に、 同変版で定義する。

定義 2.7. $G$ をコンパクト Nash群、 $\Omega$ を $n$次元 $G$表現とし、 $B:Garrow O_{n}(\mathbb{R})$ をその表現写

像とする。 $M(\Omega)$ を $nxn$行列全体の集合で、 $(g, A)\in G\cross AI(\Omega)arrow B(g)AB(g)^{-1}\in\Lambda I(\Omega)$

という $G$作用をもっているとする。任意の自然数 $k$ に対して、$\gamma(\Omega, k)=(E(\Omega, k),$ $u,$ $G(\Omega, k))$

を以下のように定義する。

$G(\Omega, k)=\{A\in\Lambda f(\Omega)|A^{2}=A, A=A’,TrA=k\}$ ,

$E(\Omega, k)=\{(A,v)\in G(\Omega,k)\cross\Omega|Av=v\}$ ,
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$u$ : $E(\Omega, k)arrow G(\Omega, k)$ : $u((A, v))=A$,

ただし、 $A’$ は $A$の転置行列を表し、$TrA$ は $A$のトレースを表すとする。このとき、 $\gamma(\Omega, k)$

は代数的 $G$ベクトル束となり、Nuhベクトル束にもなっている。 これを $G$ と $\Omega$ に付随し

た普遍 $G$ ベクトル束という。

上の定義において、 $G$作用を考えないときは、 $\Omega$ の代わりに、その表現空間の次元 $n$ を

用いて、 $\gamma(n, k)=(E(n, k),$ $u,$ $G(n, k))$ と表す。

Nashカテゴリーにおいても、 Nash束写像、 Nash束同型写像、 引き戻し束を考えるこ

とができる。

Nash写像 $f,$ $h:Xarrow Y$ が Nash ホモトピックとは、 Nash写像 $H:X\cross[0,1]arrow Y$ が存

在して、任意の $x\in X$ に対して、 $H(x, O)=f(x)$ かつ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。

定義 2.8. アフィン Nuh多様体 $X$ 上の Nashベクトル束 $\eta=(E,p, X)$ が強 Nash とは、
ある $n\in N$ とある Nash写像 $f$ : $Xarrow G(n, k)$ が存在して、 $\eta$ と $f^{*}(\gamma(n, k))$ が Nashベク
トル束同型となることである。

定理 2.9 ([1]). $f,$ $h$ : $Xarrow Y$ をアフィン Nash多様体間の Nuhホモトピックな Nash写
像とし、 $\eta=(E,p, Y)$ を強 Nuhベクトル束とする。引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ は Nuhベ

クトル束同型である。

続いてファイバー束を考える。 ファイバー束の定義を思い出そう。

定義 2.10. 位相空間 $E,$ $X$ , 位相群 $K,$ $K$ の効果的作用をもった位相空間 $F$ と全射連続写

像 $p:Earrow X$ の五つの組 $\eta=(E,p, X, F, K)$ がファイバー束とは、次の二つの条件を満

たすことである。

(1) $X$ の開被覆 $\{U_{i}\}$ と同相写像 $\phi_{i}$ : $p^{-1}(U_{1})arrow U_{i}\cross F$ が存在して、 $p=pu_{1}o\phi_{t}$ とな

る。 ただし、 $p_{U:}$ : $U_{1}\cross Farrow U_{i}$ を射影とする。

(2) $p_{i}$ : $U_{i}\cross Farrow F$ を射影とし、 $x\in U_{i}$ に対して、 $\phi_{t,x}$ : $p^{-1}(x)arrow F$ を $\phi_{t,x}(z)=$

$p_{i}o\phi_{i}(z)$ と定義する。 $X\in U_{i}\cap U_{j}$ に対して、 $\theta_{ji}$ $:=\phi_{j,x}0\phi_{i,x}$ とするとき ‘ $\theta_{jt}\in K$ かっ

$\theta_{ji}$ : $U_{i}\cap U_{j}arrow K$が連続である。

このとき、 $E$ を全空間, $X$ を底空間, $P$ を射影, $F$ をファイバー, $K$ を構造群といい、
$\{\phi_{t}, U_{i}\}$ を局所自明化という。

定義 2.11. $\eta=(E,p, X, F, K),\eta’=(E’,p’, X’, F, K)$ をファイバー束とする。
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(1) 連続写像了 : $Earrow E’$ がファイバー束写像とは、 以下の二つの条件を満たすことで

ある。

$(a)$ 連続写像 $f$ : $Xarrow X’$ が存在して、 $f\circ p=p’\circ\overline{f}$ となる。

$(b)\{\phi_{\alpha}, U_{\alpha}\},$ $\{V_{\mu}’, \phi_{\mu}’\}$ をそれぞれ $\eta,$
$\eta’$の局所自明化とする。 $U_{\alpha}\cap f^{-1}(V_{\mu}’)\neq\emptyset$ となる任意

の $\alpha,$ $\mu$ に対して、 $f_{\mu\alpha}(x)=\phi_{\mu,f(x)}’0\overline{f}\circ\phi_{\alpha,x}^{-1}$ とするとき ‘ $f_{\mu\alpha}\in K$かつ $f_{\mu\alpha}$ : $U_{\alpha}\cap f^{-1}(V_{\mu}’)arrow$

$K$ が連続である。

(2) ファイバー束写像 $\overline{f}$ : $Earrow E’$がファイバー束同型とは、 $X=X’,$ $f=id_{X_{J}}f$ が全

単射であって、 $(\overline{f})^{-1}$ も束写像であることである。

定理 2.12 ([11]). $\eta=(E,p, X, F, K)$ をパラコンパクト空間上のファイバー束とし、 $f,$ $h$ :
$Yarrow X$ をパラコンパクト空間の間のホモトピックな連続写像とする。 このとき、 引き戻

し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はファイバー束同型である。

このデファイナブル版を考えよう。

デファイナブルファイバー束 ([10]) は、 $E$ をデファイナブル空間, $X$ をデファイナブル

集合, 開被覆を有限デファイナブル開被覆, 同相写像をデファイナブル同相写像と定義す
ればよい。デファイナブル束写像、 デファイナプル束同型写像、 引き戻し束を定義するこ
とができる。 ここでは、 デファイナブル写像は連続とする。

定理 2.13 ([10]). $\eta=(E,p, X, F, K)$ をデファイナブルファイパー束とし、 $f,$ $h:Yarrow X$

をホモトピックなデファイナブル写像とする。 $Y$ がコンパクトならば、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$

と $h^{*}(\eta)$ はデファイナブル束同型である。

定理 2.13において、 $Y$ がコンパクトであるという条件は、 除けるかもしれない。また、

[7] より、 $f$ と $h$ はデファイナブルホモトピックとなる。

問題 2.14. 定理 2.13において、底空間 $X$ をデファイナブル空間に拡張できないか ?

次にファイバー空間を考える。

定義 2.15. 位相空間 $E,$ $X$ と全射連続写像 $p:Earrow X$ の三つの組 $\eta=(E,p, X)$ がファイ

バー空間とは、任意の位相空間 $Y$ , 連続写像 $f$ : $Yarrow E$ と連続写像 $F:Y\cross[0,1]arrow X$ で,

各 $x\in Y$に対して、 $(p\circ f)(x)=F(x, 0)$ を満たすものに対して、連続写像 $H$ : $Y\cross[0,1]arrow E$

で $poH=F$かつ各 $x\in Y$ に対して、 $H(x, O)=f(x)$ を満たすものが存在することである。
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次にファイバー空間の同型を定義したいのだが、 ベクトル束やファイバー束とは少し異
なる。

定義 2.16. $\eta=(E,p, X),$ $\eta’=(E’,p’, X)$ を $X$ 上のファイバー空間とする。

(1) 連続写像 $f$ : $Earrow E’$ がファイバー写像とは、 $p=p’of$ を満たすことである。

(2) ファイバー写像 $f,$ $h$ : $Earrow E’$ がファイパーホモトピー同値とは、 あるホモトピー
$H_{t}$ : $E\cross[0,1]arrow E’$ が存在して、 $p=p’oH_{t},$ $H_{0}=f,$ $H_{1}=h$ となることである。

定纏 2.17. $\eta=(E,p, X),$ $\eta’=(E’,p’, X)$ を $X$ 上のファイバー空間とする。 $\eta$ と $\eta’$ がファ

イバーホモトピー同値とは、 ファイバー写像 $\phi:Earrow E’$ と $\psi$ : $E’arrow E$が存在して、 $\phi\circ\psi$

が $id_{E’}$ とファイバーホモトピー同値であり、 $\psi 0\phi$が $id_{E}$ とファイバーホモトピー同値で

あることである。

ファイバー空間に対しても、 引き戻し束を考えることができる。

古典的な結果として、 次の定理が知られている。

定理 2.18. $\eta=(E,p, X)$ をパラコンパクト空間 $X$ 上のファイバー空間とし、 $f,h:Yarrow X$

をパラコンパクト空間の間のホモトピックな連続写像とする。 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{n}(\eta)$

はファイバーホモトピー同値である。

’

ファイバー空間のデファイナブル版を自然に定義することができる。また、 デファイナ
ブルファイパー束写像、 デファイナブルファイバーホモトピー同値を同様に定義すること
ができる。

定理 2.19 ([9]). $\eta=(E,p, X)$ をデファイナブル空間 $X$ 上のデファイナブルファイバー空

間とし、 $f,$ $h:Yarrow X$ をデファイナブル空間の間のデファイナブルホモトピックなデファ
イナブル写像とする。 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はデファイナブルファイバーホモトピー

同値である。

ベクトル束、 ファイバー束、 ファイバー空間の関係は、以下である。

定理 2.20. (1) ベクトル束はファイバー束である。
(2) パラコンパクト空間上のファイバー束は、 ファイバー空間である。
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3. 同変版について

定義 3.1. $G$ を位相群とする。ベクトル束 $\eta=(E,p, X)$ が $G$ ベクトル束とは、 次の二つ

の条件を満たすことである。

(1) $E,$ $X$ が $G$空間であり、 $p:Earrow X$ が $G$写像である。

(2) 任意 $x\in X,$ $g\in G$ に対して、 $p^{-1}(x)arrow p^{-1}(gx),$ $yrightarrow gy$ が線形同型写像である。

$G$ベクトル束写像、 $G$ベクトル束同型写像を同様に定義することができる。
二つの $G$写像 $f,$ $h:Xarrow Y$ が $G$ホモトピックとは、 $G$写像 $H:X\cross[0,1]arrow Y$ が存在

して、 任意の $x\in X$ に対して、 $H(x, O)=f(x),$ $H(x, 1)=h(x)$ となることである。

定理 3.2 ([11]). $G$ をコンパクト Lie群とする。 $\eta=(E,p, X)$ をパラコンパクト $G$空間上
の $G$ベクトル束とし、 $f,$ $h:Yarrow X$ をパラコンパクト $G$空間の間の $G$ホモトピックな $G$

写像とする。 このとき、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ は $G$ ベクトル束同型である。

定理 32の同変版を考えよう。 $G$ をセミアルジェブリック群とするとき、 セミアルジェ
ブリック $G$ベクトル束を定義することができる。

定理 3.3 ([2]). $G$ をコンパクトセミアルジェブリック群とし、 $X,$ $Y$ をセミアルジェブリッ
ク $G$集合、 $f,$ $h:Yarrow X$ をセミアルジェブリック $G$ ホモトピックセミアルジェブリック
$G$写像とする。 $\eta=(E,p, X)$ をセミアルジェブリック $G$ベクトル束とするとき、 このと

き、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はセミアルジェブリック $G$ベクトル束同型である。

問題 3.4. 定理 3.3において、 $G$ のコンパクトの条件を除けないか、 また、 セミアルジェ

ブリック $G$集合を、 セミアルジェブリック $G$空間にできないかなどの問題が存在する。

定理 33の Nash版を考えよう。セクション 2で述べたように、 強 Nash の条件の下で、
結果を得ることができる。

定理 3.5 ([6]). $G$ をコンパクト Nash群、 $X,$ $Y$ をアフィン Nash $G$ 多様体、 $f,$ $h:Yarrow X$

を Nuh $G$ ホモトピック Nash $G$ 写像とする。 $\eta=(E,p, X)$ を強 Nash $G$ ベクトル束とす

るとき、 このとき、 $Y$ がコンパクトならば、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ は Nash $G$ ベクト

ル束同型である。

次に $G$ ファイバー束について考えよう。
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$G$ を位相群とするとき、 ファイバー束 $\eta=(E,p, X, F, K)$ が $G$ ファイバー束とは、 $E,$ $X$

が $G$空間であり、 $p$ が $G$写像であり、 $E,$ $X$ の $G$作用は、 ファイバー束の同値写像を与え

ているときにいう。

定理 36 $([11|)$ . $G$ をコンパクト Lie群とする。 $\eta=(E,p, X, F, K)$ をパラコンパクト $G$空

間上の $G$ ファイバー束とし、 $f,h:Yarrow X$ をパラコンパクト $G$空間の間の $G$ホモトピッ

クな $G$写像とする。 このとき、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ は $G$ ファイバー束同型である。

次に定理 36のデファイナブル版を考えよう。
$G$ をデファイナブル群とするとき、 同様にして、 デファイナブル $G$ ファイバー束 $\eta=$

$(E,p, X, F, K)$ を定義することができる。 ここでは、 $X$ はデファイナブル $G$集合とする。

定理 3.7 ([8]). $G$ をコンパクトデファイナブル群、 $\eta=(E,p, X, F, K)$ をデファイナブル
$G$ ファイバー束、 $f,$ $h;Yarrow X$ を $G$ホモトピックなデファイナブル $G$写像とする。 $Y$ が

コンパクトならば、 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はデファイナブル $G$束同型である。

定理 37において、 $Y$ がコンパクトであるという条件は、 除けるかもしれない。 また、

[7] より、 $f$ と $h$ はデファイナブル $G$ ホモトピックとなる。

被覆ホモとピー性質を $G$作用つきの場合に拡張することにより、 $G$ ファイバー空間、デ

ファイナブル $G$ ファイバー空間を定義することができる。

定理 38([9]). $G$ をデファイナブル群、 $\eta=(E,p, X)$ をデファイナブル $G$空間 $X$ 上のデ

ファイナブル $G$ ファイバー空間とし、 $f,$ $h:Yarrow X$ をデファイナブル $G$空間の間のデファ

イナブル $G$ホモトピックなデファイナブル $G$写像とする。 引き戻し束 $f^{*}(\eta)$ と $h^{*}(\eta)$ はデ

ファイナブル $G$ ファイバーホモトピー同値である。
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