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1. Introduction

準周期関数を係数にもつ 2次元線形常微分方程式

$(\begin{array}{l}x’y’\end{array})=(\begin{array}{lll}sint k cos\omega tcos\omega t sint\end{array})(\begin{array}{l}xy\end{array})$ (1)

を考える. 初期条件は

$(\begin{array}{l}x(0)y(0)\end{array})=(\begin{array}{l}x_{0}0\end{array})$ $(x_{0}>0)$ (2)

とする. $k=1,0,$ $-1$ に対して (1),(2) をみたす解の極限集合について考察する.
(I) $k=1$ の場合

Lemma 1.

$(\begin{array}{l}x’y’\end{array})=(\begin{array}{ll}a(t) kb(t)lb(t) a(t)\end{array})(\begin{array}{l}xy\end{array})$ $(k, l>0)$ (3)

の基本解行列は

$X(t)=(_{\sqrt{l}e^{\alpha(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}-e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})}^{\sqrt{k}e^{\alpha(t)}(e^{\Gamma kl\beta(t)}+e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})}$ $\sqrt{k}e^{\alpha(t)}(e^{\Gamma kl\beta(t)}-e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})\sqrt{l}e^{\alpha(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}+e^{-\sqrt{kl}\beta(t)}))$

where $\alpha(t)=\int_{0}^{t}a(s)ds,$ $\beta(t)=\int_{0}^{t}b(s)ds$

(proof)
$\phi(t)=\sqrt{k}e^{a(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}+e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})$

$\psi(t)=\sqrt{l}e^{\alpha(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(l)}-e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})$

とおくと

$\phi’(t)=a(t)\phi(t)+kb(t)\psi(t)$

$\psi’(t)=a(t)\psi(t)+lb(t)\phi(t)$
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となるから $(\begin{array}{l}\phi(t)\psi(t)\end{array})$ は (3) の解となる.

又

$\xi(t)=\sqrt{k}e^{\alpha(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}-e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})$

$\eta(t)=\sqrt{l}e^{\alpha(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}+e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})$

とすると

$\xi’(t)=a(t)\xi(t)+kb(t)\eta(t)$

$\eta’(t)=a(t)\eta(t)+lb(t)\xi(t)$

となるから $(\begin{array}{l}\xi(t)\eta(t)\end{array})$ は (3) の解となる. 故に $X(t)$ は (3) の解行列である. また

&tX $(t)= \frac{1}{4}$ [ $\sqrt{kl}e^{2a(t)}(e^{\sqrt{kl}\beta(t)}+e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})^{2}-\sqrt{kl}e^{2a(t)}(e$ 爾\beta (t) $-e^{-\sqrt{kl}\beta(t)})^{2}$ ]

$=\sqrt{kl}e^{2\alpha(t)}\neq 0$

であるから $X(t)$ は (3) の基本解行列となる. 口

さて $a(t)=\sin t$ , $b(t)=\cos\omega t$ , $k=l=1$ とすると

$\alpha(t)=\int_{0}^{t}\sin sds=1-\cos t$ , $\beta(t)=\int_{0}^{t}\cos\omega sds=\frac{1}{\omega}\sin\omega t$

となる. よって (1),(2) を満たす解は

$(\begin{array}{l}x(t)y(t)\end{array})=X(t)X^{-1}(0)(\begin{array}{l}x_{0}0\end{array})=X(t)(\begin{array}{l}x_{0}0\end{array})$

であるから次の Lemma2が得られる.

Lemma 2.
$x(t)= \frac{x_{0}}{2}e^{1-c\infty t}(e^{\perp\sin wt}+e^{\frac{-1}{}\epsilon inwt})$

$y(t)= \frac{x_{0}}{2}e^{1-co\epsilon t}(e^{\frac{1}{w}\sin wtinwt}-e^{\frac{-1}{}8})$

Remark 1. Lemma 2により

$x_{0}>0$ ならば $x(t)>0$ $(t\in \mathbb{R})$

が成立する.
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2. Main results and Proof

Proof of Theorem 1. 以下の Proposition 1から Proposition 7により証明する.

(proof) Lemma 2を用いると $\#_{xt}^{yt}=\frac{e^{\perp}in\cdot t-e^{\frac{-1}{w}.ju\cdot t}}{e^{\frac{1}{}\cdot in\cdot\iota_{-e^{\underline{-1}}}..in\cdot t}}=\frac{(\epsilon^{\perp}\omega in\cdot t)^{2}-1}{(\epsilon^{A}inwt)^{l}+1}$となる.

$\gamma=e^{\iota_{\sin wt}}w$ とおくと $e^{\frac{-1}{}}\leqq\gamma\leqq e^{1}$ であり

$\frac{y(t)}{x(t)}=\frac{\gamma^{2}-1}{\gamma^{2}+1}$ .

ところで

$\frac{d}{d\gamma}(\frac{\gamma^{2}-1}{\gamma^{2}+1})=\frac{2\gamma(\gamma^{2}+1)-2\gamma(\gamma^{2}-1)}{(\gamma^{2}+1)^{2}}\frac{4\gamma}{(\gamma^{2}+1)^{2}}>0$ for $\gamma>0$

であるから $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は単調増加. よって

$\max of\min of\frac{\gamma^{2}-1\frac{\gamma^{2}-1}{\gamma^{2}+1}}{\gamma^{2}+1}==\frac{\epsilon^{1}-1}{-\frac{l..+1e^{A}-1}{e^{l}w+1}\epsilon}$

,

となる. 故に

$- \frac{e^{\frac{t}{}}-1}{e^{l}w+1}\leqq$ $\frac{y(t)}{x(t)}\leqq$ $\frac{e^{Z}-1}{e^{2}+1}$ for $t\in \mathbb{R}$

$\square$

Remark 2. $m= \frac{e^{1}-1}{e^{l}w+1}$ とすると $0<m<1$ . また

$\frac{y}{x}\coprod t=\frac{e^{l}-1}{e^{l}+1}$ となる $t$ は $t= \frac{1}{w}(\frac{\pi}{2}+2l\pi)$ , ( $l$ は整数)

$\varphi^{t}xt)=-\frac{\epsilon^{l}-1}{e^{l}+1}$ となる $t$ は $t= \frac{1}{w}(\frac{3\pi}{2}+2l\pi)$ . ( $l$ は整数)
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Proposition 2.

$x_{0}^{2}\leqq x^{2}(t)-y^{2}(t)\leqq e^{4}x_{0}^{2}$ for $t\in \mathbb{R}$

(proof) Lemma 2より $x^{2}(t)-y^{2}(t)=(x_{2}n)^{2}e^{2(1-\cos t)}4=x_{0}^{2}e^{2(1-\cos t)}$ であるから

$x_{0}^{2}\leqq x^{2}(t)-y^{2}(t)\leqq e^{4}x_{0}^{2}$

口

Remark 3. $x^{2}(t)-y^{2}(t)=x_{0}^{2}$ となる $t$ は $t=2n\pi$ , ( $n$ は整数)
$x^{2}(t)-y^{2}(t)=e^{4}x_{0}^{2}$ となる $t$ は $t=(2n+1)\pi$ . ( $n$ は整数)

Proposition $1,Propos\ddagger tion2$ により $(\begin{array}{l}x(t)y(t)\end{array})$ は ABCD によつて囲まれる閉領域

の中にあることがわかる. この閉領域を $S$ と表すことにする.

次に (1)(2) を満たす解軌道が $S$ を dense に埋め尽くすことを示すため, Diophantus
近似に関する次の Dirichlet の定理を用いる.

Lemma 3. $\theta$ を正の無理数, $c$ を実数とすると

$\exists_{n_{k}}$ $m_{k}\in N;n_{k)}m_{k}arrow\infty$ as $karrow\infty$

and
$c+n_{k}\theta-m_{k}arrow 0$ ae $karrow\infty$

さて $\forall(p, q)\in S$ とすると Proposition.1により

$-1<- \frac{e^{\underline{2}}\cdot-1}{e^{2}\omega+1}\leqq\frac{q}{p}\leqq$ $\frac{e^{\frac{2}{w}}-1}{e^{\underline{2}}\cdot+1}<1$

が成立している. ところで嵩は $s<1$ で単調増加だから $s=_{p}A$ を代入すると

$e^{-\underline{2}} \cdot=\frac{1-\frac{e^{A}-1}{\epsilon^{z}+1}}{1+\frac{e^{l}-1}{\epsilon^{l}+1}}\leqq\frac{1+zp}{1-pg}\leqq\frac{1+\frac{e^{A}-1}{e^{l}+1}}{1-\frac{e^{l}w-1}{e^{l}+1}}=e^{\frac{2}{w}}$ .

故に $r=\sqrt{p-qL+l}=\sqrt{arrow_{q}^{l}1-1+}$ とおくと

$e^{-\text{�}}\leqq r\leqq e^{1}w$
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すなわち

$-1\leqq\omega\log r\leqq+1$

となるので $\sin^{-1}(\omega\log r)$ が定義できる. 又, Proposition 2により

$x_{0}^{2}\leqq p^{2}-q^{2}\leqq e^{4}x_{0}^{2}$

であるから
$x_{0}\leqq\sqrt{p^{2}-q^{2}}\leqq e^{2}x_{0}$ ,

$1 \geqq 1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{x_{0}}\geqq-1$

となり $\cos^{-1}(1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{x_{0}})$ が定義できる.

さて Lemma 3において $\theta=\frac{1}{w},$ $c= \frac{1}{2\pi}\{\frac{1}{w}\sin^{-1}(\omega\log r)-\cos^{-1}(1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{xo})\cdot\}$

とすると

$\exists_{n_{k},m_{k}\in N;n_{k},m_{k}}arrow\infty$ ae $karrow\infty$

and
$c+n_{k}\theta-m_{k}arrow 0$ as $karrow\infty$

すなわち

$\{\frac{1}{\omega}sn^{-1}(\omega\log r)-\cos^{-1}(1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{x_{0}})\}+(\frac{2n_{k}}{\omega}-2m_{k})\piarrow 0$ as $karrow\infty$

(4)

が成立する. さて

$\overline{t}_{m_{h}}=\cos^{-1}1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}\log r)+}{x_{0}}2m_{k}\pi t_{n_{k}}=\frac{1}{\omega,(}\sin^{-1}(\omega\frac{2n_{k}\pi}{)+\omega}$ $(5)(6)$

とおくと (4),(5),(6) により次の Proposition 3が成立する.

Proposition 3.
$t_{n_{k}}arrow\infty$ as k\rightarrow o科

and
$|t_{n_{h}^{-t_{m_{k}}|}}^{\sim}arrow 0$ as $karrow$ 科

以下, 数列 (5)(6) の性質を述べる.

Proposition 4.
$\frac{y(t_{n_{k}})}{x(t_{\mathfrak{n}_{h}})}=\frac{q}{p}$

122



(proof)

sin $\omega t_{n_{k}}=\sin(sin^{-1}(\omega\log r)+2n_{k}\pi)=\sin(\sin^{-1}(\omega\log r))=\omega\log r$

であるから $e^{\underline{1}}$.8in $\omega t_{n_{k}}=r$ となり

$\frac{y(t_{n_{k}})}{x(t_{n_{k}})}=\frac{e^{\underline{1}_{8in\omega t_{n_{k}}}}\cdot-e^{\frac{-1}{w}\sin\omega t_{n_{k}}}}{e^{\frac{1}{}\epsilon in\omega t_{n_{k}}}-e^{\frac{-1}{}\sin\omega t_{\hslash}}k}=\frac{r-\frac{1}{r}}{r+\frac{1}{r}}=\frac{r^{2}-1}{r^{2}+1}=\frac{q}{p}$

口

Proposition 5.
$x^{2}(t_{m_{k}})-y^{2}(t_{m_{k}})=p^{2}-q^{2}\sim\sim$

(proof)

cos $t_{m_{k}}= \cos(\cos^{-1}(1-\log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{x_{0}})+2m_{k}\pi)\sim$

$=1- \log\frac{\sqrt{p^{2}-q^{2}}}{x_{0}}$

であるから, Lemma 2を用いると

$x^{2}(t_{m_{k}})-y^{2}(t_{m_{k}})=x_{0}^{2}e^{2(1t_{n_{k}})}-\cos^{\sim}=x_{0}^{2}e^{\log_{\sim}arrow_{0}-}=p^{2}-q^{2}\sim\sim\epsilon^{2_{-}}$

口

Proposition 6.

$x^{2}(t_{n_{k}})-y^{2}(t_{\mathfrak{n}_{k}})arrow p^{2}-q^{2}$ as $karrow\infty$

(proof)

$x^{2}(t_{n_{k}})-y^{2}(t_{n_{h}})=x^{2}(t_{m_{k}})-y^{2}(t_{m_{k}})+[x^{2}(t_{n_{\dot{k}}})-x^{2}(t_{m_{k}})]-[y^{2}(t_{n_{k}})-y^{2}(t_{m_{k}})]\sim\sim\sim\sim$

と変形して Proposition 5を用いると

$x^{2}(t_{\mathfrak{n}_{k}})-y^{2}(t_{\mathfrak{n}_{k}})=p^{2}-q^{2}+[x^{2}(t_{n_{k}})-x^{2}(t_{m_{k}})]-[y^{2}(t_{\mathfrak{n}_{k}})-y^{2}(t_{m_{k}})]\sim\sim$ .

Proposition3を用いると $karrow\infty$ のとき上式の第 2項, 第 3項 $arrow 0$ であるから

$x^{2}(t_{n_{k}})-y^{2}(t_{n_{k}})arrow p^{2}-q^{2}$ as $karrow\infty$ 口
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Proposition 7.

$x(t_{n_{k}})arrow p$, $y(t_{n_{k}})arrow q$ as $karrow\infty$

(proof) Proposition 4により $y(t_{n_{k}})=_{p}gx(t_{n_{k}})$ だから Proposition 6を用いると

$x^{2}(t_{\mathfrak{n}_{k}})- \frac{q^{2}}{p^{2}}x^{2}(t_{n_{k}})arrow p^{2}-q^{2}$ as $karrow\infty$ .

すなわち

$\frac{1}{p^{2}}(p^{2}-q^{2})x^{2}(t_{n_{k}})arrow p^{2}-q^{2}$ as $karrow\infty$ .
ところで $-1<pg<1$ だから $p^{2}-q^{2}\neq 0$ よって

$\frac{1}{p^{2}}x^{2}(t_{n_{k}})arrow 1$ as $karrow\infty$ .

Remark 1により $x_{0}>0$ なら $x(t)>0$ に注意すると

$x(t_{n_{k}})arrow p$ as $karrow\infty$ .

よって Proposition 4により

$y(t_{\mathfrak{n}_{k}})arrow q$ as $karrow\infty$ .

従って $(x(t), y(t))$ は $S$ を dense に埋め尽くす. これでTheorem 1の証明が完了した口

Theorem 2. \omega >O:有理数のとき (1),(2) を満たす解軌道は $S$ を動く周期軌道.

関数だから $\omega=\frac{h}{l}$ のとき解軌道は $2\pi l$ 周期となる.
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(I) $k=0$ の場合

(1)(2) を満たす解は

$x(t)=x_{0}e^{1-co\epsilon t}$

$y(t)=_{w}^{x}\Delta e^{1-coet}$ sin $wt$

となり Theorems 3, 4の証明は

Theorems 1, 2の証明と同じよ

うにできる.

(m) $k=-1$ の場合 ($0< \frac{1}{w}<\pi$ としておく)
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Theorem 6. \omega >0:有理数のとき (1), (2) を満たす解軌道は $S$ を動く周期軌道.

(1)(2) を満たす解は

$x(t)=x_{0}e^{1-co\epsilon t}$ cos $( \frac{1}{w}$ sin $\omega t)$

$y(t)=x_{0}e^{1-coet}$ sin $( \frac{1}{\omega}$ sin $\omega t)$

となり Theorems 5, 6の証明は

Theorems 1, 2の証明と同じよ

うにできる.
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