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Abstract
ルール番号 40の基本セルオートマトンは Wolfram class I に属し, 生成される時空間バターンは死滅
するとされていたが [17]. ある特定の configuration8全体の上ではカオス性を持ち $[12][13]$ , Lyapunov
exponent の値にも多様性があることが示されている [12].
本稿では, やはり Wolfram class I に属し, その時空間パターンは死滅するとされているルール番号

168について, ルール番号 40と同様にカオス性を持ち, 多様な Lyapunov exponent の値を持ち得るこ
とを示す. その際. ルール番号 40の議論 [12][13] で用いた方法を用いる.

1. Introductory Preliminaries
基本セルオートマトン (elementary cellular automaton $(ECA)$ ) は, $\{0,1\}$ と $g:\{0,1\}^{3}arrow\{0,1\}$ と

の組 $(\{0,1\},g)$ であり, 簡単に ECA $g$ と呼ぷ. $g$ は local transition function の吼まれる.

alocal transition function9: $\{0,1\}^{3}arrow\{0,1\}$ によって, $\mathcal{A}\equiv\{0,1\}^{\mathbb{Z}}$ から $A$ への写像 9を

$x\in A$, $(g(x))_{i}=g(xxx)$

として定義する. この $g$ を global transition function と呼ぶ.
$A$ 上の距離 $d$ を次のように定義する.

$d(x,y)= \sum_{i\approx-\infty}^{\infty}\frac{|x_{1}-y_{1}|}{2^{|i|}}$ , $x,y\in A$,

これによって位相的な力学系 $(A,g)$ が得られる.
$A$ の要素は �$nf$ uration と呼ばれ, 初期 configuration $x\in A$ の軌道は. 以下に定義される系列

$\{g^{t}(x)\}_{t\approx 1}^{\infty}$ である.
$g^{0}(x)=x,$ $g^{t+1}(x)=g(g^{t}(x)),$ $t\in N$ .

ECA $g$ のルール番号 $R(g)$ は

$R(g)= \sum_{(a,b,c)}g(a,b,c)2^{ar4+b*2+c}$
.

で定義される. ルール番号 40と 168の local transition function $g_{40}$ ,g168は次の表によって与えられる.

$S_{k}=$ { $(0,1_{m_{1}})_{1=-\infty}^{\infty}|m_{1}=1$ or 2or $\cdots$ or $k$ , $i\in Z$ } $\subset A$, $k=1,2,3,$ $\cdots$ ,

としたとき,

$\forall x\in A\backslash S_{2}$ , $\lim_{tarrow\infty}g_{40}^{t}(x)=0$ ,

$\forall x\in S_{2}$ , $g_{40}(x)=\sigma_{L}(x)$ ,
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であることが [13] で示されている. ここで $\sigma_{L}$ は, left-shift transformation である.
本稿では, $\mathcal{A}$ 上での $g_{168}$ の軌道の性質について議論し, それぞれの $S_{k}$ 上で $g_{168}=\sigma_{L}$ であり, 従っ
てカオス的であること, また

$S_{k}^{+}\equiv\{x_{0,arrow}|x\in S_{k}\}$

としたとき, この上での $g_{168}=\sigma\iota$ の動きをある区間力学系に関係づけ, その不変測度に関するあるパ
ターンの相対頻度が $g_{168}$ による spreading rate に一致することを示す.

Notations
(1) $x\in \mathcal{A}$ に対して,

$x:i\equiv(x:, \cdots,x_{j})$ $(i\leq j)$ ,
$x_{arrow,i}\equiv(\cdots x_{\dot{\iota}-1},x_{i})$ ,
$x_{j,arrow}\equiv(x_{j},x_{j+1}, \cdots)$ .

(2) $\alpha_{i}\in\{0,1\}^{n}:,$ $\beta_{i}\in\{0,1\}^{m_{i}},$ $n;\geq 1,$ $m:\geq 1,$ $i\in Z$ , に対して. 次のように定義する.

$(\alpha:,\beta_{i})_{1=-\infty}^{+\infty}=$ (. .. $\alpha_{1}^{-1},$ $\cdots\alpha_{n-1}^{-1},\beta_{1}^{-1},$ $\cdot$ . . $\beta_{m-1}^{-1},\alpha_{1}^{0},$ $\cdot$ .. $\alpha_{n_{0}}^{0},\beta_{1}^{0},$ $\cdot$ . . $\beta_{mo}^{0}$ ,
$\alpha_{1}^{1},$ $\cdots\alpha_{n_{1}}^{1},\beta_{1}^{1},$ $\cdots\beta_{m\iota}^{1},$ $\cdots$ ),

ここで, $\alpha_{i}=(\alpha:, \cdots\alpha_{n_{l}}^{1}),$ $\beta_{:}=(\beta\dot{i}\cdots\beta_{m_{*}}^{1}.),$ $i\in Z$ .
(3) $0$ は次の三つのうちのいずれかを意味する. いずれが意味されるかは, 前後の文脈から理解できる.

$(\cdots 0,0,0, \cdots),$ $(\cdots 0,0,)$ or $(0,0, \cdots)$ .

(4) ブロック $\alpha\in\{0,1\}^{n}$ を $i$ 個並べることで得られるブロックを

$(\alpha)_{i}\equiv(\alpha,\cdot\cdot,\alpha)\vee:$

.

とする. また, $\alpha$ の長さを
$|\alpha|=n$

と定める.

2. Spreading Rate and Lyapunov Exponent

Shereshevsky[14] に従い, ECA $g$ の $x\in \mathcal{A}$ における Lyapunov exponent は次のように定義される.
$s\in Z$ として

$W_{l}^{+}(x)\equiv\{y\in \mathcal{A}|\forall i\geq s, y_{i}=x_{*}\}$ , $W_{l}^{-}(x)\equiv\{y\in A|\forall i\leq s, y:=x:\}$ ,

A$t+(x) \cong\min\{s|g^{t}(W_{0}^{+}(x))\subset W_{l}^{+}(g^{t}(x))\}$ , $\Lambda_{t}^{+}(x)\equiv\max_{j\in Z}\{\overline{\Lambda}_{t}^{+}(j_{L^{X}})\}$ ,

$\overline{\Lambda}_{t}^{-}(x)\equiv$ max $\{s|g^{t}(W_{0}^{-}(x))\subset W_{*}^{-}(g^{t}(x))\}$ , $\Lambda_{t}^{-}(x)\equiv\min_{j\in Z}\{\overline{\Lambda}_{t}^{-}(\sigma_{L}^{j}x)\}$ ,

とする. ここで, $\dot{d}_{L}=\sigma_{R}^{-j}$ for $j<0$ であり, $\sigma_{R}$ は right-shift transformation である.

$\lim_{tarrow\infty}\frac{\Lambda_{t}^{+}(x)}{t}$ , $\lim_{tarrow\infty}\frac{\Lambda_{t}^{-}(x)}{t}$

の極限が存在するとき, それぞれを $x$ における右及び左 Lyapunov exponent と呼ぷ.
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$x,$ $y\in A$ に対して

$DFR(x, y) \equiv\sup\{i|x_{i}\neq y_{i}\}$ , $DFL(x, y) \equiv\inf${ $i$ I $x_{i}\neq y_{i}$ },

とおく. 次の Lemma は, 後に定義する spreading rate と Lyapunov exponent を結びつける.

Lemma 2.1 ECA $g$ において, conflguration $x\in A$ と $t\in N+$ に対して, 次の関係が成立する.

(1) max $DFR(g^{t}(x),g^{t}(y))= \min\{s|g^{t}(W_{0}^{+}(x))\subset W_{l}^{+}(g^{t}(x))\}-1$ ,
$y\epsilon w_{0(X)}^{+}$

(2) $\min$ $DFL(g^{t}(x),g^{\ell}(y))= \max\{s|g^{t}(W_{0}^{-}(x))\subset W_{\epsilon}^{-}(g^{t}(x))\}+1$ .
$y\in W_{0}^{-}(X)$

$Ilachinski[5]$ に従い, spreading rate は次のように定義される. まず, $n_{j}$ : $\mathcal{A}arrow A(j\in Z)$ を次のよ
うに定義する.

$x\in A$ , $(n_{j}(x))_{i}=\{\begin{array}{ll}x:, i\neq j,\overline{x_{i}}, i=j.\end{array}$

$n_{j}$ は, configuration $x$ の $i$ 番目の状態を逆転させる. ECA $g$ に対して,

$\Gamma_{t}^{+}(x)\equiv maxj\in Z\{DFR(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j\},$ $\Gamma_{t}^{-}(x)\equiv\min_{j\in \mathbb{Z}}\{DFL(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j\}$

とし,

$\gamma^{+}(x)=\lim_{tarrow\infty}\Gamma_{t}^{+}(x)/t$ , $\gamma^{-}(x)=\lim_{tarrow\infty}\Gamma_{t}^{-}(x)/t$

の極限が存在するとき, それぞれを $x$ における右および左 left spreading rate と呼ぷ.

Theorem 2.2 ECA $g$ において, $x\in A$ と $t\in N+$ に対して次の関係が成立する.

(1) $\Lambda_{t}^{+}(x)=\max\max_{\in j\in z_{yw_{j}^{+}(x)}}\{DFR(g^{t}(x),g^{t}(y))-j\}+1$
, $\Gamma_{t}^{+}(x)\leq\Lambda_{t}^{+}(x)$ .

(2) $\Lambda_{t}^{-}(x)=\min$ min $\{DFR(g^{t}(x),g^{t}(y))-j\}-1$ , $\Lambda_{t}^{-}(x)\leq\Gamma_{t}^{-}(x)$ .
$j\in zy\in W_{f}^{-}(x)$

一般的に spreading rate と Lyapunov exponent は一致しないが, ECA が left most permutive また
は right moet permutive であれば一致する [12].

3. $A$ 上での $g_{168}$ の軌道の性質
$g_{168}$ の対応表から, 次の二っの Lemma は容易である.

Lemma 3.1 $x\in A,$ $x:=x_{\iota+1}=0$ であるとき,

$(g_{168}(x))_{t,:+1}=(0,0)$

である. configuration 中の $(0,0)$ ブロックは, 時間発展に於いて壁のような働きをする. つまり, 時刻
$t$ に於ける configuration $g_{168}^{t}(x)$ について次のことが成立する.

$g_{168}^{t}(x)=((g_{168}^{t}(x_{arrow,:-1},0))_{arrow,i-1},00,$$(g_{168}^{t}(0,x:+2,arrow))_{:+2,arrow)}\vee,\vee\iota+1$
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づ $0$

Lemma 3.2 (1) $x=(\cdots 0,00,1_{m_{1}},0,1_{m_{3}},0,1_{m_{3}}\vee,, \cdots)$ とする. $(0,0)$ の site 番号がそれぞれ
$-1$ 番, $0$ 番とされているが, 一般性は失われない. このとき,

$g_{168}^{m_{1}}(x)$ $=$
$(\cdots -1010,0,0,0,1_{m_{2}},0,1_{m_{S}}, \cdots)$ ,

$g_{168}^{m_{1}+\cdots+m_{\hslash}}(x)$ $=$ $(\cdots,0,0,0, \cdots,0,0,1_{m_{\mathfrak{n}+\iota}}, \cdots)-10\sim_{n}$

(2) $x=(\cdots-100,0,0,1_{m_{1}},0,1_{m_{2}}, \cdots 0,1_{m_{n}},0)$ に対して,

$-10$ 1

$g_{168}^{m_{1}}(x)$ $=$ $(\cdots\vee 0,0,0,0,1_{m},, \cdots 0,1_{m_{n}},0)$ ,

$g_{168}^{m\iota+\cdots+m}’(x)$ $=$
$(\cdots’-\vee\vee 100,0,0, \cdots,0,0)\vee \mathfrak{n}$ ’

$(g_{168}^{t}(x))_{-1,arrow}$ $=$ $0$ , $\forall t\geq m_{1}+\cdots+m_{m}$ .
$\vee-10$

(3) $x=(\cdots, 0,0,0,1_{m_{1}},0,1_{m_{2}}, \cdots 0,1_{m_{\hslash}}, 0,1)$ に対して,

$g_{168}^{m_{1}}(x)$ $=$
$(\cdots’-1010,0,0,0,1_{m_{l}}, \cdots 0,1_{m_{n}},0,1)$ ,

$g_{168}^{m\iota+\cdots+m_{\hslash}}(x)$ $=$ $(\cdots’- 100,00, \cdots,0,0,1)\vee,\vee n$ ’

$(g_{168}^{t}(x))_{-1,arrow}$ $=$

$(0,0,0, \cdots,00,1)\sim_{\mathfrak{n}}$
”

$\forall t\geq m_{1}+\cdots+m_{m}$ .

(4) $x=(\cdots\vee^{\vee}\vee 0,0, \cdots,00, \cdots)0i$ に対して,
$\geq 2$

$g(x)$ $=$
$(\cdots\vee-10\vee 0,0,0, \cdots 0,0, \cdots)\vee i$

$g^{t}(x)$ $=$
$(\cdots-*0,0, \cdots 0,0,0\vee 0\ldots 0,0\cdot\cdot)\vee,\cdot$ , $\forall t\geq 1$ .

これらの Lemmas と, $g_{168}$ の対応表から次の定理は容易である.

Theorem 3.3 (1) $x\in S_{k}(k\in N)$ , $g_{168}(x)=\sigma_{L}(x)$ .
(2) $x\in A\backslash S_{\infty}$ に対して,

(2-i) $x$ 中の 0-8tate 8ite が孤立し, 土 $\in Z,$ $x_{1,arrow}=1$ ならば,

$\forall t\geq 1,$ $g_{168}^{t}(x)\neq 1$ , $\lim_{arrow\infty}g_{168}^{t}(x)=1$ .
(2-ii) $x=1$ ならば $gl_{68}(1)=1$ であり, 従って

$\forall t\geq 1,$ $g_{168}^{t}(1)=1$ .
(2-iii) $\exists i\in Z,$ $x:,arrow=1,$ $\exists j\in Z,$ $(x_{j},x_{j+1})=(0,0)$ (the right most 00 block in x) ならば

$\lim_{tarrow\infty}g_{168(x)=(0,1)}^{t^{\vee}}J+1$
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(2-iv) これら以外の $x$ に対して

$\lim_{tarrow\infty}g_{168}^{t}(x)=0$ .

$(g_{168},S_{k})$ は $(g_{168},\mathcal{A})$ の asub-dynamical system であり, aleft-shift dynamical sy8tem である. こ

れについて次の定理が成立する. 証明は, ルール 40が $S_{2}$ 上で Devanay chaoe であることの証明 [14]
と同様である.

$Th\infty rem3.4$ 任意の $k\geq 2$ に対して, $(g_{168},S_{k})$ は $De’\vee anaychaos$ である.

周期点に関する次の定理は明らかである.

Theorem 3.6 (1) $(g_{168},S_{2})$ は, 不動点, 素周期 4, 6, 以外の任意の素周期点を持つ.
(2) $(g_{168},S_{3})$ は, 不動点. 素周期 4, 以外の素周期点を持つ.
(3) $(g_{168},S_{k})(k\geq 4)$ は, 不動点以外の素周期点を持つ.
(4) $(k\geq 4)$ の任意の $k$ に対して. $(g_{168},S_{k}\cup\{0\})$ 及び $(g_{168},S_{k}\cup\{0\})$ は全ての周期点を持つ.

Remark (1) ルール 168と双対である 224について, 同様のことが双対的に成立する.
(2) $(g_{168},S_{2})$ は $(g_{40},S_{2})$ である.

4. Spreading Rate of Rule 168
$x\in S_{\infty}$ について

$x=(\cdots , \vee 1,0,1_{m_{1}},0,1_{m_{2}},0,1_{m},,00 )$

としても以下の議論の一般性は失われない.

$n_{0}(x)=(\cdots ,\vee 0,0,1_{m_{1}},0,1_{ma},0,1_{m_{\theta}},00 )$

とし, $x$ と $n_{0}\Leftarrow$) との right most different 8ite number の時間推移を調べる.

$\vee 1$ a
$g^{m_{1}}(x)$ $=$ $(\cdots 1,0,1_{m_{1}},0,1_{m_{2}},0,1_{m},, 0, \cdots)$ ,

$g^{m_{1}+1}(x)$ $=$
$(\cdots 1,0,1_{m_{1}\prime}0,1,1_{m’-1},0,1_{m_{l}},0, \cdots)012\vee\vee$ ,

$g^{m_{1}}(n_{0}(x))$ $=$
$(\cdots\vee,\vee,\vee 000,1_{m_{Z}},0,1_{m_{\theta}},0, \cdots)012$ ,

$g^{m_{1}+1}(n_{0}(\varpi))$ $=$
$(\cdots\vee, \vee, \vee 000,1_{m_{2}-1},0,1_{ma},0, \cdots)012$ ,

であり. よって

$1\leq t\leq m_{1}$ , Diff$(g^{t}(x),g^{t}(n_{0}(x))=1$ ,
$m_{1}+1\leq t\leq m_{1}+m_{2}$ , $Diff(g^{t}(x),g^{t}(n_{0}(x))=2$,

$m_{1}+m_{2}+1\leq t\leq m_{1}+m_{2}+ms$ Diff$(g^{t}(x),g^{t}(n_{0}(x))=3$ ,

従って, 帰納的に

$m_{1}+\cdots+m_{n}+1\leq t\leq m_{1}+\cdots+m_{n}+m_{\mathfrak{n}+1}$ Diff$(g^{t}(g),g^{t}(n_{0}(x))=n$ ,
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であり, よって

$m_{1}+\cdots+m_{n}+1\leq t\leq m_{1}+\cdots+m_{n}+m_{n+1}$ , $\frac{Diff(g^{t}(x),g^{t}(n_{0}(x))}{t}=\frac{n}{t}$ .
このことから, $narrow\infty$ としたときの

$n$

$m_{1}+\cdots+m_{n}$

の極限が存在すれば, それが right spreading rate である. 従って, $x0,arrow$ に於ける $(0,1_{k},0)$ の頻度に
よって right spreading rate が決まる. $(0,1_{k},O)(x_{0,j})$ を $x_{0,j}$ に含まれる $(0,1_{k},0)$ の個数とすると,

$\lim_{j}$

。

$\frac{\sum_{n=1}^{\infty}(0,1_{n},0)(x_{0,j})}{\sum_{n=1}^{\infty}n\cdot(0,1_{n},0)(x_{0,j})}$

の極限が right spreading rate である.

分母分子に於ける無限和を見かけ上のものであり, $x_{0,j}$ が有限個の項のみからなるため. 和は有限和
である.

$x\in S_{k}(k\geq 2)$ の場合を考える
right sPreading rate $h$ ,

$\lim_{jarrow\infty}\frac{\sum_{n--1}^{k}(0,1_{\mathfrak{n}},0)(x_{0,j})}{\sum_{n=1}^{k}n\cdot(0,1_{\mathfrak{n}},0)(x_{0,j})}=\lim_{jarrow\infty}\frac{\sum_{n=1}^{k}\frac{(0,1_{n},0)(x_{0,j})}{j}}{\sum_{n-1}^{k}n\cdot\frac{(0,1_{n},0)(x_{0,j})}{j}}$

の極限として定まる. つまり. $x_{0,arrow}$ に於ける $(0,1_{n}, 0)$ の相対頻度が求まれば, right spreading rate が
求まる.

$x\in S_{k}$ に対して, $x_{0,\wedge}$ を問題にすればよい. そこで

$S_{k}^{+}\equiv\{x_{0,arrow}|x\in S_{k}\}$

とし. $(S_{k}^{+}, \sigma_{L})$ の力学系を考える. この dynamical sy8tem は. 区間力学系 $([0,1], f)$ と位相同型であ
り, $f$ はそのグラフが図のように与えられるものである.
位相同型写像 $\Psi$ : $[0,1]arrow S_{k}^{+}$ は次のように定義される.

$x\in[0,1]$ , $(\Psi(x))_{i}=\{\begin{array}{ll}0, f^{:}(x)\in\tilde{0},1, f^{i}(x)\in\overline{1},\end{array}$

で与えられる.
$[0,1]$ 上のルベーグ測度 $l$ は, $([0,1], f)$ の不変測度であり, フォルクローレ定理より ergodic である.

このノレベーグ測度 $l$ の $\Psi$ による induce は, $(S_{k}^{+}, \sigma_{L})$ の ergodic 測度である. この ergodic 測度による
相対頻度は, $([0,1], f, l)$ において次のようにして求められる相対頻度である.

$(0,1_{n}, 0)$ の記号を流用して, $n+2$ 変数の関数として, 次のように約束する.

$(0,1_{n},0)(a_{0},a_{1,}a,a_{n+1})=\{\begin{array}{ll}1, a_{0}=0,a_{1}=\cdots=a:=1,a_{n+1}=0,0, otherwise.\end{array}$

次の極限を求めればよい.

$\lim_{jarrow\infty}\sum_{n=1}^{k}n\cdot\frac{\ovalbox{\tt\small REJECT}\sum_{1-0}^{j}(0,1_{n},0)(f^{1}(x),f^{i+1}(x),,f^{1+\mathfrak{n}+1}(x))}{j}\sum kn=1\frac{\sum_{i=0}^{j}(0,1_{\mathfrak{n}},0)(f^{1}(x),f^{1+1}(x),\cdot\cdot.\cdot.’.f^{i+\mathfrak{n}+1}(x))}{j}$

.
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Ergodic 定理より,

$\frac{\sum_{i=0}^{j}(0,1_{n},0)(f^{i}(x),f^{i+1}(x),\cdots,f^{i+n+1}(x))}{j}arrow E[(0,1_{n},0)(\cdot, f^{1}(\cdot), \cdots f^{n+1}(\cdot))]$ , $l-a.s$ .

である.

$\bm{E}[(0,1_{n},0)(\cdot,f^{1}(\cdot), \cdots f^{\mathfrak{n}+1}(\cdot))]=\alpha_{k-n}$

であるから, よって, 求める right spreading rate は, 次のようである.

$\underline{\sum_{n=1}^{k}\alpha_{n}}$

$\sum_{n=1}^{k}(k-n+1)\cdot\alpha_{n}$

$\alpha_{n}$ は, 次の条件を満たす.

$\sum_{:=1j}^{k}\sum_{=1}^{i}\alpha_{j}+\sum_{j\approx 1}^{k}\alpha_{j}=1$ , $\alpha_{j}>0,1\leq j\leq k$ .

次の等号と不等号は条件より容易に確認できる.

$\frac{1}{k}<\frac{\sum_{i=1}^{k}\alpha_{i}}{\sum_{1=1}^{k}(k-i+1)\cdot\alpha_{1}}=\frac{\sum_{1=1}^{k}\alpha_{1}}{1-\sum 1=1\alpha_{1}k}$ 一 1.

従って, spreading rate について次の定理が成立する.

$\alpha_{1}$ $\alpha_{1}$ $\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}$ $\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{k-1}$
$\alpha_{2}$ $\alpha_{k}$

$\alpha_{1}+\alpha_{2}$ $\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{k}$
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定理 4.1 ルール番号 168の基本セルオートマトンにおいて, $0$ 以上 1以下の任意の数を right

spreading rate とずる configuration が存在する.

5 Concluding $R\epsilon marks$

ノレーノレ番号 168のセルオートマトンで定義される right spreading rate(Lyapunov exponent) が, 区

間力学系でのある特定のパターンの相対頻度の期待値に等しいことがわかる. このことは, ルール番号

40の場合と同様であり, 共に Wolfram class I に属する. ルール 40のみであれば. 例外的な場合と考

えることも出来るが, さらにノレーノレ 168の例があることから, Lyapunov exponent が, セルオートマ

トンが生成する時空間パターンの複雑さを必ずしも反映しないことが分かる.
セルオートマトンが生成する時空間パターンの複雑さを捉えるためには, どのような量が有効である
のだろうか.
一方, ルール番号 40と 168については, 区間力学系と明確な対応がつく. このことがどの程度の一

般性を持つかは今後の課題であるが, エントロピー等の量がどのような関係にあるのか興味ある問題が
残されている.
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