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1 はじめに

われわれはいくつかのモデル方程式でソリトンの二次元相互作用について調べてきた

[1, 2, 3, 4]. それらのモデル方程式は一次元の可積分方程式を弱二次元化したもので, –

次元化することで可積分性が失われるようなものであった. 従って, 数値計算によって相

互作用の性質を調べた. 特に, 前回のこの研究会では, いわゆる Intemediate Long Wave
(ILW) 方程式あるいは Finite-depth(FD) 方程式と呼ばれる方程式を弱二次元化したモデ

ルの研究について報告した [5]. ILW方程式は, 有限深さの成層流体における弱非線形の

内部長波の伝播を記述し, 次の形に書ける $[6, 7]$ .

$\frac{\partial u}{\partial T}+u\frac{\partial u}{\partial X}+\frac{\partial^{2}}{\partial X^{2}}\mathcal{P}\int_{-\infty}^{\infty}G(X’-X)u(X’,t)dX’=0$, (1)

$G(X):= \frac{1}{2\chi}[\coth(\frac{\pi X}{2\chi})-sgn(X)]$ ,

ここで, $\chi$ は定数であり, $\mathcal{P}$ は主値を表す. この方程式はソリトン方程式の一種であり,

Chen&L\infty [8] は N-ソリトン解を与え, Satsuma ら [9, 10, 11] は B\"addund変換. 保存則,

逆散乱問題などを考察するとともに, KdV方程式および Benjamin-Ono(BO) 方程式への

極限の問題を考察した. 前回の研究会で調べた方程式

$\frac{\partial}{\partial X}(\frac{\theta u}{\partial T}+u\frac{\partial u}{\partial X}+\frac{\partial^{2}}{\partial X^{2}}\mathcal{P}\int_{-\infty}^{\infty}G(X’-X)u(X’,t)dX^{\prime)}+\frac{p_{u}}{\partial Y^{2}}=0$ (2)

は $X$の正方向に近い方向に伝播する波も含むように (1) を一般化 (弱二次元化) したもの

で, KdV方程式に対する KP方程式にあたる.

さて. 2つの浅水波ソリトンの伝播方向が近くないときには, それらの相互作用は摂動

法によって扱える [12]. また, 二層流体モデルで, BO方程式が導かれる場合にも, 2つ

の伝播方向が近くないソリトンの相互作用は摂動法で扱える [13, 14, 4]. ILW方程式 (1)

は KdV方程式と BO方程式との中間的位置にあるので, 伝播方向の近くない 2つの ILW

ソリトンの相互作用も摂動法で扱えるのではないかと予想される. ここでは簡単のため,

二層流体モデルでこの問題について考える.
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2 基礎方程式

図 1: 二層流体.

図 1のような二層流体を考える. 流体は非粘性, 非圧縮とし, 運動は渦無しと仮定する.

水平面内に $x^{*}y*$平面を, 鉛直上向きに $z^{*}$ を取る. $z=h_{1}$ . $z^{*}=-h_{2}$ に固定壁があると

する. 時刻がにおける界面変位は $z=$ ぐ (x*, $y,t^{*}$) で, また平均の界面の位置は $z^{*}=0$

で表されるとする. 上層の厚さ, 密度, 速度ポテンシャルをそれぞれ $h_{1}$ , 角, $\phi_{1}^{\ell}$ で, 下

層の厚さ, 密度, 速度ポテンシャルを $h_{2}$ , $\rho_{2}$ , $\phi_{2}^{*}$ で表す.

次のように無次元化する.

$\zeta=\frac{\zeta}{a},$ $x=(x,y)= \frac{x^{*}}{p}=(\frac{x}{\ell}\frac{y^{*}}{\ell})$ $t= \frac{V}{\ell}t\cdot,$ $\phi_{1}=\frac{h_{1}}{aV\ell}\emptyset:,$ $\phi_{2}=\frac{h_{2}}{aV\ell}\phi_{2}$ . (3)

ここで $a$ は振幅, $\ell$ は水平方向の代表スケール (例えば波長) である. $V$ は両層が浅い場

合の線形波の位相速度

$V:=\sqrt{\frac{g\Delta h_{2}}{1+\Delta+h_{2}/h_{1}}}$, $\Delta:=\frac{\rho_{2}-\rho_{1}}{\rho_{1}}$ (4)

である. ただし, $g$ は重力加速度である. また, 鉛直座標は上層については $h_{1}$ で. 下層

については椀で無次元化する. すなわち

$\hat{z}=\frac{z^{l}}{h_{1}}$ . $z= \frac{z^{*}}{h_{2}}$ . (5)

このとき, 基礎方程式と境界条件は次のようになる.

$\chi^{2}\nabla^{2}\phi_{1}+\frac{\partial^{2}\phi_{1}}{\partial\hat{z}^{2}}=0$, $\epsilon\frac{\delta}{\chi}\zeta<\hat{z}<1$ , (6a)
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$\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\hat{z}}=0$, $\hat{z}=1$ ,

$\frac{\partial\zeta}{\partial t}+\epsilon\frac{\delta}{\chi}\nabla\zeta\cdot\nabla\phi_{1}=\frac{1\partial\phi_{1}}{\chi^{2}\partial\hat{z}}$ , $\hat{z}=\epsilon\frac{\delta}{\chi}\zeta$ ,

(6b)

(6c)

$\frac{1}{1+\Delta}[\frac{\delta}{\chi}\frac{\partial\phi_{1}}{\partial t}+\frac{1}{2}\epsilon(\frac{\delta}{\chi})^{2}(\nabla\phi_{1})^{2}+\frac{1}{2}\epsilon\frac{\delta^{2}}{\chi^{4}}(\frac{\partial\phi_{1}}{\partial z})^{2}]_{\hat{z}=\epsilon\frac{\delta}{x}\zeta}$

$=$ $[ \frac{\partial\phi_{2}}{\partial t}+\frac{1}{2}\epsilon(\nabla\phi_{2})^{2}+\frac{1}{2}\frac{\epsilon}{\delta^{2}}(\frac{\partial h}{\partial z})^{2}]_{z\approx\epsilon\zeta}+(1+\frac{1\delta}{1+\Delta\chi})\zeta$, (聞)

$\delta^{2}\nabla^{2}$向 $+ \frac{\theta^{2}\phi_{2}}{\partial z^{2}}=0$ , $-1<z<\epsilon\zeta$, (oe)

$\frac{\partial\zeta}{\theta t}+\epsilon\nabla\zeta\cdot\nabla\phi_{2}=\frac{1}{\delta^{2}}\frac{\partial\phi_{2}}{\partial z}$, $z=\epsilon\zeta$, (6f)

$\frac{\partial h}{\partial z}=0$ , $z=-1$ . (6g)

ここで

$\epsilon:=\frac{a}{h_{2}},$
$\delta:=\frac{h_{2}}{\ell},$ $\chi:=\frac{h_{1}}{\ell}$ (7)

である. さらに

$\epsilon\ll 1,$ $\delta\ll 1,$ $\delta=O(\epsilon),$ $\chi=O(1)$ (8)

と仮定する.

(&) と (6g) から, 下層の速度ポテンシャルもは, 底面でのその値 $f(x,t)$ を用いて

$\phi_{2}(x,y,z,t)=f(x,t)-\frac{\delta^{2}}{2!}(\nabla^{2}f)(z+1)^{2}+\frac{\delta^{4}}{4!}(\nabla^{4}f)(z+1)^{4}-\cdots$ (9)

と表すことができる. これを代入し, $O(\delta^{2}),O(\epsilon\delta)$ を小さいとする近似を行うと, 次の方

程式系を得る.
$\nearrow\nabla^{2}\phi_{1}+\frac{\partial^{2}\phi_{1}}{\partial\hat{z}^{2}}=0$ , $0<\hat{z}<1$ , (10a)

$\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\hat{z}}=0$, $\hat{z}=1$ , (10b)

$\frac{1}{\chi^{2}}[\frac{\partial\phi_{1}}{\partial\hat{z}}]_{i=0}=\frac{\partial\zeta}{\partial t}$ , (1oe)

$\frac{\partial\zeta}{\partial t}+\epsilon\nabla\zeta\cdot\nabla f=-(1+\epsilon\zeta)\nabla^{2}f$ , $(1M)$

$\frac{1\delta}{1+\Delta\chi}[\frac{\partial\phi_{1}}{\partial t}]_{i=0}=\frac{\partial f}{\partial t}+\frac{1}{2}\epsilon(\nabla f)^{2}+(1+\frac{1\delta}{1+\Delta\chi})\zeta$. (1oe)
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3 ソリトンの弱い相互作用

ここで, $n_{1},$ $n_{2}(n_{j}=$ ( $\cos\theta_{j}$ , sin $\theta_{j}$ ), $j=1,2$であって, $\theta_{j}$ は $x$軸の正方向と $n_{j}$ とがな

す角度) 方向に伝播する 2つの波の相互作用を考える. そのために, 次の座標を導入する.

$\xi_{1}=n_{1}\cdot x-t+\epsilon\psi_{1}(x,t)+\cdots,$ $\xi_{2}=n_{2}\cdot x-t+\epsilon\psi_{2}(x,t)+\cdots,$ $\tau=\epsilon t$ . (11)

$\psi_{1},\psi_{2}$ は phase shift を考慮したものである [15]. さらに

$\zeta(\xi_{1},\xi_{2},\tau)=\zeta^{(0)}+\epsilon\zeta^{(1)}+\cdots$ , (12a)

$f(\xi_{1},\xi_{2},\tau)=f^{(0)}+\epsilon f^{(1)}+\cdots$ , (12b)

$\phi_{1}(\xi i,\xi_{2},\hat{z},\tau)=\phi_{1}^{(0)}+\epsilon\phi_{1}^{(1)}+\cdots$ (12c)

と展開する. これらを (10) に代入して整理すれば, 以下のようになる.

$O(1)$ において, $\zeta^{(0)},$ $f^{(0)}$ に対しては

$\zeta^{(0)}=\frac{\partial f^{(0)}}{\partial\xi_{1}}+\frac{\partial f^{(0)}}{\partial\xi_{2}},$ $2(1-p) \frac{\partial^{2}f^{(0)}}{\partial\xi_{1}\partial\xi_{2}}=0,$ $p:=n_{1}\cdot n_{2}$ . (13)

したがって, $1-p\neq 0$ , すなわち. $n_{1}$ と物が平行でないとき

$f^{(0)}=F_{1}(\xi_{1},\tau)+F_{2}(\xi_{2},\tau)$ , (14a)

$\zeta^{(0)}=\frac{\partial F_{1}}{\partial\xi_{1}}+\frac{\partial F_{2}}{\partial\xi_{2}}=\zeta_{1}(\xi_{1},\tau)+\zeta_{2}(\xi_{2},\tau),$ $\zeta_{j}$ $:= \frac{\partial F_{j}}{\partial\xi_{j}},$ $(j=1,2)$ (14b)

を得る. ここで, $F_{1}(\xi_{1},\tau)(F_{2}(\xi_{2},\tau))$ は $\xi_{1},\tau(\xi_{2},\tau)$ の任意関数である. 一方, $\phi_{1}^{(0)}$ に対

しては

$t( \frac{\theta^{2}}{\partial\xi_{1}^{2}}+2p\frac{\partial^{2}}{\partial\xi_{1}\partial\xi_{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial\xi_{2}^{2}})\phi_{1}^{(0)}+\frac{\partial^{2}\phi_{1}^{(0)}}{\partial\hat{z}^{2}}=0,0<\hat{z}<1$ (15a)

$\frac{\partial\phi_{1}^{(0)}}{\partial\hat{z}}=0,\hat{z}=1$ (15b)

$\frac{1}{\chi^{2}}[\frac{\partial\phi_{1}^{(0)}}{\partial\hat{z}}]_{\ell=0}=-\frac{\partial\zeta_{1}}{\partial\xi_{1}}-\frac{\partial\zeta_{2}}{\partial\xi_{2}}$ (15c)

が成り立つ. さて, $\phi_{1}^{(0)}$ の形を

$\phi_{1}^{(0)}=\Phi_{1}(\xi_{1},\hat{z},\tau)+\Phi_{2}(\xi_{2},\hat{z},\tau)$ (16)

と仮定してよいであろう. もっぱら境界条件 (15C) に伴う流れがほしいからである. (15)

を解くことによって, この形が得られればよいが, いまのところそれには成功していな
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い. そこで, 以下では, この形を仮定する. このとき, 一般性を失うことなく, $i=1,2$

に対して

$\chi^{2}\frac{\partial^{2}\Phi_{j}}{\partial\xi_{j}^{2}}+\frac{\partial^{2}\Phi_{j}}{\partial\hat{z}^{2}}=0,0<\hat{z}<1$ (17a)

$\frac{\partial\Phi_{j}}{\partial\hat{z}}=0,\hat{z}=1$ (17b)

$\frac{1}{\chi^{2}}[\frac{\partial\Phi_{j}}{\partial\hat{z}}]_{\hat{z}=0}=-\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}$ (17c)

が成り立つとしてよい. (17) をフーリエ変換を用いて解けば

$\hat{\Phi}_{j}(\kappa_{j},\hat{z},\tau)=i\chi sgn(\kappa_{j})\frac{\cosh(\chi|\kappa_{j}|(\hat{z}-1))}{\sinh(\chi|\kappa_{j}|)}\hat{\zeta}_{j}(\kappa_{j},\tau)$ (18)

を得る. ここで, $\hat{\Phi}_{j}$ および $\hat{\zeta}_{j}$ はそれぞれ $\Phi_{j}$ および $\zeta_{j}$ のフーリエ変換である. さらに逆

変換して

$\Phi_{j}(\xi_{j},0,r)=\chi \mathcal{T}[\zeta_{j}],$ $\mathcal{T}[\zeta_{j}]:=\mathcal{P}\int_{-\infty}^{\infty}\frac{1}{2\chi}\coth(\frac{\pi(\xi_{j}’-\xi_{j})}{2\chi})Q(\xi_{j}’)oe_{j}’$ . (19)

これを次のオーダーで用いる.

$O(\epsilon)$ においては

$2(1-p) \frac{\partial^{2}f^{(1)}}{\partial\xi_{1}\partial\xi_{2}}$ $=$ $\frac{\partial}{\partial\xi_{1}}[2\frac{\partial F_{1}}{\partial\tau}+\frac{2q}{\chi}\frac{\partial F_{1}}{\partial\xi_{1}}+\frac{3}{2}(\frac{\partial F_{1}}{\partial\xi_{1}})^{2}+2q\frac{\partial}{\partial\xi_{1}}\tau(\frac{\partial F_{1}}{\partial\xi_{1}})]$

$+$ $\frac{\partial}{\partial\xi_{2}}[2\frac{\partial F_{2}}{\partial\tau}+\frac{2q}{\chi}\frac{\partial F_{2}}{\partial\xi_{2}}+\frac{3}{2}(\frac{\partial F_{2}}{\partial\xi_{2}})^{2}+2q\frac{\partial}{\partial\xi_{2}}\tau(\frac{\partial F_{2}}{\partial\xi_{2}})]$

$+$ $\frac{\partial^{2}}{\partial\xi_{1}\partial\xi_{2}}[((1+2p)F_{2}-2(1-p)\psi_{1})\frac{\partial F_{1}}{\partial\xi_{1}}$

$+$ $((1+2p)F_{1}-2(1-p) \psi_{2})\frac{\partial F_{2}}{\partial\xi_{2}}]$ (20)

が成り立っ. ここで

$q= \frac{\delta}{2(1+\Delta)\epsilon}$ (21)

$\psi_{1},\psi_{2}$ を

$\psi_{1}=\frac{1+2p}{2(1-p)}F_{2}$ , $\psi_{2}=\frac{1+2p}{2(1-p)}F_{1}$ (22)

のように選ぷ. また, $f^{(1)}$ が永年項を含まない条件から

$2 \frac{\partial F_{j}}{\partial\tau}+\frac{2q}{\chi}\frac{\partial F_{j}}{\partial\xi_{j}}+\frac{3}{2}(\frac{\partial F_{j}}{\partial\xi_{j}})^{2}+2q\frac{\partial}{\partial\xi_{j}}\mathcal{T}(\frac{\partial F_{j}}{\partial\xi_{j}})=0$, $(j=1,2)$ . (23)

あるいは $\xi_{j}$ で微分して

$\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\tau}+\frac{q}{\chi}\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}+\frac{3}{2}\zeta_{j}\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}+q\frac{\partial^{2}}{\partial\xi_{j}^{2}}\mathcal{T}[\zeta_{j}]=0(j=1,2)$ . (24)
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が成り立つ. このとき,

$f^{(1)}=G_{1}(\xi_{1},\tau)+G_{2}(\xi_{2},\tau)$

と書ける. ただし, $G_{1}(\xi_{1}, \tau)(G_{2}(\xi_{2}, \tau))$ は $\xi_{1},$ $\tau(\xi_{2},\tau)$ の任意関数である. 従って,

$f=F_{1}(\xi_{1},\tau)+F_{2}(\xi_{2},\tau)+\epsilon[G_{1}(\xi_{1},\tau)+G_{2}(\xi_{2},\tau)]+\cdots$ , (25)

$\zeta=\zeta_{1}(\xi_{1},\tau)+\zeta_{2}(\xi_{2},\tau)+\epsilon[\frac{\partial G_{1}}{\partial\xi_{1}}+\frac{\partial G_{2}}{\partial\xi_{2}}-\frac{q}{\chi}\zeta_{1}+\frac{1}{4}\zeta_{1}^{2}-q\frac{\partial}{\partial\xi_{1}}\mathcal{T}[\zeta_{1}]$

$-$ $\frac{q}{\chi}\zeta_{2}+\frac{1}{4}\zeta_{2}^{2}-q\frac{\partial}{\partial\xi_{2}}\mathcal{T}[\zeta_{2}]+\frac{1+p+p^{2}}{1-p}\zeta_{1}\zeta_{2}]]+\cdots$ (26)

と書ける. すなわち, 最低次では ILW方程式で記述される波の重ね合わせであり, 相互

作用による効果は $\psi_{1},\psi_{2}$ で記述される位相のずれと $\zeta$ の最後の項, $\zeta_{1}\zeta_{2}$ に比例する項で表

される. $\zeta_{1}\zeta_{2}$ の係数は正であるから, 相互作用によって振幅は重ね合わせよりも少し増加

する. これは水面波ソリトンの相互作用と同様である.

ILW方程式 (24) は

$\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\tau}+\frac{3}{2}\zeta_{j}\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}+q\frac{\partial^{2}}{\partial\xi_{j}^{2}}P\int_{-\infty}^{\infty}G(\xi-\xi_{j})\zeta_{j}(\xi,\tau)oe=0$, (27)

$G(x)= \frac{1}{2\chi}[\omega th(\frac{\pi x}{2\chi})-sgn(x)]$ (28)

とも書ける.

ソリトン解は

$\zeta_{j}=\frac{4qk_{j}}{3}\frac{\sin(k_{j}\chi)}{coeh[k_{j}(\xi-c_{j}q\tau)]+coe(k_{j}\chi)}$ , $(0<k_{j}\chi<\pi)$ , (29a)

$c_{j}= \frac{1}{\chi}-k_{j}\cot(k_{j}\chi)$ (29b)

で与えられる. 振幅は

$\frac{4qk_{j}}{3}\tan(k_{j}\chi/2)$ (30)

である. (29a) を積分すると

$F_{j}( \xi_{j},\tau)=\frac{4\delta}{3(1+\Delta)\epsilon}\arctan(t\bm{t}(\frac{k_{j}\chi}{2})t\bm{t}h\frac{1}{2}(\xi_{j}-c_{j}q\tau))$ (31)

であるから, 2つの ILW ソリトンの相互作用における位相のずれは

$[ \epsilon\psi_{1}]_{\xi_{2}=\infty}-[\epsilon\psi_{1}]_{\xi_{2}=-\infty}=\frac{1+2p}{1-p}\frac{2\delta h\chi}{3(1+\Delta)}$ , (32a)
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で与えられる.

$[ \epsilon\psi_{2}]_{\xi_{1}=\infty}-[\epsilon\psi_{2}]_{\xi_{1}=-\infty}=\frac{1+2p}{1-p}\frac{2\delta k_{1}\chi}{3(1+\Delta)}$ (32b)

$\chiarrow 0$および $\chiarrow\infty$ の極限を考えよう. $\chiarrow 0$に対しては, 展開

$P\int_{-\infty}^{\infty}G(\xi-\xi_{j})\zeta_{j}(\xi,\tau)d\xi=\frac{\chi}{3}\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}+\frac{\chi^{\theta}}{45}\frac{\theta^{3}\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}^{3}}+O(\chi^{8})$

を使えば, (27) および (29) から, KdV方程式

$\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\tau}+\frac{3}{2}\zeta_{J}\frac{\partial\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}}+\frac{q\chi}{3}\frac{\partial^{\theta}\zeta_{j}}{\partial\xi_{j}^{3}}=0$ (33)

およびそのソリトン解
$\zeta j=\frac{2}{3}q\chi k_{j}^{2}sech^{2}\frac{k_{j}}{2}(\xi_{j}-\frac{1}{3}q\chi k_{j}^{2}\tau)$ (34)

を得る. さらに, このソリトン解から計算される位相のずれも, (32) と完全に一致するこ

とが分かる. しかし, KdV方程式 (33) は二層全体が浅いと仮定して導かれる KdV方程
式とは当然異なる. (33) はそのようにして得られる KdV方程式において $h_{1}$ �碗とした
極限になっている.

次に, $\chiarrow\infty$を考える. 単純に $\chiarrow\infty$ としても, 方程式 (27) から BO方程式は得ら
れるが, (29) から BO ソリトン解は得られないことはよく知られている. それを得るため
には

$k_{j} \chi=\pi-\frac{k_{j}}{\lambda_{j}}$

とおいて. $\lambda_{j}>0$を一定に保って, $\chiarrow\infty$ と同時に $k_{j}arrow+O$ とすればよい [11]. このよ

うな極限をとれば, (29) は BO ソリトン解

$\zeta_{j}=\frac{8}{3}\frac{\lambda_{j}q}{\lambda_{j}^{2}(\xi_{j}-\lambda_{j}q\tau)^{2}+1}$ (35)

に帰着し. 位相のずれ (32) も $k_{j}\chiarrow\pi$ とすれば, BO ソリトンの弱い相互作用で得られ
る位相のずれと完全に一致する [4].

4 まとめ

本論文では, 二層流体モデルを用いて, ILW ソリトンの弱い相互作用を調べた. 摂動

法の $O(1)$ において上層の速度ポテンシャルを得るために, 物理的には合理的と考えられ

る仮定を行って, 解を求めた. また, 得られた結果について, 上層の深さが浅い極限と深

い極限を調べ, それぞれ KdV ソリトンの相互作用, BO ソリトンの相互作用の場合に帰
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着することを見出した. しかし, この場合の KdV方程式は, 二層全体が浅いとしたとき

の KdV方程式とはことなることに注意する必要がある. 上層が浅い極限で二層全体が浅

いとしたときの KdV方程式を得るためには展開を工夫するなり, Sulr ら [16] がやった

ように高次まで進む必要があるかもしれない.
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