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1. Xia スペクトル
Xia スペクトルは, 作用素 $T=H+iK=U|T|$ の 2つの分解に応じて定義される. 初め
に Cartesian 分解のときについて述べる. ここでの作用素はヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の有界
線形作用素である. その全体は $B(\mathcal{H})$ と書き, $T\in B(\mathcal{H})$ のスペクトルを $\sigma(T)$ と書く.

(1) $T=H+iK$ を Cartesian 分解とする. このとき

$S^{+}(K)=s-hhm_{tarrow\infty}e^{itH}Ke^{-itH}$ , $S^{-}(K)= s-\lim_{tarrow\infty}e^{-itH}Ke^{itH}$

として, $k\in[0,1]$ に対して,

$K_{k}=kS^{+}(K)+(1-k)S^{-}(K)$

と書く (s–lim の存在性などは Xia [11]). このとき, $e^{itH},$ $e^{-itH}$ は unitary であるので,

$\Vert K_{k}\Vert\leq k\Vert K\Vert+(1-k)||K\Vert=||K\Vert$ , $HS^{\pm}(K)=S^{\pm}(K)H$

を満たす. 従って $T_{k}=H+iK_{k}$ は normal 作用素である. よって $(H, K_{k})$ の joint approx-
imate point spectrum $\sigma_{ja}(H, K_{k})$ は non-empty である. そこで Xia スペクトルを次のよ
うに定義する.

[Def 1] $\sigma_{X}(T)=$ $\cup\sigma_{ja}(H, K_{k})$ を $T$ の Xia スペクトルと呼ぶ.
$0\leq k\leq 1$

このとき, 次の 2つの定理が基本となる.

Theorem 1 (Xia, [11]. $T=H+iK$ が hyponormal ならば $\sigma(T)=\bigcup_{0\leq k\leq 1}\sigma(T_{k})$
.

Theorem 2 (Xia, [10]). $T=H+iK$ が hyponormal ならば $\sigma(T)=\{a+ib$ : $(a, b)\in$

$\sigma_{X}(T)\}$ .

n-tuple に対しては, 次のように定義する.

(1’) $T=(T_{1}, \ldots,T_{n})$ を doubly commuting n-tuple で $T_{j}=H_{j}+iK_{j}$ $(n=1,2, \ldots,n)$

とする. $Y=K_{1}\cdots K_{n}$ として

$S_{j}^{+}( Y)=s-\lim_{tarrow\infty}e^{itH_{j}}Ye^{-itH_{j}}$ , $S_{j}^{-}( Y)=s-\lim_{tarrow\infty}e^{-itH_{j}}Ye^{1tH_{j}}$
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とする. $k=(k_{1}, \ldots, k_{n})\in[0,1]^{n}$ に対して $Y_{k}=[\Pi_{j=1}^{n}(k_{j}S_{j}^{+}+(1-k_{j})S_{j}^{-})](Y)$ と書

と, $(H, Y_{k})$ は可換な $(n+1)$-tuple より joint approximate point spectrum $\sigma_{ja}(H, Y_{k})$ は

non-empty である. そこで, 次のように定義する.

[Def.2] $H=(H_{1}, \ldots, H_{n})$ を commuting n-tuple of hermitian operators で $Y$ を hermitian
とするとき

$\sigma_{X}(H, Y)=\bigcup_{k\in[0,1]^{n}}\sigma_{ja}(H, Y_{k})$
と書き $\sigma x(H, Y)$ を $(H, Y)$ の Xia spectrum

と呼ぶ.

$H=(H_{1}, \ldots, H_{n})$ を commuting n-tuple of hermitian operators, $R\in B(\mathcal{H})$ に対して, 作
用素 $\mathcal{D}_{j}$ : $B(\mathcal{H})arrow B(\mathcal{H})$ を次のように定義する.

$\mathcal{D}_{j}(R)=i(H_{j}R-RH_{j})(j=1,2, \ldots n)$ .

このとき $\mathcal{D}_{j}(\mathcal{D}_{k}(R))=\mathcal{D}_{k}(D_{j}(R))$ が成り立っ. 従って, $\mathcal{D}_{j}\mathcal{D}_{k}=\mathcal{D}_{k}\mathcal{D}_{j}$ を満たす.

[Def.3] $(n+1)$-tuple $(H, Y)=(H_{1}, \ldots, H_{n},Y)$ が hyponormal とは

$\mathcal{D}_{j_{1}}\cdots \mathcal{D}_{j_{m}}\geq 0$ for all $1\leq j_{1}<\cdots<j_{m}\leq n$

を満たすときとする. そして, 次の定理が成立する.

Theorem 3 (Xia, [10]). $H=(H_{1}, \ldots, H_{n})$ を commuting n-tuple of hermitian operators
とする. もし, $Y$ が hermitian で $(H, Y)$ が hyponormal のとき

$\Vert \mathcal{D}_{1}\cdots D_{n}(Y)\Vert\leq\frac{1}{(2\pi)^{n}}\cdot m_{n+1}(\sigma_{X}(H, Y))$ ,

ここで, $m_{n+1}$ は $R^{n+1}$ 上のルベーグ測度である. そこで, これを利用するために, 次の
補題を用意する. ( $m_{n}$ は $R^{n}$ 上のルベーグ測度である)

Lemma 1. $(H_{1}+iK_{1}, \ldots, H_{n}+iK_{n})$ を doubly commuting n-tuple of hyponormal operators
とし $Y=K_{1}\cdots K_{n}$ とする, このとき $\forall K_{j}\geq 0$ ならば $(H, Y)$ は hyponormal である.

証明. $\mathcal{D}_{j}(Y)=i(H_{j}Y-YH_{j})=i(H_{j}K_{j}-K_{j}H_{j})\Pi_{\ell\neq J}K_{\ell}$ であるので,

$(\mathcal{D}_{j_{1}}\cdots \mathcal{D}_{j_{m}})(Y)=i[H_{j_{1}}, K_{j_{1}}]\cdots i[H_{j_{m}}, K_{j_{m}}]\Pi_{\ell\neq j_{1},\ldots,j_{n}}K_{p}\geq 0(\forall 1\leq j_{1}<\cdots<j_{m}\leq n)$ . $*$

Theorem 4. $T=(T_{1}, \ldots, T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of hyponormal operators
$(T_{j}=H_{j}+iK_{j}(j=1, \ldots, n))$ とする, このとき, 次が成立する.

$|| \Pi_{j=1}^{n}(T_{j}^{*}T_{j}-T_{j}T_{j}^{*})||\leq(\frac{2}{\pi})^{n}\Vert K_{1}\Vert\cdots\Vert K_{n}\Vert\cdot m_{n}(\sigma_{ja}(H))$.
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証明. $a_{j}=\Vert K_{j}\Vert$ とし, $K_{j}+a_{j}(\geq 0)$ とおく. $Y(a)=(K_{1}+a_{1})\cdots(K_{n}+a_{n})$ とおくと,
このとき $(H, Y(a))$ は hyponormal であり, かつ

$\mathcal{D}_{1}\cdots \mathcal{D}_{n}(Y(a))=\Pi i[H_{j}, (K_{j}+a_{j})]=\Pi i[H_{j}, K_{j}]=\frac{1}{2^{n}}\Pi(T_{j}^{*}T_{j}-T_{j}T_{j}^{*})$ .

次に, $\sigma_{ja}(H, Y(a)_{k})\subset\sigma_{ja}(H)\cross\sigma(Y(a)_{k})$ かっ

$Y(a)_{k}=[\Pi(k_{j}S_{j}^{+}+(1-k_{j})S_{j}^{-})](Y(a))=\Pi(k_{j}S_{j}^{+}(K_{j})+(1-k_{j})S_{j}^{-}(K_{j})+a_{j})$ ,

であるので, $\Vert Y(a)_{k}\Vert\leq 2^{n}\cdot||K_{1}\Vert\cdots\Vert K_{n}\Vert$ .
従って

$\Vert\Pi_{j=1}^{n}(T_{j}^{*}T_{j}-T_{j}T_{j}^{*})\Vert\leq(\frac{2}{\pi})^{n}\Vert K_{1}\Vert\cdots\Vert K_{n}\Vert\cdot m_{n}(\sigma_{ja}(H))$ . 暴

この不等式は不満足である. 本当は次のようにしたい:

$||\Pi_{j=1}^{n}(T_{j}^{*}T_{j}-T_{j}T_{j}^{*})||\leq$ $($ 定数 $)\cdot m(\sigma_{T}(T))$ ,

ここで $\sigma_{T}(T)$ は $T$ の Taylor スペクトルである. Xia スペクトルと Taylor スペクトルの
関係を述べるために写像 $f$ : $C^{n}arrow R^{n+1}$ を

$f(a_{1}+ib_{1}, \ldots, a_{n}+ib_{n})=(a_{1}, \ldots,a_{n}, b_{1}\cdots b_{n})$ .

と定義する. このとき次のスペクトル写像定理が成り立っ.

Theorem 5. $T=(T_{1}, \ldots,T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of hyponormal operators with
$T_{j}=H_{j}+iK_{j}(j=1, \ldots, n)$ とする. このとき

$f(\sigma_{T}(T))=\sigma_{X}(T)$ ,

ここで $\sigma_{X}(T)=\sigma_{X}(H, Y),$ $H=(H_{1}, \ldots, H_{n})$ で $Y=K_{1}\cdots K_{n}$ である.

次に polar 分解のときにっいて述べる.
(2) $T=U|T|$ を polar 分解とし, $U$ は unitary と仮定する.

$S^{+}(|T|)= s-\lim_{narrow\infty}U^{n}|T|U^{n},$ $S^{-}(|T|)= s-\lim_{narrow\infty}U^{n}|T|U^{n}$

と記す. 一般には, $U$ は partial isometry である. もし $U$ が isometry なら,
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$V=(\begin{array}{ll}U I-UU^{*}0 U^{*}\end{array}),$ $|S|=(\begin{array}{ll}|T| 00 0\end{array})$ , $S=V|S|=(\begin{array}{ll}T 00 0\end{array})$

&\mbox{\boldmath $\tau$}A‘L $lh$ , $-\sigma$) とき $V X$ unitary であり

$V^{n}|S|V^{*n}=(^{U^{n}|\tau_{0}|U^{rn}}$ $00)$

となる. しかし

$V^{*}|S|V=(_{(I-UU^{*})|T|U}U^{*}|T|U$ $(I-UU^{*})|T|(I-UU^{*})U^{*}|T|(I-UU^{*}))$

なので

$V^{*n}|S|V^{n}\neq(\begin{array}{ll}U^{*n}|T|U^{n} 00 0\end{array})$ .

従って, isometry での Xia スペクトルの導入については open problem である.

$0\leq k\leq 1$ に対して, $|T|_{k}=kS^{+}(|T|)+(1-k)S^{-}(|T|)$ とおく.

このとき, $U|T|_{k}=|T|_{k}U$ であるので, 作用素 $T_{k}=U|T|_{k}$ は normal である. 作用素 $T$ の

polar 分解による Xia スペクトル $\sigma x(T)$ は $\sigma_{X}(T)=\bigcup_{k\in[0,1]}\sigma_{ja}(U, |T|_{k})$ と定義する.

次に n-tuple について述べる.
(2’) n-tuple $T=(T_{1}, \ldots, T_{n})$ で polar 分解 $T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ ( $U_{j}$ : unitary) のとき. まず,

$U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ を commuting n-tuple of unitary operators とし, $A\in B(\mathcal{H})$ に対して, 作
用素 $Q_{j}$ : $B(\mathcal{H})arrow B(\mathcal{H})$ を次のように定義する.

$Q_{j}(A)=A-U_{j}AU_{j}^{*}$ .
[Def.4] $A\geq 0$ . $(U, R)$ が semi-hyponormal tuple とは次が成り立っときとする.

$Q_{j_{1}}\cdots Q_{j_{m}}(A)\geq 0$ for all $1\leq j_{1}<\cdots<j_{m}\leq n$ .

上と同様に $0\leq k\leq 1$ に対して, $A_{k}--’\cdot kS^{+}(A)+(1-k)S^{-}(A)$ と書くことにすると,
$(U, A_{k})$ は可換な $(n+1)$-tuple である. 従って, この joint approximate point spectrum
$\sigma_{ja}(U, A_{k})$ は non-empty である. そこで $(U, A)$ の Xia スペクトルは次のように定義する.

$\sigma_{X}(U, A)=\bigcup_{0\leq k\leq 1}\sigma_{ja}(U,A_{k})$
.

Theorem 6 (Xia, [10]). $(U, A)$ を semi-hyponormal tuple とする. このとき
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$\Vert Q_{1}\cdots Q_{n}(A)||\leq\mu(\sigma_{X}(U, A))=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\cdots\int_{\sigma\chi(U,A)}d\theta_{1}\cdots d\theta_{n}dr$ ,

ここで $\mu$ は単位円周 $T$ の $n$ 乗上の Haar 測度と $R$ 上のルベーグ測度の積である.

次に, $T=(T_{1}, \ldots, T_{n})$ be a doubly commuting n-tuple of semi-hyponormal operators
with unitary $U_{j}$ ($T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ : polar decomposition) とする. $U=(U_{1)}\ldots, U_{n})$ かつ $A=$
$|T_{1}|\cdots$ 口研とすると, このとき

$Q_{1}\cdots Q_{n}(A)=\Pi_{j}(|T_{j}|-|T_{j}^{*}|)$ .
従って, 次の結果を持つ.

Theorem 7. $T=(T_{1}, \ldots,T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of semi-hyponormal operators
with unitary $U_{j}$ ($T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ : polar decomposition) とする. $U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ とし $A=$
$|T_{1}|\cdots|T_{n}|$ とおく. このとき

$|| \Pi(|T_{j}|-|T_{j}^{*}|)\Vert\leq\mu(\sigma_{X}(U, A))=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\cdots\int_{\sigma_{X}(U,A)}d\theta_{1}\cdots d\theta_{n}$ dr.

Theorem 8. $T=(T_{1}, \ldots, T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of semi-hyponormaloperatorsをdoubly commuting $n$-tuple of semi-hyponormal operators
with unitary $U_{j}$ ($T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ : polar decomposition) とする. $U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ とし $A=$
$|T_{1}|\cdots$ 口研とおく. このとき
(1) $(z_{1}, \ldots, z_{n}, a)\in\sigma_{X}(U, A)\Rightarrow\exists a_{1},$

$\ldots,$
$a_{n}\geq 0:a=a_{1}\cdots a_{n}$ , かつ $(z_{1}a_{1}, \ldots, z_{n}a_{n})\in$

$\sigma_{T}(T)$ .
(2) $(z_{1}a_{1}, \ldots, z_{n}a_{n})\in\sigma_{T}(T)$ ; $|z_{j}|=1,$ $a_{j}\geq 0(j=1, \ldots,n)$ $\Rightarrow(z_{1}, \ldots, z_{n}, a_{1}\cdots a_{n})\in$

$\sigma_{X}(U, A)$ .

2 新しい class の作用素の Xia スペクトル

もし $T=U|T|$ が $T^{2}\neq 0$ の作用素で $|T^{2}|\geq U|T^{2}|U^{*}$ を満たすなら, このとき $S=U|T^{2}|$

とおくと, $S$ は semi-hyponormal である. この条件を満たすとき, この作用素 $T$ を power
pusedu-semihyponormal と呼ぶことにする.

$T=(T_{1}, T_{2}, \ldots, T_{n})$ が doubly commuting n-tuple of operators $T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ with unitary $U_{j}$

で $|T_{j}^{2}|\geq U_{j}|T_{j}^{2}|U_{j}^{*}\forall i(j=1,2, \ldots, n)$ とする. また $A=|T_{1}^{2}|\cdots|T_{n}^{2}|$ とおく. このとき
$(|T_{1}^{2}|, \ldots, |T_{n}^{2}|)$ は commuting n-tuple of positive operators であるので, $A\geq 0$ である.

$U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ とおく. $U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ は commuting n-tuple of unitary operators で
かつ

$Q_{j}A=( \prod_{i\neq j}|T_{i}^{2}|)(|T_{j}^{2}|-U_{j}|T_{j}^{2}|U_{j}^{*})$
,
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より,

$Q_{j_{1}}\cdots Q_{j_{m}}A=(\prod_{i\neq j_{1},..j_{m}}.|T_{i}^{2}|)(\prod_{i=j_{1},..j_{m}}.,(|T_{i}^{2}|-U_{i}|T_{i}^{2}|U_{i}^{*}))\geq 0$

for all $1\leq j_{1}<\cdots<j_{m}\leq n$ . 従って, $(U, A)$ は semi-hyponormal tuple であり, かっ

$Q_{1} \cdots Q_{n}A=\prod_{j=1}^{n}(|T_{j}^{2}|-U_{j}|T_{j}^{2}|U_{j}^{\cdot})$ .

その結果, 次の 2つの定理を得る.

Theorem 9. $T=(T_{1}, \ldots,T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of power pusedu-semihyponormal
operators $T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ with unitary $U_{j}(j=1, \ldots,n)$ とする. $U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ とし,
$A=|T_{1}^{2}|\cdots|T_{n}^{2}|$ とおく. このとき

$\sigma_{X}(U,A)=\bigcup_{k\in[0,1]^{n}}\sigma_{ja}(U,A_{k})$
,

ただし, $k=(k_{1}, \ldots, k_{n})\in[0,1]^{n}$ で $A_{k}=[\Pi_{j1}^{n}=(k_{j}S_{j}^{+}+(1-k_{j})S_{j}^{-})](A)$ .

Theorem 10. $T=(T_{1}, \ldots,T_{n})$ を doubly commuting n-tuple of power pusedu-semihyponormal
operators $T_{j}=U_{j}|T_{j}|$ with unitary $U_{j}(i=1, \ldots,n)$ とする. $U=(U_{1}, \ldots, U_{n})$ とし,
$A=|T_{1}^{2}|\cdots|T_{n}^{2}|$ とおく. このとき

$|| \prod_{j=1}^{n}(|T_{j}^{2}|-U_{j}|T_{j}^{2}|U_{j}^{*})||\leq\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\cdots\int_{\sigma x(U,A)}d\theta_{1}\cdots d\theta_{n}$ dr.

3. Examples

ここでは, 作用素 $T=U|T|\in B(\mathcal{H})$ で $|T^{2}|\geq U|T^{2}|U^{*}$ を満たす例を示し, 他のクラ
スとの関連について述べる.
$A,$ $B,$ $C\geq 0$ を $2\cross 2$-行列とする. 作用素 $T$ を $(\oplus_{0}^{\infty}C^{2})\oplus(\oplus_{0}^{\infty}C^{2})$ 上で、次のように定義
する

$T=(0B000A0000$
$A0000$ $00000^{\cdot}$

.
$\cdot$

$C0000:.:00000:.:0000000000$ $]$ .
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このとき

$|T|=[0B0000A00000$

$A00000$

.

$A00000\ldots$ $C00000000000$ $000000$

.

$000000$

.

$]$ ,

$|T^{*}|=[00C000B00000$

$A00000A00000$

$\ldots$

$000000::$

.

$000000:.:000000000000$ $]$ .

そこで,

$A=(^{\sqrt{\frac{3}{2}}}$

$0$

$\sqrt{\frac{3}{4}}0$), $Q=( \frac{1}{\frac?,2}$ $\frac{1}{\frac{\int}{2}})$ $B=bQ$ かつ $C=cQ(0<b, c)$

とおく. このとき,
(1) $|T^{2}|\geq|T^{*}|^{2}$ からは

$\frac{3\sqrt{2}}{4}bQ=\sqrt{BA^{2}B}\geq C^{2}=c^{2}Q$ かつ $A^{2}\geq B^{2}=b^{2}Q$
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より $0<b\leq 1$ かつ $0<c^{2} \leq\frac{3\sqrt{2}}{4}b$ を得る.
(2) $|T|\geq|T^{*}|$ からは

$A\geq B=bQ\geq C=cQ$ .

従って $0<c\leq b\leq\sqrt{6}(\sqrt{2}-1)=1.0146\cdots$ .

$(|T^{*}||T|^{2}|T^{r}|)^{\frac{1}{2}}=[0\sqrt{CB^{2}C}0000\sqrt{BA^{2}B}00000A^{2}00000$

$A^{2}00000$

.
$..\cdot\cdot$

$000000:.:000000::$

.

$000000000000$

$]$ ,

(3) $|T^{2}|\geq(|T^{*}||T|^{2}|T^{*}|)^{\frac{1}{2}}$ からは

$A^{2} \geq\sqrt{BA^{2}B}=\frac{3\sqrt{2}}{4}bQ\geq\sqrt{CB^{2}C}=bcQ$ .

従って $0<b \leq\frac{2\sqrt{2}}{3}=0.943\cdots$ かつ $0<c \leq\frac{3\sqrt{2}}{4}$

この例は (1), (2), (3) について次のことが言える. 例えば, $b= \frac{2\sqrt{2}}{3}$ とおく. このとき

$\frac{2\sqrt{2}}{3}<c\leq 1$ とすれば, $T$ は (1), (3) を満たし (2) を満たさない.

もし $1<c \leq\frac{3\sqrt{2}}{4}$ とすれば $T$ は (3) を満たし, (1), (2) を満たさない. 次に, 2つのベクト

ル $0,\vec{x}arrow$ を次のものとする.

$\vec{0}=(0,0, \ldots)$ そして $\tilde{x}=(x_{1},0,0, \ldots)$ ,

ここで $x_{1}=(\begin{array}{l}l1\end{array})$ である. このとき, $\Vert 0arrow\oplus\vec{x}||=\sqrt{2}$ かつ

$T(\tilde{0}\oplus\vec{x})=(Cx_{1},0,0, \ldots)\oplus(0,0,0, \ldots)$ である. 次に

$T^{2}=[^{A}0_{B}0000A^{2}00000$

$000000$ $000000$ $\ldots BCo_{0}000000000000000000000$

$]$
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であるので

$T^{2}(0\oplus\vec{x})arrow=(0, BCx_{1},0,0, \ldots)\oplus(0,0,0, \ldots)$ .

また

$Cx_{1}=c(\begin{array}{l}ll\end{array})$ かつ BCx$1=bc(\begin{array}{l}11\end{array})$ ,

であるので,

2$c^{2}=\Vert T(0\oplus\vec{x})\Vert^{2}arrow\leq\Vert T^{2}(0\oplus\vec{x})\Vertarrow\cdot\Vert 0\oplus\vec{x}||arrow=2bc$

は $c\leq b$ を導く. 従って, $b<c$ . そこで $b= \frac{2\sqrt{2}}{3}$ かっ $c= \frac{3\sqrt{2}}{4}$ とおくと $T$ は paranormal で
ないが, このとき $b<c$ であるので, 作用素 $T$ は power pusedo-semihyponormal operator
であり paranormal でない.
次に, $T^{2}\neq 0$ で $|T^{2}|\geq U|T^{2}|U^{*}$ を満たす作用素 $T$ のスペクトルなどの性質の研究に

進むことになる. 手始めに,「この作用素は normaloid か?」であるが, まだ証明できない.
そこで, paranormal でない例 $b= \frac{2\sqrt{2}}{3}$ で $c= \frac{3\prime 2}{4}$ のとき, 作用素 $T$ は $|T^{2}|\geq U|T^{2}|U^{*}$ .

を満たすので調べると, これについては

$r(T)=\Vert T\Vert=\sqrt{\frac{3}{2}}$

となって normaloid である. 従って, $||T^{n}\Vert=\Vert T\Vert^{n}$ であるが, $\mathcal{I}^{m}$ の作用素を見ることか
らも, $\Vert T^{n}\Vert=\Vert T\Vert^{n}$ が成り立つことも分かる.
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