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1 特異摂動問題とその数値解法
この節では次のような 2階常微分方程式の境界値問題を考える.

$\epsilon y’’(x)+\mu_{1}(x)y’(x)+\mu_{0}(x)y(x)=\sigma(x)$ , $a<x<b$ ,

$y(a)=y(b)=0$ $($ 1.1 $)$

ここで, $\epsilon$ は小さな正の数であり, $\mu_{1}(x),$ $\mu_{0}(x)$ および $\sigma(x)$ は $a<x<b$ において解析
的であると仮定する. また, この問題には解 $y(x)$ が存在し, それがやはり $a<x<b$ に
おいて解析的であると仮定する.
この問題は特異摂動問題と呼ばれ, 科学, 技術のいろいろな分野において現れる. 方程

式 (1.1) のように最高次の微分の係数が小さな数 $\epsilon$ である場合, 解には境界層が現れるこ
とが知られている. すなわち, 解は境界のごく近くの薄い層の内部では急激に変化し, 一
方境界から離れたところでは通常の変化をする. したがって, この問題の数値解を求める
ことは一般にかなり困難で, 数値解法は十分注意深く選ぶ必要がある. 特異摂動問題の数
値解法に関しては [9, 11, $3|$ およびその中の参考文献を参照されたい.

M. El-Gamel and $J$ . R. Cannon は 2階常微分方程式の特異摂動問題の数値解を Sinc-
Galerkin 法を使って求める方法を提案した [1]. 彼らは問題の定義区間 $a<x<b$ を Sinc
展開の定義区間 $-\infty<t<\infty$ に変換するために–重指数変換 (SE 変換, [12, 5] を参
照 $)$ を採用した. SE 変換に基づく Sinc 法の誤差解析から [12], この方法の誤差限界は
$O(\exp(-c’\sqrt{N})),$ $c’>0$ , であることがわかっている. $N$ は Sinc展開の項の数を表すパラ
メータである. Sinc近似の詳細に関しては [12, 4]. を参照されたい.
一方, 数値積分において二重指数変換 (DE変換) によって効率の高い公式が導かれる
ことがよく知られている [16, 13]. このことから, 数値積分以外の方法においても DE変換
を使うことができるのではないかと考えるのはごく自然である. 実際, 文献 [6, 15] の中に,
Sinc法において DE変換を使えばきわめて効率の高い数値計算法が導かれることが示され
ている. 例えば, M. Sugiharaは 2階常微分方程式の境界値問題の数値解に対して DE変換
に基づく Sinc-collocation法を適用し, その誤差限界が $O(\exp(-cN/\log N)),$ $c>0$ である
ことを明らかにした [14]. これは $N$ が大きくなるとき SE変換に基づく方法よりもずっと
速く誤差が $0$ に収束することを示している. また, Nurmuhammad らは, 4階の常微分方
程式の境界値問題を解くために Sinc-collocation法 [7] および Sinc-Galerkin 法 [8] を採用し,
Sinc法において DE変換を採用するかぎり結果の誤差の挙動はつねに $O(\exp(-cN/\log N))$

となることを明らかにした.
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本研究の目的は, 両端点で $0$ という境界条件の下での 2階特異摂動境界値問題 (1.1) を
解くために DE変換に基づく Sinc-Galerkin法を提案することにある. この方法を以下 DE
Sinc-Galerkin法と呼ぶことにする. ここで, $\epsilon$ は摂動パラメータと呼ばれる正の小さな定
数である. また, この報告を通じて $\mu_{1}(x),$ $\mu_{0}(x),$ $\sigma(x)$ は $a<x<b$ において解析的で,
解 $y(x)$ は存在してかつ $a<x<b$ で解析的であると仮定する.
さらに, 半線形問題 (非線形問題) に対してもこの DE Sinc-Galerkin法の適用を試み

て, その有効性を検証する.
この研究での重要な点として, Sinc展開がDE変換に基づいていることと, Sinc-Galerkin

法に現れる内積の近似に DE積分公式 [16] を採用していることを挙げることができる. 特
異摂動問題の数値解を求めるために本研究で DE変換を採用している理由は次の通りであ
る. SE変換でも同様であるが, DE変換における際だった特徴として, この変換に基づ
く方法の標本点が境界点に集積している. 標本点がこのような分布をもつことによって,
この方法により境界層の内部の情報を十分に取得することができるのである.

2 Sinc展開と DE変換
よく知られているように [12], sinc 関数は $-\infty<t<\infty$ において次のように定義さ

れる.

sinc $(t)=\{\begin{array}{ll}\frac{\sin\pi t}{\pi t} ;t\neq 0,1 . t=0\end{array}$ (2.1)

そこで, 標本点の間の間隔んは固定し, 問題の数値解を表現する基底関数として, sinc
関数

$S(j, h)(t)= \frac{\sin\frac{\pi}{h(t}(t-jh)}{\frac{\pi}{h}-jh)}$ , $j=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$ (2.2)

の集合を採用する. この基底関数は直交関係

$S(j, h)(kh)=$ sinc $(k-j)=\{\begin{array}{l}1 :k=j,0 :k\neq j\end{array}$ (2.3)

を満たすことを容易に確かめることができる.
以上の準備の下に, $-\infty<t<\infty$ で定義される関数 $u(t)$ を考える. そして, この関数
は次の条件を満たすと仮定する.

i $)$ $u(t)$ は $t$ 平面の帯状領域

$|{\rm Im} t|<d$ (2.4)

で解析的である.

ii) $tarrow\pm\infty$ のとき $|u(t)|arrow 0$ となる.
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このとき, もしも級数

$u_{h}(t)= \sum_{j=-\infty}^{\infty}u(jh)S(j, h)(t)$ (2.5)

が収束するならばこれをWhittaker基本展開と呼ぶ. (2.3) からわかるように,

$u_{h}(kh)=u(k$ん $)$ (2.6)

が成り立っので, $u_{h}(t)$ は $u(t)$ に対する補間になっていることに注意されたい.
仮定 (i) および (ii) にいくつかのゆるい条件を加えれば,

$u(t)=u_{h}(t)+E_{sinc}$ (ん), $E_{sinc}$ (ん) $=O( \exp(-\frac{\pi d}{\text{ん}}))$ (2.7)

が成り立つことを示すことができる [12]. ただし, $d$ は (2.4) で定義した帯状領域の半幅
である. 誤差 $E_{sinc}(h)$ は $u(t)$ の離散化に起因するものであるから, これを離散化誤差と呼
ぶことにする. この式から $h$ が小さくなるとき $E_{sinc}(h)$ は急速に減少することがわかる.

sinc関数による展開 $($ 2.7$)$ は無限区間 $-\infty<t<\infty$上で定義されているのに対して, こ

れから取り扱おうとしている方程式は有限区間 $a<x<b$上で定義されている. したがっ
て, $-\infty<t<\infty$ を $a<x<b$ に写像する関数が必要となる. Sinc法を応用するときこ
れまで多くの場合変換

$x= \psi(t)=\frac{b-a}{2}\tanh\frac{t}{2}+\frac{b+a}{2}$ (2.8)

が使われてきた [12, 1]. それに対して, 本研究では

$x= \psi(t)=\frac{b-a}{2}\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)+\frac{b+a}{2}$ (2.9)

を採用する. この変換は Takahasi and Mori が 1974年に数値積分に対して提案したもの
である [16]. この変換の逆変換は具体的に次のように書くことができる.

$t= \psi^{-1}(x)=\phi(x)=\log(\frac{1}{\pi}\log(\frac{x-a}{b-x})+\sqrt{\frac{1}{\pi^{2}}(\log\frac{x-a}{b-x})^{2}+1})$ (2.10)

本研究でこの変換を使用する一つの理由は, (2.9) がある意味で最適変換になっていて,
Sinc法においてこの変換が (2.8) よりもずっと速い収束を与えることにある [16, 13, 15].

$($2.7 $)$ の $t$ に $($ 2.10 $)$ の $\psi^{-1}(x)$ を代入して

$v(x)=u(\psi^{-1}(x))$ (2.11)

と置く. すると, (2.5) より $a<x<b$で定義された関数 $v(x)$ に対して次の形の近似が得
られる.

$v(x)=u(\psi^{-1}(x))=v_{h}(x)+E_{sinc}(h)$ ,

$v_{h}(x)= \sum_{j=-\infty}^{\infty}v(\psi(jh))S(j, h)(\psi^{-1}(x))$ , 属 inc (ん) $=O( \exp(-\frac{\pi d}{h}))$ (2.12)
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変換 (2.9) の場合, $d$ は $d\leq\pi/2$ を満たす正の数であり, また変換 (2.8) の場合, $d$ は
$d\leq\pi$ を満たす正の数であることがわかっている.
両端点で $y(a)=y(b)=0$ という (1.1) に対する境界条件に対応して, ここで零点の位数
を一般化し, $y(x)$ は境界点の近傍で

$y(x)=\{\begin{array}{l}O((x-a)^{\beta-}), xarrow a (0<\beta_{-}),O((b-x)^{\beta+}), xarrow b (0<\beta_{+})\end{array}$ (2.13)

を満たすと仮定する. 後で示す数値例の方程式ではすべて $\beta_{-}=\beta_{+}=1$ としている.
このように仮定すると, (2.9) から

$\{\begin{array}{l}x-a=\frac{b-a}{1+\exp(-\pi\sinh t)}\approx(b-a)\exp(-\frac{\pi}{2}e^{|t|}), tarrow-\infty,b-x=\frac{b-a}{1+\exp(+\pi\sinh t)}\approx(b-a)\exp(-\frac{\pi}{2}e^{t}), tarrow+\infty\end{array}$ (2.14)

が導かれる. したがって, (2.13) より $y(x)=y(\psi(t))$ は

$y(\psi(t))=\{\begin{array}{ll}O(\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}\exp|t|)), tarrow- oo,O(\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{+}\exp t)), tarrow+\infty\end{array}$ (2.15)

のように二重指数的に減衰することがわかる. この意味で (2.9) を二重指数変換 (double
exponential transformation, DE変換) と呼ぶ. 一方, 変換 (2.8) の場合は $y(x)=y(\psi(t))$
は

$y(\psi(t))=\{\begin{array}{ll}O(\exp(-\beta_{-}|t|)), tarrow-\infty,O(\exp(-\beta_{+}t)), tarrow+\infty\end{array}$ (2.16)

のように減衰し, したがってこちらは一重指数変換 (single exponential transformation,
SE変換) と呼ぶのである.
特異摂動問題においては, 境界に接する非常に薄い領域における $y(x)$ の挙動を注意深
く解析する必要がある. 変換 (2.10) はこの要請によく適合する. なぜならば, すでに 1節
で述べたように, この変換は境界に非常に近いところで標本点を必要なだけとることがで
きるからである.

3 無限和の打切り
ここでは $(a, b)$ における数値解に対して Sinc展開を使うので, (212) においては $v(x)$

として方程式の解 $y(x)$ を想定している. したがって以後, (2.4) に対応して, $y(\psi(t))$ はあ
る $d$ に対応する帯状領域 $|{\rm Im} t|<d$ において解析的であると仮定する. そのとき, (2.12)
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から

$y(x)= \sum_{j=-\infty}^{\infty}y(x_{j})S(j, h)(\psi^{-1}(x))+E_{sinc}(h)$ , $x_{j}=\psi(jh)$ ,

$E_{\sin c}(h)=O( \exp(-\frac{\pi d}{h}))$ (3.1)

を得る. 以下, $x_{j}=\psi(jh),j=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$ の各々を DE点 (DE point) と呼ぶことに
する. 次に, $y(x_{j})$ をその近似である $yj$ で置き換え,

$\tilde{y}h(x)=\sum_{j=-\infty}^{\infty}y_{j}S(j, h)(\psi^{-1}(x))$ (3.2)

と置く. ただし, 実際の計算では無限和 (3.2) を打ち切って有限和にしなければならない.
そこでいま, 無限和 (3.2) を $i$ の負の側では $j=-n_{-}$ で打ち切るとする. $y(x)$ は (2.15) の
ように減衰し, また (2.1) より $|S(j, h)(t)|\leq 1$ が成り立つから, この打ち切りによって発
生する誤差は近似的に次のように上から抑えることができる.

$\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{(n-+1)h})+\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{(n-+2)h})+\cdots$

$=\delta^{e^{h}}+\delta^{e^{2h}}+\cdots$ , $\delta=\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{n-h})$

$< \delta^{1+h}+\delta^{1+2h}+\cdots=\delta\frac{\delta^{h}}{1-\delta^{h}}<\delta=\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{n-h})$ (3.3)

ここで, $\delta$ は小さいので $\delta^{h}<1/2$ が成り立つことを仮定した [5].
最初に, Sinc展開を打ち切るときこれまで標準的に行われてきた打切り方をここで復

習しておく. 簡単のために, ここでは $\beta_{-}=\beta_{+}=\beta$ および $n_{-}=n_{+}=n$ を仮定しておく.
和の打切りは, 打切りから発生する誤差 (3.3) が Sinc展開を行ったことによる離散化誤差
$\exp$ (- $\pi$d/ん)(3.1) と等しくなるように, すなわち

$\exp(-\frac{\pi}{2}\beta e^{nh})=\exp(-\frac{\pi d}{h})$ (3.4)

となるように実行すべきである. この等式から, $h$ と $n$ の間に成り立つ次のような関係が
導かれる.

$h= \frac{1}{n}\log(\frac{2dn}{\beta}I$ (3.5)

ここで exP(- $\pi$d/ん) の $h$ を (3.5) で置き換えれば, $n$ で表現した誤差のよく知られた次の
表示が得られる [16].

$E_{DE}(=E_{sinc}(h))=O( \exp(-\frac{\pi dn}{\log(2dn/\beta)}))$ (3.6)
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同様にして, SE変換 (2.8) の場合には, 誤差の表示

$E_{SE}=O(\exp(-\sqrt{\pi^{2}d\beta n/2}))$ (3.7)

が導かれる. ただし, $h$ と $n$ の関係はん $=\sqrt{2d}/n$のようにとる. (3.6) と (3.7) を比較す
れば, $n$ が大きくなるとき誤差は SE変換よりも DE変換の方がずっと速く $0$ に収束する
ことがわかる. 実際, Sinc近似の中で DE Sinc近似がある意味で最適であることが数学
的にも証明されている [13, 15]. この事実が本研究で DE変換を採用している最も大きな
理由の一つである.
しかし, 応用の観点に立つと, (2.4) で定義される $y(\psi(t))$ が解析的な帯状領域の半幅

$d$の値を前もって知ることは通常は困難である. そこで, この標準的な打切り方の代わり
に, $d$ の値を前もって知っている必要のない別の打切り方をここで提案する.
いろいろな応用に現れる $|y(x)|$ の最大値は 1のオーダーであると考えるのは妥当である.

そこで, ここでは $\max_{0\leq x\leq 1}|y(x)|$ は 1のオーダーの値であると仮定する. $y(x)=y(\psi(t))$

はすでに見たように (2.15) のように減衰する. このことから, ここで和の次のような打切
り方を提案する. まず最初に, 打切りパラメータとして $\epsilon_{tr}$ をとり, これに小さな正の数
を与える. 次に, 刻み幅んを適当に選ぶ. そして, もしも $|y(x_{j})|$ が

$|y(x_{j})|\leq\epsilon_{tr}$ at $j=-n_{-}$ (3.8)

を満たしたならば $j$ の負の側においては $j=-n_{-}$ で $y(x_{j})$ は十分小さく減衰したとみな
し, 和 (3.1) を $j=-n_{-}$ までとって終了する. すなわち, $|y(x_{j})|$ は (2.15) のように減衰す
るので,

$\exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{t_{-}})=\epsilon_{tr}$ , $t_{-}=n_{-}h$ (3.9)

となったところで打ち切る. $-t_{-}$ は変数 $t$ の打切りの下限である. これから刻み幅んと解
の Sinc展開の項数 $n_{-}$ の間の次のような関係が導かれる.

$n_{-}= \frac{1}{h}t_{-}$ , $t_{-}= \log(\frac{2}{\pi\beta_{-}}\log\frac{1}{\epsilon_{tr}})$ (3.10)

同様に, $i$ の正の側においては $j=n+$ において $|yj|\leq\epsilon_{tr}$ が成り立ったならばそこで $|y_{j}|$

は十分小さく減衰したとみなし, 和を $j=n_{+}$ までとって終了する. ただし,

$n_{+}= \frac{1}{\text{ん}}t+$

’
$t+= \log(\frac{2}{\pi\beta_{+}}\log\frac{1}{\epsilon_{tr}})$ (3.11)

であり, $t+$ は変数 $t$ の打切りの上限である.
$\epsilon_{tr}$ の選び方はユーザーの誤差許容限界に対する要求に依存し, いろいろな選び方が考
えられる. そのうち簡単かつ一般的な選び方として, $\epsilon_{tr}$ として実際に数値解を計算する
システムの計算機イプシロン (machine epsilon) を採用するやり方が考えられる. その理
由は, 計算機イプシロンあるいはその良い近似値を計算するひじょうに簡単なプログラム
が知られているからである $[$2 $]$ . 実際, 6節で示す数値例では, $\epsilon_{tr}$ として数値解を求めて
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いるシステムの計算機イプシロンを採用している. いずれにしても, $\epsilon_{tr}$ としては計算し
ているシステムの計算機イプシロンと等しいかそれより大きい値を採用すべきである.
これまでは摂動パラメータ $\epsilon$ がひじょうに小さいということはとくに考慮に入れてこな

かった. もしも $\epsilon$ が小さいということを注意深く考慮に入れなければならないとすれば,
次のような打切り方が考えられる.
ここでは簡単のために, 特異摂動問題 (1.1) の端点は $a=0$ および $b=1$ であると仮定

する. また, 以下 $\mu 1(x)$ と $\mu_{0}(x)$ はある $\alpha$ に対して

$\mu_{1}(x)=0$ , $\mu_{0}(x)\leq-\alpha<0$ $(\alpha>0)$ (3.12)

を満たしていると仮定する. このとき, [3] より, 両端点 $x=0$および $x=1$ に境界層が現
れ, 左側の端点の近傍では解において境界条件 $y(O)=0$ を満たす項 $y_{-}(x)$ が優越し, そ
れが

$|y(x)|\approx|y_{-}(x)|\leq\hat{y}_{-}(x)$ , $\hat{y}_{-}(x)=C_{-}\exp(-\alpha\frac{x}{\sqrt{\epsilon}})-1|$ (3.13)

のように上限 $\hat{y}_{-}(x)$ で抑えられることが知られている.
特異摂動問題では歪はそれ白身ひじょうに小さい定数である. しかし, 左側の端点

$x=0$ ではさらに狭い領域 $x$ �蓄において $y(x)$ の挙動を取り扱う必要がある. このよう
に狭い領域では $\hat{y}_{-}(x)=C_{-}|\exp(-\alpha x/\sqrt{\epsilon})-1|\approx c_{-\alpha x}/V^{\epsilon}$ が成り立つ. したがって,
左側の端点 $x=0$ のごく近傍では $\hat{y}_{-}(x)\approx C_{-}L_{-X}$ が成り立っと考えることができる. た
だし, $L_{-}(=\alpha/\sqrt{\epsilon})$ は大きな正の定数である. 右側の端点 $x=1$ の近傍でも状況は同様
で, $\hat{y}_{+}(x)\approx C_{+}L_{+}(1-x)$ が成り立つ. ただし, $L_{+}$ も大きな正の定数である.
そこで, このように極端に端点に近接した領域では上限 $\hat{y}_{-}(x)$ は解の絶対値 $|y(x)|$ を
よく近似していると仮定し, したがって和 (3.2) の打切りを (3.9) の左辺の代わりに上限
$\hat{y}_{-}(x)\approx L_{-X}$ ( $C_{-}$ は無視する) によって実行する. すなわち, $x$ は (2.14) のように減衰
するので,

$L_{-} \exp(-\frac{\pi}{2}\beta_{-}e^{t_{-}})=\epsilon_{tr}$ , $t$
- $=n$-ん (3.14)

が成り立つように打ち切ればよい. 以上から, 打切りの項数として

$n_{-}= \frac{1}{h}t_{-}$ , $t_{-}= \log(\frac{2}{\pi\beta_{-}}\log\frac{L_{-}}{\epsilon_{tr}})$ . (3.15)

を得る. 正の側の打切り項数についても, 同様にして

$n_{+}= \frac{1}{h}t_{+}$ , $t_{+}= \log(\frac{2}{\pi\beta_{+}}\log\frac{L_{+}}{\epsilon_{tr}})$ . (3.16)

が得られる. 6節の数値例では (3.15) および (3.16) を採用している.
ここで, $L_{-}$ および $L_{+}$ は Sinc 展開の打切りの場所を決めるためだけに使われており,

数値解を求めるアルゴリズムそのものには現れていないことに注意されたい. しかも, $L_{-}$

は (3.15) の右辺の $n_{-}$ には二重の対数の内部に現れており, したがって $n_{-}$ あるいは乙に
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対する $L_{-}$ の影響はひじょうに小さい. $L+$ についても状況は同じである. 例えば, 例 1
の表 1の乙と $t+$ の変化を参照すれば状況は一層よく理解されよう.
強調すべきことは, ここで提案する DE変換に基づく Sinc法は, $\epsilon$ がひじょうに小さい
という特異な状況に特別な注意を払うことなしに, それ自身で特異摂動問題を解く能力を
備えているという点である. したがって, $L_{-}$ の適切な値を選ぶことが困難な場合にはむ
しろ $L_{-}=1$ を使うことを推奨する. このように選んでも多くの場合役に立つ結果を得る
ことができるであろう. 状況は $L_{+}$ についても同様である. 6節の例 3を参照されたい.

4 DE Sinc-Galerkin法
以上の準備の下に, 対象としている特異摂動問題の数値解を求めるために Galerkin 法
を適用してみる. ここでは当面, 2階微分の係数を定数 $\epsilon$ ではなく関数の形に $\mu_{2}(x)$ のよ
うに一般化して扱い, 両端点で $0$ の境界条件をもつ次の方程式を考察する.

$\mu_{2}(x)y’’(x)+\mu_{1}(x)y’(x)+\mu_{0}(x)y(x)=\sigma(x)$ , $a<x<b$ ,

$y(a)=y(b)=0$ $($4.1 $)$

ここで, (1.1) における $\mu 1(x),$ $\mu_{0}(x),$ $\sigma(x)$ とともに, $\mu 2(x)$ は $a<x<b$ において解析的
であるとする.
最初に, 重み関数 $1/\phi’(x)=1/\{\psi^{-1}(x)\}’$をもつ次の内積を導入する.

$\langle f,$ $g\rangle=/abf(x)g(x)\rho(x)dx$ , $\rho(x)=\frac{1}{\phi’(x)}$ (4.2)

この重み関数が

$\frac{1}{\phi’(x)}=\frac{}{\frac{d\psi^{-1}(x)1}{dx}}=\frac{d\psi(t)}{dt}=\frac{b-a}{2}\frac{\frac{\pi}{22}\cosh t}{\cosh(\frac{\pi}{2}\sinh t)}$

$\approx\pi\frac{b-a}{2}e^{|t|}\exp(-\frac{\pi}{2}e^{|t|}),$ $tarrow\pm\infty$ (4.3)

を満たすことがすぐにわかる. そこで, 方程式 (4.1) と Sinc 関数

$S_{k}\equiv S(k, h)(\psi^{-1}(x))$ (4.4)

の内積を作ると, 弱形式の方程式

$\langle\mu_{2}y’’,$ $S_{k}\rangle+\langle\mu_{1}y’,$ $S_{k}\rangle+\langle\mu_{0}y,$ $S_{k}\rangle=\langle\sigma,$ $S_{k}\rangle$ . (4.5)

が導かれる. 左辺の各項を部分積分すると,

$\langle\mu_{2}y^{;/},$ $S_{k}\rangle=/ab_{y(\mu_{2}S_{k}\rho)’’dx+F_{2}}$ , $F_{2}=\{y’(\mu_{2}S_{k}\rho)-y(\mu_{2}S_{k}\rho)’\}|_{a}^{b}$ (4.6)
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および

$\langle\mu_{1}y’,$ $S_{k}\rangle=-ab_{y(\mu_{1}S_{k}\rho)’dx}+F_{1}$ , $F_{1}=\{y(\mu_{1}S_{k}\rho)\}|_{a}^{b}$ (4.7)

が得られる. $y(x)$ は境界で (2.13) の形で $0$ になると仮定したから, $F_{1}$ および $F_{2}$ の第 2項
は境界で $0$ になる. 一方, (2.13) に見るように $y’(x)$ は境界で一般には $0$ になるとは限ら
ない. しかし, 重み関数 $\rho(x)$ を (4.2) のように定義したので, (4.3) より乃の第 1項も境
界で $0$ になることがわかる. 以上から, 方程式 (4.1) に対応する, $y(x)$ の微分を含まない
次のような弱形式の方程式が導かれた.

$/ab_{y(\mu_{2}S_{k}\rho)’’dx-}/ab_{y(\mu_{1}S_{k}\rho)’dx}+/ab_{y(\mu_{0}b_{k}^{\urcorner}\rho)dx=} \int_{a}^{b}\sigma S_{k}\rho dx$ (4.8)

次に, (4.8) の各項の数値積分を実行する. そのために, ここでは DE変換 (2.9) に基づ
く二重指数公式 (DE公式)

$\int_{a}^{b}f(x)dx=/_{-\infty}^{\infty}f(\psi(t))\psi’(t)dt=h\sum_{j=-n_{\sim}}^{n+}f(Xj)\frac{1}{\phi^{l}(xj)}+E_{int}+E_{trunc}$ ,

$x_{j}=\psi(jh)$ , $E_{int}=O( \exp(-\frac{2\pi d’}{\text{ん}}))$ (4.9)

を採用する [16]. そして刻み幅 $h$ として, Sinc展開 (3.1) において採用したと等しい刻み
幅を採用する. こうすることによって, DE点 $x_{j}=\psi(j$ん $)$ , $j=0,$ $\pm 1,$ $\pm 2,$ $\cdots$ は Sinc展開
と DE公式とで共通の値となる. $d’$ は $f(\psi(t))\psi’(t)$ が解析的な帯状領域

$|1mt|<d’$ (4.10)

の半幅である. また, $E_{int}$ は数値積分による誤差であり, $E_{trunc}$ は和の打切りから生ずる
誤差である.
まず初めに, $f(x)$ として $y(\mu_{m}S_{k}\rho)^{(m)},$ $m=0,1,2$ および $\sigma S_{k}\rho$の場合を考える. 各項に

応じて $d’$ の値は異なる. 仮りに $d\approx d’$ が成り立っていると仮定すると, 数値積分を二重
指数公式で計算したときの (4.9) の誤差 $E_{int}$ は, 刻み幅 $h$ が同じであるとしたときの DE
Sinc 展開 $($3.1) の誤差の 2乗で小さくなることがわかる. したがって, ここでは

2$d’\geq d$ (4.11)

であると仮定し, 以下この仮定の下で, (31) で生ずる誤差 Esinc $($ん $)$ と比べて $($4.9 $)$ の誤差
Eint を無視することにする.
次に, 積分 $($ 4.8 $)$ の各項は $($ 4.9 $)$ より $1/\phi^{l}(x_{j})$ なる重みをもち, この重みは $($ 4.3 $)$ に見る
ように二重指数的に減衰する. したがって, 和 (4.9) は被積分関数の絶対値が $\epsilon_{tr}$ 以下に
なるところで打ち切られることになる. これらのことから, 打切りによる誤差, すなわち
$(4.9)$ における誤差 Etrunc は, 実際の計算では無視できることがわかる.
以上の準備によって, 解くべき方程式の具体的な形を書き下すことができる. すなわ

ち, (4.8) の各項に DE公式 $(4.9)$ を適用し, 無限和を 3節で示した方法で打ち切ると, 次
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の連立 1次方程式が導かれる.

$\sum_{j=-n-}^{n+}\{\mu_{2}\delta_{jk}^{(2)}+h(-\mu_{2}(\frac{1}{\phi})’+\mu_{1}(\frac{1}{\phi’}))(x_{j})\delta_{jk}^{(1)}$

$+$ん 2 $( \mu_{2}(\frac{1}{\phi})’’(\frac{1}{\phi})-\mu_{1}’(\frac{1}{\phi’})^{2}-\mu_{1}(\frac{1}{\phi’})^{l}(\frac{1}{\phi’})+\mu_{0}(\frac{1}{\phi’})^{2})(x_{j})\delta_{jk}^{(0)}\}y_{j}$

$=$ ん $2_{\sigma}( \frac{1}{\phi})^{2}(x_{k})$ , $k=-n_{-},$ $-n_{-}+1,$ $\cdots,$ $n+$ , (4.12)

ただし,

$\delta_{jk}^{(0)}=\{\begin{array}{l}1; j=k,0; j\neq k,\end{array}$ $\delta_{jk}^{(1)}=\{\begin{array}{l}0;\frac{(-1)^{k-j}}{(k-j)}.\end{array}$
$j=kj\neq k’$

,
$\delta_{jk}^{(2)}$ $=\{\begin{array}{ll}-\frac{\pi^{2}}{3}; j=k,\frac{-2(-1)^{k-j}}{(k-j)^{2}}; j\neq k\end{array}$

(4.13)

である. (4.12) に現れる微分の各項の具体形は次のようになる.

$( \frac{1}{\phi^{J}})(x)=(\frac{1}{\phi’})(\psi(t))=\frac{b-a}{2}\frac{\frac{\pi}{22}\cosh t}{\cosh(\frac{\pi}{2}\sinh t)}$, (4.14)

$( \frac{1}{\phi^{l}})’=\frac{d}{dx}(\frac{1}{\phi’})=\phi’(x)\frac{d}{dt}(\frac{1}{\phi^{l}})=\tanh t-\pi\cosh t\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)$ , (4.15)

$( \frac{1}{\phi})’’(\frac{1}{\phi’})=\frac{1}{\cosh^{2}t}-\pi\sinh t\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)-\frac{\pi^{2}}{2}\frac{\cosh^{2}t}{\cosh^{2}(\frac{\pi}{2}\sinh t)}$ (4.16)

ここで, 特異摂動問題 (1.1) も含む 2階常微分方程式の境界値問題 (4.1) の数値解

$\tilde{y}_{n_{tot}}(x)=\sum_{j=-n-}^{n+}y_{j}S(j,$ ん $)(\psi^{-1}(x))$ (4.17)

を計算する手順をまとめておく. (4.17) の左辺の下付き添え字に現れる $n_{t}$。$t$ は

$n_{tot}=n_{-}+n_{+}+1$ (4.18)

で定義され, (4.12) によって実際に計算される (4.17) の項の総数を表す.

1. 項の打切りのための基準 $\epsilon_{tr}$ を選ぶ (例えば計算機イプシロン) .

2. 刻み幅 $h$ を選ぶ.

3. $($3.10 $)$ と $($ 3.11 $)$ から $n_{-}$ と $n+$ を決定する. あるいは $($ 3.15) と $($3.16$)$ から $n_{-}$ と $n_{+}$ を
決定する.
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4. 連立 1次方程式 (4.12) において $\mu_{2}(x)=\epsilon$ と置き, これを $y_{j},j=-n_{-},$ $-n_{-}+$

$1,$ $\cdots,$ $n+$ について解く. $y_{j}$ は DE 点 $x=\psi(jh)$ における近似解の値 $yj=\tilde{y}_{n_{t}}$
。

$t(x_{j})$

である.

5. 任意の点 $x$ における近似解の値は (4.17) の右辺を計算することによって求められる.

近似解の誤差を $E_{\max}$ とする. 横軸に $n_{tot}$ をとって対数スケールでこの誤差 Em。のグ
ラフをプロットすると, すなわち $\log E_{ma)C}$ vs. $n_{t}$。$t$ のグラフをプロットすると, ほとんど
線形の関係 $\log E_{\max}\approx-cn_{t}$

。$t$ が見られる. その理由は次の通りである. (3.10) と (3.11),
あるいは (3.15) と (3.16) から

$h\approx t_{tot}/n_{tot}$ , $t_{tot}=t_{-}+t_{+}$ (4.19)

なる関係が成り立っていることがわかる. したがって, (3.1) より

$E_{\max} \approx|E_{sinc}(h)|=O(\exp(-\frac{\pi d}{\text{ん}}))=O(\exp(-cn$tot) $)$ , $c= \frac{\pi d}{t_{tot}}$

となる. ただし, この関係は $|E_{sinc}$ (ん) $|$ $\geq\epsilon_{tr}$ を満たす $h$ あるいは $n_{t}$。$t$ に対してのみ成り
立つものであることに注意する必要がある.

5 半線形問題の解
これまで述べてきた方法は, 両端で $0$ という境界条件の下で, 次のような半線形境界値

問題の数値解を求めるためにも使うことができる.

$\mu_{2}(x)y’’(x)+\mu_{1}(x)y’(x)+F[x,$ $y]=\sigma(x)$ , $a<x<b$ ,

$y(a)=y(b)=0$ $($5.1 $)$

この問題は $\mu_{2}(x)=\epsilon$の場合には特異摂動問題になる. $F[x, y]$ は非線形項で, $F[x, y]$ には
$y(x)$ の微分は含まれないとする. 半線形と呼ぶ理由はそのためである. ここでも $F[x, y]$

は $x$ と $y$ の関数で, $a\leq x\leq b$ において解析的であると仮定する.
このような半線形の場合でも, (4.17) と同じ形の解を仮定し, 同様の解析を行えば, 結

局次のような非線形代数方程式が得られる.

$\sum_{j=-n-}^{n+}[\{\mu_{2}\delta_{jk}^{(2)}+$ ん $(- \mu_{2}(\frac{1}{\phi’})’+\mu_{1}(\frac{1}{\phi^{l}}))(x_{j})\delta_{jk}^{(1)}$

$+h^{2}( \mu_{2}(\frac{1}{\phi})^{J/}(\frac{1}{\phi})-\mu_{1}’(\frac{1}{\phi’})^{2}-\mu_{1}(\frac{1}{\phi})’(\frac{1}{\phi}))(x_{j})\delta_{jk}^{(0)}\}y_{j}$

$+h^{2}F[x_{j}, y_{j}]( \frac{1}{\phi})^{2}(x_{j})\delta_{jk}^{(0)}]=$ ん $2_{\sigma}( \frac{1}{\phi’})^{2}(x_{k})$ , $k=-n_{-},$ $-n_{-}+1,$ $\cdots,n_{+}$ (5.2)

この非線形方程式 (5.2) を $yj,$ $j=-n_{-},$ $-n_{-}+1,$ $\cdots,$ $n_{+}$ について解けば, DE点 $x_{j}=\psi(j$ん $)$

における近似解 $y_{j}=\tilde{y}_{n_{t}}$
。

$t(x_{j})$ が得られ, また $($4.17) によって任意の点 $x$ における近似解
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を求めることができる. このとき, 適切な初期値から出発することができれば, 通常は
ニュートン法によって (5.2) の解を得ることができる. 6節に半線形問題の数値解を求め
る例を示す.

6 数値例
ここで, 特異摂動問題 (1.1) および (5.1) で $\mu_{2}(x)=\epsilon$ とした場合の数値例を示し, これま

で議論してきた解析の結果を確認する. そこでは, ここで提案している方法が高精度の結果
を与えることを示すために問題の解は Pentium IVパーソナルコンピュータで Fujitsu コン
パイラの 4倍精度演算を使って計算する. このシステムの計算機イプシロンは 1926 $x10^{-34}$

であり, 計算を実行するときには (3.8) で使う打切りパラメータは $\epsilon_{tr}=1.926\cross 10^{-34}$ を
選んだ. 数値計算を実行するときには, 最初に計算機で $\epsilon_{tr}$ を計算し [2], その値をそれ以
降の計算で使うようにしている.
いずれの例題においても, 問題は $0<x<1$ で定義されていて, $a=0,$ $b=1$ である.
したがって, 二重指数変換は具体的に次のようになる.

$x= \psi(t)=\frac{1}{2}\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)+\frac{1}{2}=\frac{1}{2}\frac{\exp(\sinh t)}{\cos^{\tau}h(\frac{\frac\pi 2\pi}{2}\sinh t)}=\frac{1}{1+\exp(-\pi\sinh t)}$ (6.1)

また, $\beta_{-}=\beta_{+}=1$ と置いた. どの例題においても, 刻み幅は $h=0.32,0,16.0.08,0.04$,
0.02, 0.01と選んでいるが, 解の挙動がより明確になるようにこれ以外の $h$ の値につい
ても計算した例もある. 以上のようにパラメータを選んだ後, 4節の最後で述べた手順に
従って計算を行った.
いずれの例についても真の解がわかっているので, 各 DE点 $x_{j}=\psi(jh),$ $j=-n_{-},$ $-n_{-+}$

$1,$ $\cdots,$ $n_{+}$ において数値解 $yj=\tilde{y}_{n_{t}}$
。

$t(x_{j})$ の誤差

$E_{\max}= \max_{-n<\leq n_{+}}|y_{j}-y(x_{j})|$ , $x_{j}=\psi(j$ん $)$ (6.2)

を図に示した. 各々の図において, $\max$ error’は $E_{\max}$ を表し, $n_{t}$。$t$ ’は Sinc展開の総項
数 $n_{t}$。$t=n_{-}+n_{+}+1$ を表している. 図のグラフ上のマーカーは, 実際に計算を行って得
たデータ対 ( $n_{t}$。t) $E_{\max})$ に対応し, 図では各 $\epsilon$ ごとに隣接するデータ対を線分で結んで示
してある.

例 1 最初の例は, El-Gamel and Cannon $[1|$ による特異摂動の標準的な問題である :
$\epsilon y’’(x)-y(x)=\cos^{2}(\pi x)+2\epsilon\pi^{2}\cos(2\pi x)$ , $0<x<1$ ,

$y(0)=y(1)=0$ $($6.3 $)$

この方程式は $($ 1.1 $)$ で $a=0,$ $b=1,$ $\mu_{1}(x)=0,$ $\mu_{0}(x)=-1$ とした場合に相当し, した
がって解 $y(x)$ は $\alpha=1$ とした $($312 $)$ を満たしている. そこで, $L_{-},$ $L_{+}$ として $L_{-=}1/\sqrt{\epsilon}$ ,
L$+=$ 1/V管のように選んだ. 実際, この問題の真の解はつぎのようになっている.

$y(x)= \frac{e^{-x/\sqrt{\epsilon}}+e^{-(1-x)/\sqrt{\epsilon}}}{1+e^{-1/\sqrt{\epsilon}}}-\cos^{2}(\pi x)$ (6.4)
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われわれは $\epsilon=10^{-10},10^{-8}.10^{-5},1$ の場合についてこの問題を DE Sinc-Galerkin法
を使って解き, その数値解の誤差 Em。を図 1に示した. 表 1に (3.15) および (3.16) で定

図 1: 例 1の $\epsilon=10^{-10},10^{-8},10^{-5},1$ の場合の最大誤差 $E_{\max}$

義されるたとなを示した. この例では各 $\epsilon$ について $t_{-=}t_{+}$ が成立している. 表 1と

表 1: 例 1の各 $\epsilon$ に対する $t_{-}$ および $t_{+}$ . この例では $t_{-}=t+\cdot$

(4.19) から隔。$t$ に対応するんの値を容易に求めることができる. この表から, われわれ
の方法によれば Sinc 関数展開で数百項とれば, ほぼ 4倍精度の結果が得られることがわ
かる. $\epsilon=10^{-10},10^{-8},10^{-5}$ のいずれの場合にも, $L_{-}$ と $L_{+}$ の選び方で考慮した以外,
$\epsilon=1$ の場合と同様に $\epsilon$ が小さいということに特別な注意を払うことはしなかった.
ちなみに, 例 1で $L_{-}=L_{+}=10^{5}$ の代わりに $L_{-}=L_{+}=1$ を使うと, $\epsilon$ のそれぞれの

値に対して図 1とほとんど同じ誤差曲線が得られる. その理由は, 3節の最後に述べたよ
うに, $L_{-}$ と $L+$ の数値解に対する影響が一般に大きくないからである. 例 3も参照され
たい.

Sinc展開がどの程度滑らかであるかを見るために, 区間 $0\leq x\leq 1$ を 1000等分して幅
0.001の小区間に分けた. そして, $\epsilon=10^{-5}$ の場合について, $h=0.08$ ととり, その近
似解 $\tilde{y}_{n_{t}}$

。
$t(x_{i})$ を $x_{i}=i/1000,1\leq i\leq 999$ において (4.17) から計算し, その結果をグラフ

にして図 2に示した. この近似解は真の解にひじょうに近いので, このグラフに真の解
を上書きすると二つのグラフが重なって区別することができない. DE点での最大誤差は
$j=-14$ , すなわち $x=1.34x10^{-2}$ において生じ, 値は $E_{\max}=7.04\cross 10^{-8}$ である.
方, 等間隔刻みの点での最大誤差は $i=7$, すなわち $x=7.00\cross 10^{-3}$ において生じ, 値は
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$8.59\cross 10^{-7}$ である. また, 両端点において境界層が生じていることがこのグラフからわ
かる.

図 2の下側に DE点の位置をプロットした. これからも二重指数変換に基づく標本点が
端点に集積していることがわかる.

図 2: $\epsilon=10^{-5}$ および $h=0.08$ の場合の (6.3) の DE Sinc-Galerkin法による数値解

われわれは (6.3) と同じ問題で $\epsilon=10^{-5}$ とした場合について, 一重指数変換に基づく
Sinc-Galerkin 法, すなわち SE Sinc-Galerkin法によって数値解を計算してみた. その際,
$d=\pi/2,$ $n=100$ と選び, [1] に従ってん $=\pi/V^{n}$ としてあとは SE Sinc-Galerkin 法の伝
統的な手順に従った. 結果をやはり図 3に (SE-Gal) として示してある. この図から, DE
Sinc-Galerkin 法の収束の方が, SE Sinc-Galerkin 法の収束よりもずっと速いことがわか
る. このことは (3.6) と (3.7) との比較で当然予想されたことである.

例 2 次の問題と数値結果は Liu and Xu[3] からとったものであり, 伝統的な解法によ
る最近の結果の一例である :

$\epsilon y’’(x)-(2+\sin x)y(x)=f(x)$ , $0<x<1$ ,

$y(0)=y(1)=0$ (6.5)

$f(x)$ は

$y(x)=\exp(-x/\sqrt{\epsilon})+\exp(-(1-x)/\sqrt{\epsilon})+x(1-x)-(1+\exp(-1/\sqrt{\epsilon}))$ $($ 6.6 $)$

が真の解になるように選ぶものとする. この方程式は (1.1) で $a=0,$ $b=1,$ $\mu_{1}(x)=0$ ,
$\mu_{0}(x)=-(2+\sin x)$ とした場合であり, (3.12) が $\alpha=1$ とすれば満たされる. したがっ
て, $L_{-}=1/\sqrt{\epsilon},$ $L_{+}=1/v^{\epsilon}$ と選んだ. Liu and Xu は, この特異摂動問題を, 解の特異
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図 3: 例 1で $\epsilon=10^{-5}$ とした場合の DE変換と SE変換による結果の比較

な挙動に適合するように節点を選ぶ Hermite スプラインに基づく Galerkin法によって解
いている. 一方われわれは, 同じ問題を標本点を DE点に選ぶ DE Sinc-Galerkin法によっ
て解いた. その際, 例 1と同様の理由により, $L_{-}=1/\sqrt{\epsilon},$ $L_{+}=1/$〉$\epsilon$ と置いた.

$\epsilon=1.456x10^{-11}(\sqrt{\epsilon}=3.816\cross 10^{-6})$ の場合について, われわれの方法による誤差
(DE-Gal) と, [3] の Table3にある Liu and Xuによる誤差を直接コピーしたもの (Hermite
splines) とを図 4に示した. $n_{t}$。$t$ は節点 (標本点) の総数であり, いまの場合 $t_{-}(=t_{+})$ は

40494である. 図 4に見るように, $n_{t}$。$t$ が小さいうちは Liu and Xu による適合的に節点
を選ぶ Hermiteスプラインに基づく Galerkin法の方が良い結果を与える. しかし, $n_{t}$。$t$ が
大きくなるに従って, われわれの方法が Liu and Xu の方法を追い越し, 最後には誤差は
ずっと速く小さくなることがわかる.

例 3 最後の例は El-Gamel and Cannon [1] による半線形問題の例である.

$\epsilon y^{\prime l}(x)+2y’(x)+y^{2}(x)=(\exp(-x/\epsilon)-1/\epsilon)\exp(-x/\epsilon)$ , $0<x<1$ ,

$y(O)=1$ , $y(1)=\exp(-1/\epsilon)$ $($ 6.7$)$

この問題の解は次のようになる.

$y(x)=\exp(-x/\epsilon)$ $($6.8$)$

この問題は半線形であるだけでなく, 境界条件が両端点で $0$ になっていない. DE Sinc法
を使うためには, この問題を両端点で $0$ という境界条件の問題に変形しなければならな
い. この例では, 次のような 1次関数を定義する.

$s(x)=(\exp(-1/\epsilon)-1)x+1$ (6.9)
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$n_{tot}$

図 4: DE Sinc-Galerkin法と適合的に節点を選ぶ Hermite スプラインに基づく Galerkin法
の例 2における比較

この関数は両端点で $0$ という条件を満たす. そして,

$u(x)=y(x)-s(x)$ (610)

と置く. この変換を行うと, 関数 $u(x)$ は

$\epsilon u’’(x)+2u^{l}(x)+u^{2}(x)+2((\exp(-1/\epsilon)-1)x+1)u(x)=f(x)$,

$u(O)=u(1)=0$ (6.11)

を満たすことがわかる. ただし, $f(x)$ は

$u(x)=\exp(-x/\epsilon)-(\exp(-1/\epsilon)-1)x-1$ $($6.12 $)$

が真の解になるように選ぶものとする. 方程式 (6.11) を $u(x)$ について数値的に解き, (6.10)
の $u(x)$ をこの数値解で置き換えれば, (4.17) の近似解 $\tilde{y}_{n_{t}}$

。
$t(x)$ を得る.

いま, $\mu_{2}(x)=\epsilon$ である方程式 (5.1) において, $\mu_{1}$ と $F[x,$ $u]$ が

$0<\alpha\leq\mu_{1}(x)$ $(\alpha>0)$ , $0\leq F_{u}\leq\beta(x)$ (6.13)

を満たしているとする. このとき, [10] によれば, 両端点で $0$ という境界条件を満たす
解 $u(x)$ には左側の端点 $x=0$ にのみ境界層が現れ, その境界層における解の支配的な項
$u_{-}(x)$ は

$|u(x)|\approx|u_{-}(x)|\leq\hat{u}_{-}(x)$ , $\hat{u}_{-}(x)=C_{-}|\exp(-\alpha\frac{x}{\epsilon})-1|$ . (6.14)
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図 5: 半線形問題 $($ 6.11) の近似解の誤差

のように $\hat{u}_{-}(x)$ によって上から抑えられることが知られている. 右端点は通常の零点で
ある.
ここで考えている方程式 (6.11) は (5.1) で $a=0,$ $b=1,$ $\mu_{2}(x)=\epsilon,$ $\mu_{1}(x)=2,$ $F[x, u]=$

$u^{2}+2((\exp(-1/\epsilon)-1)x+1)u$ と置いたものであるから, $\alpha=2$ とすれば (6.13) が満たさ
れる (真の解 (6.12) はわかっているとして). そこで, $L_{-}=2/\epsilon,$ $L_{+}=1$ と選んだ.
方, この例では, $L_{-}=1,$ $L_{+}=1$ と選んだ場合についても数値解を計算してみた. 後者
の場合, 標準的な境界値問題の方程式 (5.2) において単に $\mu_{2}(x)=\epsilon$ と置いた以外 $\epsilon$ が小
さいということについてはとくに何も考慮しなかった. $L_{-}=\alpha/\epsilon(\alpha=2),$ $L_{+}=1$ と選
んだ場合の数値解における $t_{-}$ および $t_{+}$ の値を表 2に示した. 一方, $L_{-}=1,$ $L_{+}=1$ と
選んだ場合には $t_{-}=t_{+}=3.9004$ となる.

表 2: 例 3の半線形問題における乙および $t_{+}$

非線形連立代数方程式 (5.2) を解くために, Newton法を利用した. ただし, 初期値と
しては両端点で $0$ という境界条件を満たす 1次関数 $u^{(0)}(x)\equiv 0$ を採用したが, いずれの

$\epsilon$ の場合にも Newton法は最大 5回の反復で収束した.
図 5に, $\epsilon=10^{-10}$ および $10^{-5}$ の場合について, 変形した問題 (6.11) の数値解の誤差

$E_{\max}$ を示した. 実線は $L_{-=}1,$ $L_{+}=1$ と選んだ場合の誤差で, 一方点線は $L_{-}=2/\epsilon$ ,
$L_{\dashv}-=1$ と選んだ場合の誤差を示す. 図 5から, $L_{-=}1,$ $L_{+}=1$ とする方が $L_{-=}2/\epsilon$ ,
$L_{+}=1$ とするよりもわずかに高い精度の結果が得られることがわかるが, 両者の差は 3
節で述べたようにきわめて小さい.
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