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1 準備
$(X, \Vert\cdot\Vert)$ を実 Banach 空間とする. Banach空間 $X$ の von Neumann-Jordan (NJ-) 定数
$C_{NJ}(X)$ は次の不等式が成り立つ定数 $C$ の最小値を表す:

$\frac{1}{C}\leq\frac{\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}}{2(||x||^{2}+||y\Vert^{2})}\leq C$ $\forall x,$ $\forall y\in X,$ $(x, y)\neq(0,0)$ .

次の結果は良く知られている:

(i) 任意の Banach空間 $X$ に対して, $1\leqq C_{NJ}(X)\leqq 2,$ $X$ が Hilbert空間であるための必
要条件は $C_{NJ}(X)=1$ (Jordan and von Neumann [5]).

(ii) $C_{NJ}(L_{p})=2^{2/t-1}$ . ここで, $t= \min\{p,p’\},$ $1/p+1/p’=1([2])$ .

また, $X$ の定数 $\tilde{C}_{NJ}(X)$ は次で定義される :

$\tilde{C}_{NJ}(X)=\inf$ { $C_{NJ}(X$ , $|)$ : $|\cdot|$ はノルム $\Vert\cdot||$ に同値なノルム}.

定義から, 次のことが容易に分かる:

(iii) $1\leq\tilde{C}_{NJ}(X)\leq C_{NJ}(X)\leq 2$ .

(iv) $Y$ が $X$ の部分空間ならば $\tilde{C}_{NJ}(Y)\leq\tilde{C}_{NJ}(X)$ .

我々は次のことに関心がある: 与えられた Banach空間 $X$ に対して, $X$ と位相同型な
Banach空間 $\tilde{X}$ を適当に取れば,

$\tilde{C}_{NJ}(X)=C_{NJ}(\tilde{X})$

とできるか ?
この問題は, $\tilde{C}_{NJ}(X)=2$ のときは, 明らかに, $\tilde{C}_{NJ}(X)=C_{NJ}(X)=2$ だから, 肯定

的な結果として得られる. [13] で, 我々は $\tilde{C}_{NJ}(X)=1$ のときに反例を挙げることで, 上
記の問題に対する否定的な結果を与えた.
本報告では, $1\leq\tilde{C}_{NJ}(X)<2$ の場合にも, $\tilde{C}_{NJ}(X)=1$ の場合と同様の手法で上記の

問題に対して否定的な結果を与えるができることを示す.
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2 結果

定義 1 Banach空間 $X$ と, 任意の $n\geq 1$ に対して Neumann-Jordan定数を
次で定義する.

$C_{NJ}^{(n)}(X):= \sup\{\sum_{\theta_{j}=\pm 1}$

ここで, 定義から $C_{NJ}^{(2)}(X)=C_{NJ}(X)$ は明らかである. また, 次のことが知られてい
る ([10, Theorem 5]):

(v) $1\leq C_{NJ}^{(n)}(X)\leq n$ .

(vi) $C_{NJ}^{(n)}(X)\leq C_{NJ}^{(n+1)}(X)$ .

(vii) $n\geq 2$ に対して, $C_{NJ}^{(n)}(X)=1$ となるための必要十分要件は $X$ が Hilbert空間となる
ことである.

先ず, 次の命題が得られる.

命題 1任意の Banach空間 $X$ に対して, 次の不等式が成り立つ.

$C_{NJ}^{(2^{n})}(X)\leq(C_{NJ}(X))^{n}$ for $\forall n\in \mathbb{N}$ .

証明 $C_{NJ}(X)=C$ と置き, 各 $n\in \mathbb{N}$ に対し, $S_{n}=\{1, -1\}^{\{1,2,\cdots,n\}}$ と定める. 任意の

$n\in \mathbb{N}$ に対して, $\sum_{i=1}^{2n}\Vert x_{i}\Vert^{2}\neq 0$ を満たす $X$ の元 $x_{i}(1\leq i\leq 2n)$ を任意に取ると,

$\sum_{\sigma_{1}\in S_{2n}}\sum_{i=1}^{2n}\sigma_{1}(i)x_{i}2$

$= \sigma\sigma\sum_{2,3\in s_{n}}\Vert\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}+\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k\Vert^{2}}$ .

一方,
2

左辺 $= \sum_{\sigma 2\sigma_{3}\in S_{n}}\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}-\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}$

が成り立つので,

$\sum_{\sigma_{1}\in S_{2n}}\Vert\sum_{i=1}^{2n}\sigma_{1}($嘱
2

$=$ $\underline{1}\sum_{\sigma_{2},\sigma_{3}\in S_{\text{れ}}}\{\Vert\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}+\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}\Vert^{2}+\Vert\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}-\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}\Vert^{2}\}$ .2
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ここで, 定数 $C$ の定め方

$\Vert x+y\Vert^{2}+\Vert x-y\Vert^{2}\leq 2C(\Vert x\Vert^{2}+\Vert y\Vert^{2})$ $x,$ $y\in X$

より,

$\sum_{\sigma_{1}\in S_{2n}}\sum_{i=1}^{2n}\sigma_{1}(i)x_{i}2$

$\leq$ $C \sum_{2\sigma,\sigma s\in S_{n}}\{\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}2_{+}\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}2\}$

$=$ $C \{\sum_{2}\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}2_{+\sum_{\sigma 2,\sigma}}3\in s_{n}\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}2\}$

$=$ $C \cdot 2^{n}\{\sum_{\sigma 2\in S_{n}}\sum_{j=1}^{n}\sigma_{2}(j)x_{j}2_{+\sum_{\sigma a\in S_{n}}}\sum_{k=1}^{n}\sigma_{3}(k)x_{n+k}2\}$

$\leq$ $C \cdot 2^{n}\{2^{n}C_{NJ}^{(n)}(X)\sum_{j=1}^{n}\Vert x_{j}\Vert^{2}+2^{n}C_{NJ}^{(n)}(X)\sum_{k=1}^{n}\Vert x_{n+k}\Vert^{2}\}$

$=$ $C \cdot 2^{2n}\cdot C_{NJ}^{(n)}(X)\sum_{j=1}^{2n}\Vert x_{j}\Vert^{2}$ .

$\{x_{i}\}_{i=1}^{2n}$ の取り方が任意なので, $C_{NJ}^{(2n)}(X)$ の定義から,

$C_{NJ}^{(2n)}(X)\leq C\cdot C_{NJ}^{(n)}(X)$ for $n\in \mathbb{N}$ .

一方, $C_{NJ}^{(1)}(X)=1$ だから, $C_{NJ}^{(2^{n})}(X)\leq C^{n}=(C_{NJ}(X))^{n}$ for $n\in \mathbb{N}$ . $\blacksquare$

定理 1 $($ [10, Theorem 3 $(ii)])$ $1\leq p\leq 2$ で, $L_{p}$ が無限次元空間であれば, 次が成り立つ

$C_{NJ}^{(n)}(L_{p})=n^{\frac{2}{p}-1}$ .

定理 2任意の Banach空間 $X$ に対して,

$\tilde{C}_{NJ}(X)=\tilde{C}_{NJ}(X^{*})$

が成り立っ.

証明 先ず, $\tilde{C}_{NJ}(X)\geq\tilde{C}_{NJ}(X^{*})$ を示す. $X$ と位相同型な任意の Banach空間 $Y$ に対し
$X^{*},$ $Y^{*}$ も位相同型となるので,

$C_{NJ}(Y)$ $=$ $C_{NJ}(Y^{*})$ ( $\cdot.\cdot[14$ , Lemma 2])
$\geq$ $\tilde{C}_{NJ}(Y^{*})$

$=$ $\tilde{C}_{NJ}(X^{*})$ .
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$X$ と位相同型な Banach空間として $Y$ の取り方は任意だから

$\tilde{C}_{NJ}(X)\geq\tilde{C}_{NJ}(X^{*})$ .

また, これより,
$\tilde{C}_{NJ}(X^{*})\geq\tilde{C}_{NJ}(X^{**})$ .

他方, $X\subset x**$ だから $\tilde{C}_{NJ}(X)\leq\tilde{C}_{NJ}(X^{**})$ . 故に,

$\tilde{C}_{NJ}(X)=\tilde{C}_{NJ}(X^{*})(=\tilde{C}_{NJ}(X^{**}))$ .
$\blacksquare$

上の結果と $C_{NJ}(X)=C_{NJ}(X^{*})$ ([14, Lemma 2]) より, 次は明らかである.

系 1任意の Banach空間 $X$ に対して, $\tilde{C}_{NJ}(X)=C_{NJ}(X)$ ならば $\tilde{C}_{NJ}(X^{*})=C_{NJ}(X^{*})$

が成り立つ.

定理 3 $L_{p}$ を無限次元空間とする. 任意の $1\leq p\leq\infty$ に対して,

$\tilde{C}_{NJ}(L_{p})=C_{NJ}(L_{p})=2^{\frac{2}{t}-1}$

が成り立つ. ここで, $t= \min\{p,p’\},$ $1/p+1/p’=1$ .

証明 先ず, $1\leq p\leq 2$ のとき, 定理が成り立つことを示す. Clarkson の結果から
$\tilde{C}_{NJ}(L_{p})\leq C_{NJ}(L_{p})=2^{2/p-1}$ .

次に $L_{p}$ と位相同型な Banach空間 $X$ を任意に取ると, 位相同型の仮定から, ある $M>0$
が存在して, 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して,

$M\cdot C_{NJ}^{(n)}(X)\geq C_{NJ}^{(n)}(L_{p})$ .

が成り立つ. 命題 1, 定理 1より

$M(C_{NJ}(X))^{n}\geq M\cdot C_{NJ}^{(2^{n})}(X)\geq C_{NJ}^{(2^{n})}(L_{p})=2^{2n/p-n}$ .

よって, 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して,

$( \frac{2^{2/p-1}}{C_{NJ}(X)})^{n}\leq M$

が成立することになるので,

$\frac{2^{2/p-1}}{C_{NJ}(X)}\leq 1$ .

が成り立つことが分かる. つまり, $2^{2/p-1}\leq C_{NJ}(X)$ . $X$ が任意だから, $2^{2/p-1}\leq\tilde{C}_{NJ}(L_{p})$

が得られる. 以上のことから, $1\leq p\leq 2$ のとき,

$\tilde{C}_{NJ}(L_{p})=C_{NJ}(L_{p})=2^{2/p-1}(=2^{2/t-1})$

が示された.
次に, $2\leq p\leq\infty$ の場合, $p’$ を $\frac{1}{p}+\frac{1}{p}=1$ を満たすものとすれば, $1\leq p’\leq 2$ で, 上の

結果と定理 2から
$\tilde{C}_{NJ}(L_{p})=\tilde{C}_{NJ}(L_{p’})=2^{2/p’-1}=2^{2/t-1}$

が成り立つ $\blacksquare$

160



注意. この定理は Banach空間の type, finitely representability を用いた Maurey-Pisier
[12] の結果からも得られるが, ここでは直接的な証明を与えた. 彼らの結果を用いた別証
明を与える前に次の 2つの定義を述べる.

$X,$ $Y$ を Banach空間とする. Banach 空間 $Y$ が $X$ で万 nitely representable $(Y$ is f.r.
in $X)$ であるとは, 任意の $\lambda>1$ と $Y$ の任意の有限次元部分空間 $Y_{0}$ に対して次の不等式
が成立する $Y_{0}$ から $X$ の中への位相同型写像 $T$ が存在する:

$\lambda^{-1}\Vert y\Vert\leq\Vert Ty\Vert\leq\lambda\Vert y\Vert$ $(\forall y\in Y_{0})$ .

$1<p\leq 2$ とする. ある定数 $M$ と $s(1\leq s<\infty)$ が存在して, 任意の $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}\in X$

に対して

$( \frac{1}{2^{n}}\sum_{\theta_{j}=\pm 1}\sum_{j=1}^{n}\theta_{j}x_{j}S)^{1/s}\leq M(\sum_{j=1}^{n}\Vert x_{j}\Vert^{p})^{1/p}$

が成り立つとき, $X$ は type $p$ であるという. また, $p(X)= \sup${$p$ : $X$ is of type $p$} と置く.

[定理 3の別証明] いま, $\tilde{X}$ を $L_{p}$ と位相同型な Banach空間とすると, $p(L_{p})=p$ である

から, $p(\tilde{X})=p$ . Maurey-Pisier([12]) の定理より, $\ell_{p}$ が $\tilde{X}$ で finitely representable となる
ので $2^{2/p-1}=C_{NJ}(l_{p})\leq C_{NJ}(\tilde{X})$ . よって, $\tilde{C}_{NJ}(L_{p})=2^{2/p-1}$ $\blacksquare$

定理 4 $1\leq t<2$ とする. $\{X_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ を次の条件を満足する Banach空間の列とする:

(I) 各 $X_{n}$ は有限次元,

(II) $\sup_{m,n}C_{NJ}^{(2^{m})}(X_{n})/t^{m}=\infty$ ,

(III) $\lim_{narrow\infty}C_{NJ}(X_{n})=t$ .

また, $X=( \sum_{n=1}^{\infty}\oplus X_{n})_{p_{2}}$ ( $\{X_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の $P_{2}$ -直和) と置く. このとき, $\tilde{C}_{NJ}(X)=t$ で
$\rangle$

$X$ と位相同型なすべての Banach 空間 $\tilde{X}$ に対して $t<C_{NJ}(\tilde{X})$ が成り立つ. 特に,
$\tilde{C}_{NJ}(X)<C_{NJ}(X)$ が成り立つ.

証明 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対し

$\tilde{C}_{NJ}(X)$ $=$ $\tilde{C}_{NJ}(((\sum_{k=1}^{n}\oplus X_{k})_{\ell_{2}}\oplus(\sum_{k=n+1}^{\infty}\oplus X_{k})_{\ell_{2}})_{\ell_{2}})$

$=$ $\max\{\tilde{C}_{NJ}((\sum_{k=1}^{n}\oplus X_{k})_{\ell_{2}}),\tilde{C}_{NJ}((\sum_{k=n+1}^{\infty}\oplus X_{k})_{\ell_{2}})\}$ ( $\cdot.\cdot[13$ , Corollary 2.4])

$\leq$ $\max\{\tilde{C}_{NJ}((\sum_{k=1}^{n}\oplus X_{k})_{\ell_{2}}),$ $C_{NJ}(( \sum_{k=n+1}^{\infty}\oplus X_{k})_{\ell_{2}})\}$ .
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$( \sum_{k=1}^{n}\oplus X_{k})_{\ell_{2}}$ は有限次元であり, Hilbert 空間と位相同型だから $\tilde{C}_{NJ}((\sum_{k=1}^{n}\oplus X_{k})_{p_{2}})=1$ .

他方, [13, Lemma 2.3] と定理の仮定 (lII) から,

$\lim_{narrow\infty}C_{NJ}((\sum_{k=n+1}^{\infty}\oplus X_{k})_{\ell_{2}})=\lim_{narrow\infty}\{\sup_{m\geq n+1}C_{NJ}(X_{k})\}=t$ .

従って,
$\tilde{C}_{NJ}(X)\leq t$ . (1)

次に $X$ と位相同型な任意の $\tilde{X}$ に対して, $t<C_{NJ}(\tilde{X})$ が成り立つことを示す. 各 $X_{n}$

の位相同型写像による像を $\tilde{X}_{n}$ と置けば, ある $M>0$ が存在して, 全ての $m,$ $n\in \mathbb{N}$ に対
して

$C_{NJ}^{(m)}(\tilde{X}_{n})\geq M\cdot C_{NJ}^{(m)}(X_{n})$ (2)

が成り立つ.

$(C_{NJ}(\tilde{X}))^{m}$ $\geq$ $(C_{NJ}(\tilde{X}_{n}))^{m}$ $(\cdot.\cdot\tilde{X}\supset\tilde{X}_{n})$

$\geq$ $C_{NJ}^{(2^{m})}(\tilde{X}_{n})$ ( $\cdot.\cdot$ 命題 1)
$\geq$ $M\cdot C_{NJ}^{(2^{m})}(X_{n})$ $(\cdot.\cdot(2))$

$\frac{C_{NJ}(\tilde{X})}{t}$ を評価するために ) 次の不等式を評価する.

$\sup_{m\in N}(\frac{C_{NJ}(\tilde{X})}{t}I^{m}$

$\geq$ $\sup_{m,n\in N}\frac{MC_{NJ}^{(2^{m})}(X_{n})}{t^{m}}$

$=$ $M \sup_{m,n\in N}\frac{C_{NJ}^{(2^{m})}(X_{n})}{t^{m}}$

$=$ $\infty$ . ( $\cdot.\cdot$ 定理の仮定 (Il))

よって, $\frac{C_{NJ}(\tilde{X})}{t}>1$ , 即ち, $t<C_{NJ}(\tilde{X})$ であることが分かる. ここで, (X と位相同型な

Banach空間として) $\tilde{X}$ が任意だから, 不等式

$t\leq\tilde{C}_{NJ}(X)$

が得られる.
(1) と合わせて, $\tilde{C}_{NJ}(X)=t$ が成り立つ. $\blacksquare$

最後に, 定理 4の条件 $($ I), (II), (III) を満たす例を紹介する.

$1\leq t<2$ とする. $t=2^{2/p-1}$ を満たすように $P$ をとる. すると, $1<P\leq 2$ であ
る. 更に, $1\leq p_{1}<p_{2}<\cdots\nearrow P$ となるように数列 $\{p_{n}\}$ を任意にとる. 任意の $n$ に対
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して, 聖の基本ベクトル $e_{1}=(1,0, \cdots, 0),$ $\cdots,$ $e_{n}=(0, \cdots, 0,1)$ からなる元を $x_{i}=e_{i}$

$(1\leq i\leq n)$ と置き, 定義に従って評価すれば容易に次の不等式が得られる.

$C_{NJ}^{(n)}(l_{p}^{n})\geq n^{\frac{2}{p}-1}$ .

これより,
$C_{NJ}^{(2^{m})}(\ell_{p_{n}}^{2^{m}})\geq 2^{\frac{2m}{Pn}-m}=2^{(\frac{2}{p_{n}}-\frac{2}{p})m}\cdot t^{m}$ for $n,$ $m\in \mathbb{N}$ .

ここで, 任意 $n$ に対して, $\frac{2}{p_{n}}-\frac{2}{p}>0$ に注意すれば, 十分大きな $m$ をとれば, $2^{(\frac{2}{pn}-\frac{2}{p})m}\geq n$

とできる. つまり,
$C_{NJ}^{(2^{m})}(l_{p_{n}}^{2^{m}})\geq n\cdot t^{m}$

が成り立つ. そこで, 各 $n$ に対してこの条件を満たす $m$ を選んで, $a_{n}=m$ と置く. この
ようにして得られた数列 $\{a_{n}\}$ を用いて有限次元 Banach空間 $X_{n}$ を定義する:

$X_{n}=\ell_{p_{n}}^{2^{a_{n}}}$ .

このようにして $X_{n}$ に対して定理 4の条件 (I) が満たされていることがわかる.
また, $a_{n}$ の定め方から,

$\frac{C_{NJ}^{(2^{an})}(X_{n})}{t^{a_{n}}}\geq n$ .

が得られ, 条件 (II) が成り立つことがわかる.
最後に,

$\lim_{narrow\infty}C_{NJ}(X_{n})=\lim_{narrow\infty}C_{NJ}(\ell_{p_{n}}^{2^{a_{n}}})=\lim_{narrow\infty}2^{\frac{2}{p_{n}}-1}=t$ .

より, 条件 (III) も成り立つことがわかる.
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