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概要

上半空間上の放物型作用素の解空間として定まる関数空間において Carleson 測
度不等式を考察する. ここでは Hardy 空間 $h_{\alpha}^{p}$ に属する関数に関する不等式につ
いて $p>2$ のときに限り示す. さらに不等式に現れる定数部分は新たに定義する

$T_{\tau}$-Carleson 測度によって表されることを示す.

1 序

実上半空間 $\mathbb{R}_{+}^{n+1}:=\{(x, t)\in \mathbb{R}^{n+1}|x\in \mathbb{R}^{n},t>0\}(n\geq 1)$ において, 放物型作用素
$L^{(\alpha)}$ は,

$L^{(\alpha)}:=\partial_{t}+(-\Delta_{x})^{\alpha}$ $(0<\alpha\leq 1)$

で定義され, 超関数の意味で $L^{(\alpha)}u=0$ が成立する連続関数 $u$ を $(\alpha-)$ 放物型関数と呼ぶ
([NSS]). Hardy 型ノルムが有限になる放物型関数である連続関数全体を $h_{\alpha}^{p}$ とおき, 単
に「放物型 Hardy 空間」 と呼ぶことにする (See section 2). 放物型 Hardy 空間の有す
る性質を調べることは大きな研究テーマであるが, ここでは Carleson 測度不等式を取り
扱う.
従来の Carleson 測度を拡張した $T_{\tau}$-Carleson 測度を導入する (See section 3). Car-

leson 定数もそれに伴い $T_{\tau}$-Carleson 定数へと拡張される. $T_{\tau}$-Carleson 測度を用いて以
下の主定理を得た.

定理 1.1 (Carleson measure inequality for $p>2$).
$\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度, $0<\alpha\leq 1,2<p\leq\infty,$ $\tau=\frac{n}{2\alpha}/(\frac{n}{2\alpha}+1)$ とする. このと

き, ある定数 $C>0$ が存在して $u\in h_{\alpha}^{p}$ に対して,

$\Vert u\Vert_{L^{p}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\frac{1}{p}}\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{p}}$ .
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Verbitsky( $[V,$ Corollary 2.2.]) により, 以下のような Poisson積分についての Carleson
測度不等式が知られている.

系 1.2 (Corollary 2.2. of [V]).
$\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度, $2<p\leq\infty$ とする. このとき, ある定数 $C>0$ が存在し

て $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して,

$\Vert P[f]\Vert_{L^{p}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}\leq C(\kappa[\mu])^{\frac{1}{p}}\Vert f\Vert_{L(\mathbb{R}^{n})}P$ .
ここで, $P[f|$ は $f$ の Poisson 積分, $\kappa[\mu]$ は $\mu$ の Carleson 定数である.

今回の結果はこれを含んでいる. すなわち, 定理 1.1において $\alpha=1/2$ とすれば系 12
の結果に一致する.
定理 1.1は Lorentz 空間およびその補間定理 $($ See section 4$)$ を用いることで証明を見

通しよくすることが出来る. Section 5ではその証明を与える.

2 放物型 Hardy 空間
放物型 Hardy 空間 $h_{\alpha}^{p}$ を,

$h_{\alpha}^{p}:=\{u:\mathbb{R}_{+}^{n+1}$上 $\alpha$-放物型かつ連続関数 $|\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{P}}<\infty\}$ $(1<p\leq\infty)$

と定義する. ここで, ノルムは

$\Vert u\Vert_{h_{\alpha}^{p}}:=\{\begin{array}{ll}\sup_{t>0}(/\mathbb{R}^{n}|u(x, t)|^{p}dx)^{\frac{1}{p}} (1<p<\infty),\sup |u(x\}t)| (p=\infty).(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1} \end{array}$

と定めることにする.
$L^{(\alpha)}$ の基本解は,

$W^{(\alpha)}(x, t):=\{\begin{array}{ll}(2\pi)^{-n}/\mathbb{R}^{n}e^{-t|\xi|^{2\alpha}}e^{ix\cdot\xi}d\xi (x\in \mathbb{R}^{n}, t>0),0 (x\in \mathbb{R}^{n}, t\leq 0).\end{array}$

で定義され, $\alpha=1/2,1$ のときそれぞれ Poisson 核, Gauss 核に一致する :

$W^{(1/2)}(x,$ $t)=\{\begin{array}{ll}\Gamma(\frac{n+1}{2})\frac{t}{(|x|^{2}+t^{2})^{\frac{n+1}{2}}} (x\in \mathbb{R}^{n}, t>0),0 (x\in \mathbb{R}^{n}, t\leq 0),\end{array}$

$W^{(1)}(x, t)=\{\begin{array}{ll}(4\pi t)^{-n/2}e^{-|x|^{2}/4t} (x\in \mathbb{R}^{n}, t>0),0 (x\in \mathbb{R}^{n}, t\leq 0).\end{array}$

この基本解 $W^{(\alpha)}(x,$ $t)$ について次の命題が成立する.
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命題 2.1. $h_{\alpha}^{p}$
$F$こ属する関数 $u(x, t)$ に対して, $u(x,$ $t)=/\mathbb{R}^{n}W^{(\alpha)}(x-y,$ $t)f(y)dy$ を

満たす関数 $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ がただ一つ存在する. 逆に, 関数 $f\in L^{p}(\mathbb{R}^{n})$ に対して

$u(x,$ $t)= \int_{\mathbb{R}^{n}}W^{(\alpha)}(x-y,$ $t)f(y)dy$ と関数 $u(x,$ $t)$ を定めると $u\in h_{\alpha}^{p}$ である.

基本解 $W^{(\alpha)}(x, t)$ については次の semigroup property が成り立つ :

$W^{(\alpha)}(x, t)=/\mathbb{R}^{n}W^{(\alpha)}(x-y, t-s)W^{(\alpha)}(y, s)dy$ $(0<s<t)$ .

また, 以下の評価式は重宝する.

補題 2.2.
ある定数 $C>0$ が存在して, $(X, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}$ について,

$W^{(\alpha)}(x, t) \leq C\frac{t}{(t+|x|^{2\alpha})^{\frac{n}{2\alpha}+1}}$ .

上半空間において Bergman 空間に放物型作用素を導入した空間娼は

$b_{\alpha}^{p}:=$ { $u:\mathbb{R}_{+}^{n+1}$上 $\alpha$赦物型かつ連続関数 $|\Vert u\Vert_{L^{p}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},dV)}<\infty$} $(1\leq p\leq\infty)$

で定義される ( $dV$ は体積要素による測度). $b_{1/2}^{p},$ $b_{1}^{p}$ はそれぞれ $L^{p}$ である調和関数全体,

熱方程式の解全体に一致する. $b_{\alpha}^{p}$ 上での Carleson 測度不等式については, $[$NSY$]$ におい

て得られている結果を Section 5で紹介する.1

3 $Car|eson$ 測度の拡張

Carleson 測度を放物型 Hardy 空間 $h_{\alpha}^{p}$ についての Carleson 測度不等式が要請する方
向で拡張する.

定義 3.1 ( $T_{\tau}$-Carleson measure) $T_{\tau}$-Carleson constant).
$0<\alpha\leq 1,$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel測度, $\tau>0$ とするとき, ある定数 $C>0$ が存在
して,

$\mu(T^{(\alpha)}(x, t))\leq Ct^{(\star_{\alpha}+1)\tau}$

が満たされているとき, $\mu$ を $T_{\tau}$ -Carleson 測度 (with respect to $L^{(\alpha)}$ ) と呼ぶ. ここで,
$T^{(\alpha)}(x, t):=\{(y, s)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}||y-x|^{2\alpha}+s\leq t\}((x, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1})$ とする. また,

$\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu|;=(x,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}sup\frac{\mu(T^{(\alpha)}(x,t))}{t^{(P_{\alpha}+1)\tau}}$

とおき, $T_{\tau}-$CarleSon 定数と呼ぶ.
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定義 3.1において, $\alpha=1/2$ とすると従来の Carleson 測度およびその定数になる.
[NSY] では $b_{\alpha}^{p}$ についての Carleson 測度不等式が要請する拡張された測度 $\tau$-Carleson 測
度が定義されている.

定義 3.2 ( $\tau$-Carleson measure, Definition 1 of [NSY]).
$0<\alpha\leq 1_{f}\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上正 Borel 測度, $\tau>0$ とするとき, ある定数 $C>0$ が存在
して,

$\mu(Q^{(\alpha)}(x, t))\leq Ct^{(\text{器}+1)\tau}$

が満たされているとき, $\mu$ を $\tau$ -Carleson 測度 (with respect to $L^{(\alpha)}$ ) と呼ぶ. ここで,
$Q^{(\alpha)}(x, t)$ は Carleson box と呼ばれ, $Q^{(\alpha)}(x, t):=\{(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n}, s)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}|t\leq s\leq$

$2t,$ $|y_{i}-x_{i}|\leq 2^{-1}t^{\frac{1}{2\alpha},i=1,2,\ldots,n\}}((x, t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1})$ と定義されるものである.

$T_{\tau}$-Carleson 測度と $\tau$-Carleson 測度との関係は以下のようになる.

命題 3.3.
$\frac{n}{2\alpha}/(\frac{n}{2\alpha}+1)<\tau$ のとき, $\mu$ が $T_{\tau}$ -Carleson 測度であることと $\mu$ が $\tau$-Carleson 測度

であることは同値である.

注意 3.4.
$\frac{n}{2\alpha}/(\frac{n}{2\alpha}+1)\geq\tau$ のときには, $\mu$ が $T_{\mathcal{T}}$ -Carleson 測度であることと $\mu$ が $\tau- Carlon$ 測

度であることは異なる. 特に, $T_{\mathcal{T}}$ -Carleson 測度は $\tau$-Carleson 測度であるが, 逆は必ず
しも正しくない.

命題 3.3の証明
$Q^{(\alpha)}(x, t)\subset T^{(\alpha)}(x, ((n/4)^{\alpha}+2)t)$ であるから

$\mu(Q^{(\alpha)}(x, t))\leq\mu(T^{(\alpha)}(x, ((n/4)^{\alpha}+2)t))\leq C((n/4)^{\alpha}+2)^{(\neq+1)_{\mathcal{T}}}\alpha t^{(\neq+1)_{\mathcal{T}}}\alpha$

となり, $\mu$ が $T_{\tau}$ -CarleSon 測度であれば $\tau$-CarleSon 測度であることがわかる.
逆は, 適切な $\{x_{k,i}\}$ をとることで $T^{(\alpha)}(x, t) \subset\bigcup_{k\geq 0_{1}i}Q^{(\alpha)}(x_{k,i}, t/2^{k+1})$ (ここで, 各

$k$ について $Q^{(\alpha)}(xk,i, t/2^{k+1})$ は $2^{1+\frac{1+k}{2\alpha}}$ 個とる) とできるので,

$\mu(T^{(\alpha)}(x, t))\leq\sum_{k,i}\mu(Q^{(\alpha)}(x_{k,i}, t/2^{k+1}))\leq\sum 2^{(1++)n}\infty 1k\alpha(t/2^{k+1})^{(p_{\alpha}+1)\tau}$

$k=0$

$\leq 2\tau_{\alpha}^{1}\alpha t^{(+1)\tau}r_{\overline{\alpha}}^{n}\sum_{k=0}2^{k(\frac{n}{2\alpha}-(T\overline{\alpha}}\infty n+1)\tau)$

となり, $\frac{n}{2\alpha}/(\frac{n}{2\alpha}+1)<\tau$ であれば $\mu$ は $T_{\tau}$ -CarleSon 測度であることがわかる.

4 Lorentz 空間
証明に使う道具の一つとして Lorentz 空間がある. Lorentz 空間 $L^{p,q}$ は次のように定

義される.
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定義 4.1 (Lorentz SpaCe, [SW])
可測空間 $(M,$ $\mathcal{M},$ $\mu)$ 上で定義された可測関数 $f$ について,

$f\in L^{p,q}(M,$ $d\mu)$

def
$\Vert f\Vert_{L^{p,q}(M,d\mu)};=\{\begin{array}{ll}(\frac{q}{P}/o^{\infty}(t^{\frac{1}{P}}f^{*}(t))^{q}\frac{dt}{t})^{q}\iota<\infty (1\leq p<\infty, 1\leq q<\infty),supt^{\perp}Pf^{*}(t)<\infty (1\leq p\leq\infty, q=\infty).t>0 \end{array}$

ここで, $\lambda_{f}(s):=.\mu(\{X\in \mathbb{R}^{n}||f(x)|>s\}),$ $f^{*}(t):= \inf\{S|\lambda_{f}(s)\leq t\}$ である.

LorentZ 空間について知られている性質として次のようなものがある.

補題 $4\cdot 2([SW], [BS])$ .
LorentZ 空間 $L^{p,q}(M, d\mu)$ について以下のことが成立する.

(i) $1<P\leq\infty,$ $1<q\leq\infty$ のとき, $L^{p,q}(M, d\mu)$ は Banach 空間となる.
(ii) $1\leq p\leq\infty$ について $L^{p,p}(M, d\mu)=L^{p}(M,$ $d\mu)$ である.

(iii) $1/P+1/p^{/}=1/q+1/q^{/}=1,1<p,$ $q<\infty$ として $(L^{p,q}(M, d\mu))^{*}\simeq L^{p’q’})(M, d\mu)$

である.

(iV) $q_{1}\leq q_{2}$ のとき $L^{p,q1}(M, d\mu)\subset L^{p,q2}(M, d\mu)$ である.

また, Lorentz 空間は補間定理との相性が良い.

定理 4.3 (Marcinkiewicz interpolating theorem for Lorentz spaces, [BL]).
$\mu,$ $\nu$ を正 Borel 測度, $(U, d\mu),$ $(V, d\nu)$ を可測空間とする. $p_{0}\neq p_{1},$ $q_{0}\neq qi,$ $r0\geq 1,$ $r_{1}\geq$

$1,$ $s_{0}\geq 1,$ $s_{1}\geq 1$ として, $T:L^{p0,r_{0}}(U, d\mu)arrow L^{q0,s_{0}}(V, d\nu)$および $T:L^{p_{1},r_{1}}(U, d\mu)arrow$

$L^{q1,81}(V, d\nu)$ がそれぞれ線形かつ有界, すなわち,

$sup\frac{\Vert Tf||_{L^{q0^{\prime\epsilon}}0(V,d\nu)}}{||f\Vert_{L^{p}0^{r}0(U,d\mu)}}f\not\equiv 0,=;M_{0}<\infty,$ $sup\frac{\Vert Tf||_{L^{q}1^{\prime\epsilon}1(V,d\nu)}}{||f\Vert_{L^{p}1^{r}1(U,d\mu)}}f\not\equiv 0,=:M_{1}<\infty$

ならば, $0<\theta<1,1/p=(1-\theta)/Po+\theta/p_{1},1/q=(1-\theta)/q0+\theta/q_{1},1\leq r\leq\infty,$ $1\leq$

$s\leq\infty$ として $T:L^{p,r}(U, d\mu)arrow L^{q,8}(V,$ $d\nu)$ も線形かつ有界, すなわち,

$\sup\frac{\Vert Tf||_{Lq,e(V,d\nu)}}{||f\Vert_{L^{p,r}(U,d\mu)}}f\not\equiv 0=:M<\infty$

であり, $M\leq M_{0}^{1-\theta}\Lambda I_{1}^{\theta}$ が成り立つ.

5 $p>2$ のときの $Car|eson$ 測度不等式

定理 1.1の証明を行う. 条件に合うように $\mu,$ $\alpha,p,$ $\tau$ をとり固定する. ノルムの定め方
を考慮すれば, ある定数 $C>0$ が存在して $u$ に対して命題 2.1をみたす $f\in L^{p}(\mathbb{R})$ につ

86



いて

$\Vert u\Vert_{L^{2.\infty}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{1}z\Vert f\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}$ (1)

を示せばよいことがわかる. これは, 定理 43において $U=\mathbb{R}^{n},$ $V=\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ および
$(Po, q0, r0, sO, P1, q_{1}, r_{1}, s_{1})=(2,2,2, \infty, \infty, \infty, \infty, \infty)$ とするとある定数 $C>0$ が存在
して $\Lambda I_{0}=C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\int},$ $M_{1}=C$ となり, $\theta=1-(2/p)$ とすれば $M\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\iota}p$ が
得られるからである. ここで,

$W_{\alpha,\mu}[g|(x);=/\mathbb{R}_{+}^{n+1}g(x-y, t)W^{(\alpha)}(y, t)d\mu(y, t)$ $(x\in \mathbb{R}^{n})$

とおくと, 補題 4.2(iii) より (1) は

$\Vert W_{\alpha,\mu}[g]\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])^{\frac{1}{2}}\Vert g\Vert_{L^{2,1}(\mathbb{R}_{+}^{n+1},d\mu)}$ (2)

と同値である. $E$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上の可測部分集合として $g=\chi E$ ($E$ の定義関数) としてよい
( $[SW,$ $p195$ , Theorem 3.13.]). すなわち, ある定数 $C>0$ が存在して,

$\Vert W_{\alpha,\mu}[\chi E]\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}^{2}\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])\mu(E)$ (3)

とできることを示せばよい. 基本解の Semigroup property と補題 2.2より

$\Vert W_{\alpha,\mu}[\chi E]\Vert_{L^{2}(\mathbb{R}^{n})}^{2}=/\mathbb{R}^{n}(/E^{W^{(\alpha)}(x-y,t)d\mu(y,t))^{2}dx}$

$=/\mathbb{R}^{n}(/ExE^{W^{(\alpha)}(x-y,t)W^{(\alpha)}(x-z,s)d\mu(y,t)d\mu(z,s))dx}$

$=/ExE^{W^{(\alpha)}(y-z,t}+s)d\mu(y, t)d\mu(z, s)$

$\leq C/ExE\frac{t+s}{(t+s+|y-z|^{2\alpha})^{R+1}2\alpha}d\mu(y, t)d\mu(z, s)$

$\leq C/_{E}(1_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}\frac{t}{(t+s+|y-z|^{2\alpha})^{B}2\alpha+1}d\mu(z, s))d\mu(y, t)$

$+C \int_{E}(/\mathbb{R}_{+}^{n+1}\frac{S}{(t+s+|y-z|^{2\alpha})T^{n}\overline{\alpha}+1}d\mu(y, t))d\mu(Z, S)$

であるから, ある定数 $C>0$ が存在して

$\sup_{(y,t)\in \mathbb{R}_{+}^{n+1}}\int_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}}.\frac{t}{(t+s+|y-z|^{2\alpha})\alpha}d\mu(z, s)\leq C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])$ (4)
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とできることを示せばよいことになる. $C>0$ を定数として,

$/_{\mathbb{R}_{+}^{n+1}} \frac{t}{(t+s+|y-z|^{2\alpha})^{B}2\alpha+1}d\mu(z, s)=t/_{t^{\infty}}(\int_{\{t+s+|y-z|^{2\alpha}\leq r\}}d\mu(z, s))\frac{dr}{r\#_{\alpha}+2}$

$\leq Ct(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])\int^{\infty}\frac{(r-t)\tau_{\alpha}n}{r\#_{\alpha}+2}dr$

$=C(\kappa_{\tau}^{(\alpha)}[\mu])$

と評価できるから, 定理は示された.

注意 5.1.
放物型 Bergman 空間 $b_{\alpha}^{p}$ についても, 例えば定理 5.2のような Carleson 測度不等式が

知られている.

定理 5.2 (Carleson measure inequality on $b_{\alpha}^{p}$ , Theorem 1 of [NSY]).
$1\leq p\leq q<\infty,$ $\mu$ を $\mathbb{R}_{+}^{n+1}$ 上 Borel測度とする. このとき, ある定数 $C>0$ が存

在して $u\in b_{\alpha}^{p}$ に対して, $\mu$ が q/p-Carleson 測度であることと, Carleson 測度不等式
$\Vert u\Vert_{L^{q}(d\mu)}\leq C\Vert u\Vert_{L^{p}(dV)}$ が成立することは必要十分である.

しかしながら, 今回扱っている Carleson 測度不等式は, $\tau=\frac{n}{2\alpha}/(\frac{n}{2\alpha}+1)$ のときにあ
たり, 命題 3.3における測度の同値性のための仮定を満たさない. 放物型 Bergman 空間
における証明の手法をそのまま使うことはできない.
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