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1 はじめに

近年, ソボレフ不等式

$||u||_{L(Jl)}q\leq C||\nabla u||_{Lp(it)}$ , $u\in W^{M,p}(\Omega)\}$ $\Omega\subset \mathbb{R}^{N}$

$q=\infty,p=2,$ $N=1,$ $\Omega=(a, b)\subset \mathbb{R}$

の特別な場合

言い換えると, ソボレフ不等式

$( \sup_{a<x\cdot<b}|u(x)|)^{2}\leq cl^{b}|u^{(\Lambda\prime I)}(x)|^{2}dx$

について, 最良定数および最良関数を求める手法を開発した (図 1参照). 最良定数
$C_{0}$ および最良関数 $u=u_{0}(x)$ は与えられた境界値問題のグリーン関数 $G(x, y)$ の対

角線値を調べることで次のように求まる.

$C_{0}= \sup_{y}G(y, y)=G(\prime y_{0}, y_{0}),$
$u_{0}(x)=G(x, y_{0})$

本論文では, 図 1で差分方程式の境界値問題から出発することによって, これまで

扱われることのなかった離散型ソボレフ不等式を導出して, その最良定数および最

良関数を具体的に求める.
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図 1: 最良定数, 関数を求める手続き

2 主定理

$C_{0}^{N}$ を

$C_{0}^{N}=\{u={}^{t}(u(0),$ $u(1),$ $\cdots,$ $u(N-1)) \in C^{N}\sum_{j=0}^{N-1}u(j)=0\}$

で定義すると, これは $M=1,2,3,$ $\cdots$ を固定することに

$(u, v)_{\Lambda I}=(A^{AI}u, v)=((L-I)^{M}u, (L-I)^{M}v)$

を内積としてヒルベルト空間である. ここで $A$ は次式で定義される $2\Lambda f$ 階階差行列

である.

$A=({}^{t}L-I)(L-I)=(_{-1}^{-.\cdot\cdot 1}02$

$-.1-12$

.

$L=(\delta(i+1-j))$ ,

$-100^{\cdot}$
$-12^{\cdot}$

$-1-:102)$ ,

$\delta(i)=\{\begin{array}{l}1Mod (i, N)=00 Mod (i, N)\neq 0\end{array}$
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ソボレフ汎関数 $S_{M}(u)$ を以下で定義する.

$S_{\Lambda 1}(u)= \frac{(\max_{0\leq k\leq N-1}|\prime u(k)|)^{2}}{||u||_{Af}^{2}}$

, $||u||_{M}^{2}=(u,u)_{M}$ . (1)

ソボレフ汎関数の inf について以下の定理が成立する.

定理 1任意の $u\in C_{0}^{N}$ に対して, $u$ に依らない定数 $B>0$ が存在して以下の不等式

が成立する.

$B \Vert u\Vert_{M}^{2}\leq(\max_{0\leq k\leq N-1}|u(k)|)^{2}\Leftrightarrow B\leq S_{M}(u)$

このような $B$ のうち最良のもの $B_{A^{1}I}$ は以下で与えられる.

$B_{\Lambda I}= \inf_{u\in c_{0}^{N}}S_{\Lambda I}(u)=\{\begin{array}{ll}N^{-1}4^{-M} (N=2n+2)N^{-1} (4\sin^{2} (2\text{解_{}1}))^{-M} (N=2n+1)\end{array}$

また最良関数は以下の通り.

$t\iota(j)=\{\begin{array}{ll}u_{0}(-1)^{j} (N=2n+2)u_{0}\omega^{nj}, u_{0}\omega^{(n+1)j} (N=2n+1)\end{array}$

ただし, $\omega=\exp(2\pi/(2n+1)),$ $u_{0}\in C\backslash \{0\}$ .

注意 1上の定理は離散特有の現象である. 連続極限を $\Re$ると,

$(_{0} \max_{\leq k\leq N-1}|u(k)|)^{2}\geq 0$

という自明な式しか得られない.

次にソボレフ不等式の離散版に対応する以下の定理が成立する.

定理 2任意の $u\in C_{0}^{N}$ に対して, $u$ に依らない定数 $C>0$が存在して以下の不等式

離散ソボレフ不等式) が成立する.

$( \max_{0\leq k\leq N-1}|u(k)|)^{2}\leq C\Vert u\Vert_{AI}^{2}\Leftrightarrow S_{M}(u)\leq C$

このような $C$ のうち最良定数 $C_{M}$ は以下で与えられる.

$C_{M}= \sup_{u\in C_{0}^{N}}S_{M}(u)=g_{M}(0)=N^{-1}\sum_{k=1}^{N-1}|\omega^{k}-1|^{-2M}$
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また最良関数は $k(0\leq k\leq N-1)$ を任意に固定したとき

$u=G^{M}\delta_{k},$ $\delta_{k}=(\cdots,\delta(i-k), \cdots)$

で与えられ, $G$ は $A$ のペンローズムーアー般化逆行列である.

$M=1,2,3,4,5$ に対して最良定数は次式で与えられる.

$C_{1}= \frac{(N-1)(N+1)}{12N}$

$C_{2}= \frac{(N-1)(N+1)(N^{2}+11)}{720N}$

$C_{3}= \frac{(N-1)(N+1)(2N^{4}+23N^{2}+191)}{60480N}$

$C_{4}= \frac{(N-1)(N+1)(N^{2}+1)(3N^{4}+10N^{2}+227)}{3628800N}$

$C_{5}= \frac{(N-1)(N+1)(2N^{8}+35N^{6}+321N^{4}+2125N^{2}+14797)}{95800320N}$

注意 2 $A$ のペンローズムーア逆行列 $G$ は以下の関係式から一意的に決定される.

$\{\begin{array}{l}AG=GA=I-E_{0}GE_{0}=O\end{array}$

$E_{0}= \frac{1}{N}w_{0^{t}}w_{0}$ , $w_{0}={}^{t}(1,$ $\cdots 1)$

また $G$ が $A$の一般化逆行列であることから, $G^{M}$ はヒルベルト空間 $(\mathbb{C}_{0}^{N}, (\cdot, \cdot)_{M})$ の

再生核であることがわかる. つまり再生等式

$(u, G^{\Lambda I}\delta_{k})=u(k)$ $(0\leq k\leq N-1)$

が任意の $u\in \mathbb{C}_{0}^{N}$ について成立する.

また定理 2において重要な役割を果たす $G^{\Lambda I}$ は

$G^{M}=(g_{M}(i-j))$ , $gM(i)=(-1)^{Af-1} \sum_{k=0}^{Af}(\begin{array}{l}hfk\end{array})b_{k+M}(i)$

で与えられる. $b_{n}(i)$ は, 漸化式

$\{\begin{array}{ll}b_{0}(i)=N^{-1}-\delta(i), b_{7l}(i+1)-b_{n}(i)=b_{n-1}(i), \sum_{i=0}^{N-1}b_{n}(i)=0 (n=1,2,3, \cdots)\end{array}$
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で定まる Mod$(i-1, N)$ の多項式であり, これを離散ベルヌーイ多項式と呼ぶ. 離散

ベルヌーイ多項式の具体形を以下に記す.

$b_{0}(i)= \frac{1}{N}-\delta(i)$

$b_{1}(i)= \frac{1}{2}mod (i-1, N)-\frac{N-1}{2N}$

$b_{2}(i)= \frac{1}{2N}$ inod $(i-1, N)^{2}- \frac{1}{2}mod (i-1, N)+\frac{N^{2}-1}{12N}$

$i/N=x$ を固定して, 以下の連続極限でベルヌーイ多項式に収束する.

$\lim_{Narrow\infty}N^{-k+1}b_{k}(i)=b_{k}(x)$

また最良定数 $C_{m}(m=1,2, \cdots)$ について以下の定理が成り立つ.

定理 3最良定数の列 $\{C_{m}\}_{m=1,2_{i}}\ldots$ は以下の漸化式を満たす.

$\sum_{k=1}^{n+2-\epsilon}$ hみ $(N)C_{k+l}=0$ $(N=2n+\mathcal{E},$ $\epsilon=0,1)$

ここで $h_{k}(N)$ は次式で与えられる.

$z(4z-1)^{1-\epsilon} \prod_{k=1}^{n}(z-|\omega^{k}-1|^{-2})=\sum_{k=1}^{n+2-\epsilon}h_{k}(N)z^{k}$
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