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1 はじめに

等角写像は関数論の基本的な問題の 1つであり, 物理学や工学への応用も広い. しか
し, その写像関数を陽に記述できる場合は限られている. 多くの場合, 与えられた条件を
満たす等角写像を求める問題は数値計算によらなければならない. また, その近似写像関
数を高い精度で効率よく構成することは決して簡単ではない. それ故, 等角写像の数値計
算すなわち数値等角写像の方法は計算数学の重要な研究課題の 1つとして古くから研究
されてきた.

数値等角写像の方法は与えられた問題領域から単位円板領域のような標準領域への写
像を求める方法と, 逆に標準領域から問題領域への写像を求める方法に大別される [35].
いずれの場合にも等角写像の問題を境界対応関数を未知量とする積分方程式に帰着させ
る方法が主流である. 一般的に問題領域から標準領域への場合には積分方程式は線形で
あり, Symm [32, 33, 34] の積分方程式に基づく方法が著名である. これは調和関数の 1
重層対数ポテンシャル表現により, 等角写像の問題を境界対応関数の導関数であるソース
密度を未知量とした第 1種 Fredholm型の線形特異積分方程式の問題に帰着させたもので
ある. Symm はソース密度を階段関数で離散化した. その後, スプライン関数 (区分多項

式 $)$ 近似による精度の向上や特異関数の導入による角点の特異性処理などの改良がなされ
ている [14, 16, 17]. 一方, 標準領域から問題領域への場合には積分方程式は非線形であ
り, Theodorsen の積分方程式に基づく方法が著名である. これは等角写像の問題を逆境
界対応関数を未知量とした非線形積分方程式の問題に帰着させ, それを様々な反復法で解
いたものである [13].
数値等角写像に関しては欧米では長い研究の歴史があり, Driscoll and Trefethen [11],

Gaier [12], Henrici [15], Kythe [21], Trefethen [35] 等の書籍も出版されている. Trefethen
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は 1980年代半ばの状況を急速な発展途上にあるとして, 次のような理由を挙げている :
(a) 優れた方法が次々に提案されている, (b) 科学技術計算の現場との交流が少ない, (c)
一般理論が少ない, (d) ソフトウエアがほとんどない. しかし, それまで国内の研究は少
なかった.
このような背景の中で, 天野 [1, 2, 3, 5] は数値等角写像に代用電荷法 [22, 29] を適用し

た. これは, (i)Symm と同様に等角写像の問題を 1対の調和関数のポテンシャル問題に
帰着させ, (ii) これを複素対数関数の 1次結合で表現して未定係数を数値的に定めたもの
である. 同じ頃, 桂田岡本 [19] は代用電荷法に対してはじめて数学的な収束証明を与え
ている. その後, 代用電荷法と (代用電荷法による) 数値等角写像は相互に関係しながら
発展してきた.
本稿では代用電荷法による数値等角写像に関する我々のこれまでの研究を概観し, 非有

界な多重連結領域から直線スリット領域への数値等角写像の方法を提案して, その有効性
を数値実験的に検討する.

2 代用電荷法による数値等角写像の概観

2.1 代用電荷法の原理

代用電荷法は電気工学の分野でポテンシャル問題の高精度高速解法として知られていた
[22]. ここでは 2次元 Laplace 方程式の Dirichlet 問題

$\Delta g(z)=0$ in $D$ , $g(z)=b(z)$ on $C$ (1)

を考える. ここに, $C$ は $z=x+iy$ 平面上の Jordan 閉曲線, $D$ は $C$ で囲まれた単連結
領域で, $b(z)$ は与えられた境界値関数である. 本稿では $x,$ $y$ 平面を $z$ 平面と同一視して
$g(x, y),$ $b(x, y)$ を $g(z),$ $h(z)$ と略記している.

代用電荷法では解を対数ポテンシャルの 1次結合

$g(z) \simeq G(z)=\sum_{j=1}^{N}Q_{j}\log|z-\zeta_{j}|$ (2)

で表現する. ここに $\zeta_{1},$ $\zeta_{2},$

$\ldots,$
$\zeta_{N}\not\in\overline{D}(=D\cup C)$ は問題の領域の外部に配置された特異

点 (電荷点と呼ばれる) である. 未定係数 $Q_{1},$ $Q_{2},$
$\ldots$ , $Q_{N}$ (電荷と呼ばれる) は境界上に

配置された点 $z_{1},$ $z_{2},$ $\ldots,$
$z_{N}\in C$ (拘束点と呼ばれる) で選点的に境界条件を満たすように

連立 1次方程式 (拘束条件と呼ばれる)

$\sum_{j=1}^{N}Q_{j}\log|z_{i}-\zeta_{j}|=b(z_{i})$ $(i=1,2, \ldots, N)$ (3)

を解いて定められる.
この方法は原理とプログラミングが簡単で, 一定の条件下では非常に高い精度を与え

る. また, 曲線境界や非有界領域の問題に適用しやすい. さらに, 特異積分が不要で, 最
大値の原理が数値スキームにそのまま適用できるために誤差の評価も容易である.
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桂田岡本 [19] は代用電荷法にはじめて数学的な収束証明を与え, 誤差 $|G(z)-g(z)|$ が

電荷数 $N$ に対して指数的に減衰することを示した. この性質が代用電荷法に高い計算精
度を与えている. 彼らは拘束点と電荷点の配置についても数学的に収束の保障された適用
性の広い方法を提案している [20]. 室田 [23] は代用電荷法の不変スキームを提案した. こ

れは, 式 (2) に定数項 $Q_{0}$ を付加して解を

$g( \tilde{l})\simeq G(z)=Q_{0}+\sum_{j=1}^{r}Q_{i}\log|z-t^{k}j|\Lambda$ (4)

と表現し, 連立 1次方程式 (3) を制約条件

$\sum_{j=1}^{N}Q_{j}=0$ (5)

の下に解くというものである. このスキームは物理的に自然で, 数学的にもよい性質を
持っている. 緒方ら [27] は不変スキームに現れる連立 1次方程式の可解性をより一般的な
枠組みで証明している.

2.2 数値等角写像への適用

まず, 等角写像の写像関数 $f(z)$ を求める問題を未知の調和関数 $g(z)$ とその共役調和関
数 $h(z)$ を求める問題に帰着させる. この $g(z)$ を (2) で近似すれば, $h(’\sim)$ は定数分の違い
を除いて自然に

$h(z) \simeq H(z)=\sum_{j=1}^{r}Q_{j}\arg(z-tj)\lrcorner\backslash$ (6)

と近似される. 結果として, 問題の調和関数対は解析関数の形で複素対数関数の 1次結合

$g(z)+ ih(z)\simeq G(z)+iH(z)=Q_{0}+\sum_{j=1}^{N}Q_{j}\log(z-\zeta_{j})$ (7)

で近似されることになる. この $Q_{0}$ は未値の複素定数であり, $Q_{0}$ と電荷 $Q_{1},$ $Q_{2\dot{\prime}}\ldots.Q_{N}$ を

$f(z)$ が満たすべき条件を近似的に満たすように定める.
以下では, 単連結領域の内部問題 (Reimann の写像定理) の場合を例に代用電荷法によ
る数値等角写像の方法の原理を記す. なお, 再生核の理論 (核関数の理論) の源は Riemann
の写像関数を具体的に構成するために計算可能な表現を求めたことにあるとされている
[30].
定理 1 任意の単連結領域 $D$ は単位円板領域に等角写像することができる. その写像

関数 $w=f(z)$ は, $D$ 内の任意の 1点を $\tilde{4}0$ として, 正規化条件 $f(’\sim\sim 0)=0,$ $f’(’\sim\sim 0)>0$ の下
に一意に定まる.
ここでは, Jordan 閉曲線 $C$ で囲まれた領域を $D$ とし, 座標系の原点を $\approx 0=0$ にとる

(一般性を失わない). この写像関数を

$f(z)=z\exp(g(-\sim)+ih(z))$ (8)
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と表現すれば, 調和関数対 $g(z)$ . $h(z)$ は (i) 正規化条件

$f’(0)>0$ , $i$ . $e$ ., $h(0)=0$ (9)

と (ii) 境界条件
$|f(z)|=1$ , i.e., $g(z)=-\log|z|$ $(z\in C)$ (10)

を満たさなければならない. 問題は (9) と (10) を満たす調和関数対 $g(z),$ $h(z)$ を求めるこ
とに帰着する.
最も簡単には, この近似写像関数を

$F(z)=z\exp(G(z)+iH(z))$ ,

$G(z)+ iH(z)=\sum_{j=1}^{N}Q_{j}\{\log|z-\check{t}j|+$ iarg $(1-\overline{\zeta_{j}}\sim\sim)\}$

と表現し, 未定係数である電荷 $Q$; を連立 1次方程式

$\sum_{j=1}^{A}Q_{j}\log|z_{i}-\dot{tj}|=-\log|z_{i}|$ $(i=1,2, \ldots, N)$

を解いて定めることができる [1].
図 1上半は正方形領域

$D$ : $|x-0.25|<1$ . $|y-0.5|<1$

から単位円板領域への数値等角写像の結果を図示したものである. 得られた拘束点 $z_{i}$ と

像 $w_{j}=F(\approx;)$ の対応関係を利用して $w$ 平面上で代用電荷法を適用すれば, 全く同じアル
ゴリズムで図 1下半のような逆関数 $z=F^{-1}(w)$ を構成することもできる [4]. 左下の図は
(例えば) 平行な導線と矩形導波管の間の等電位面と電気力線を表現している.

2.3 多重連結領域の問題

多重連結領域の等角写像は単連結領域の場合と様相が異なる. まず, 単位円板領域のよ
うな単一の理想的な標準領域は存在しない. このことは等角写像が領域の多重度を保存す
ることから明らかである. さらに, 多重度 $n$ を固定してもなお単一の標準領域は存在しな
い. 相互に等角写像できるのは $3n-6(n\geq 3)$ 個のモジュラスと呼ばれる保存量を同じく
する領域間に限られる.
領域の幾何学的な形状に着目すれば, 多重度とモジュラスの値に依存しない標準領域

(正準領域) の設定が可能になる. このような領域は様々な形状のスリットを伴うことが
多い. Nehari [24] は典型的な正準領域として図 2のような (a) 平行スリット領域, (b) 円
弧スリット領域, (c) 放射スリット領域, (d) 円弧スリットを伴う円板領域, (e) 円弧スリッ
トを伴う円環領域を挙げている. 任意の多重連結領域はこれらの正準領域へ等角写像す
ることができる. このような等角写像は, 流体力学, 電磁気学, 電気工学等への応用上も
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図 l:Riemann 写像の計算例 (左が 2平面, 右が $u$ 平面)

広く知られた問題である. しかし, 簡単で精度の高い数値計算法はあまり知られていな
かった.

近年, 著者らは幾つかの Jordan 閉曲線の外側の無限遠点を含む非有界な多重連結領域
から (a) 平行スリット領域, (b) 円弧スリット領域, (c) 放射スリット領域への等角写像の
近似写像関数を条件 $f(\infty)=\infty$ の下に構成した [6, 7]. この方法ではすべての場合を同じ
係数行列を持つ連立 1次方程式を解くことに帰着させることができるので, $O(N^{3})$ の計
算量を要する係数行列の $L\zeta_{l}^{r}$ 分解は 1度行えばよい. これらの等角写像によって障害物を
伴う一様流, 渦流, 湧き出し (吸い込み) 流の解析が可能である. 著者らは, また, 領域
内に任意に与えられた有限な 1点を $\nu$ として, 同じ非有界な多重連結領域から平行スリッ
ト領域, 円弧スリット領域, 放射スリット領域への等角写像の近似写像関数を異なる条件

$f(\nu)=\infty(|\nu|<\infty)$ の下に構成した [8, 9, 10]. これらの等角写像によって, 重ね合わせ
を用いることなく, 障害物を伴う 2重湧き出し流, 渦対流, 湧き出し・吸い込み対流の直
接的な解析が可能である. さらに, 有界な多重連結領域から (d) 円弧スリットを伴う円板
領域, (e) 円弧スリットを伴う円環領域への近似写像関数も構成している [28].
代用電荷法による数値等角写像は, ポテンシャル問題の数値解法としての代用電荷法の

特徴に加えて, 連続スキームの構成が可能であるという特徴を持っている. 連続スキーム
とは, 数値計算に複素対数関数の主値を用いて問題の領域に $2\pi i$ の不連続が生じないよう
な定式化のことである. この連続スキームによって近似写像関数は問題の領域で連続かつ
解析的な表現形式を持つことができる. 関数論の成果が様々な問題にそのまま適用可能に
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(d) (e)

図 2: 多重連結領域の正準領域

なる (たとえば, [25]) という意味で, 簡潔で精度が高く解析的な表現形式を持つ近似写
像関数が得られることの意義は大きい.
近年, 代用電荷法による数値等角写像の方法は周期的領域の問題にも適用される等, そ
の適用性を広げている [26].

3 直線スリット領域への数値等角写像

3.1 写像定理と問題

図 3のように無限遠点を含み直線分状のスリット $S_{1},$ $\llcorner q_{2},$ $\ldots.S_{71}$ を伴う複素平面の全体

を直線スリット領域と呼ぶ. ここでは, $z=x+iy$ 平面上の Jordan 閉曲線 $C_{1},$ $C_{2},$
$\ldots,$

$C_{n}$

の外側の無限遠点を含む非有界な $n$ 重連結領域 $D$ から $w=u+i\iota$ 平面上の直線スリット
領域への等角写像 $w=f(\approx)$ を考える. 柴 [31] は平行スリット領域への写像定理 (下記で

$\theta_{1}=\theta_{2}=.$ . . $=\theta_{n}=\theta$ の場合) [24] を一般化している.
定理 2 上記の直線スリット領域への等角写像は, スリット $S_{1},$ $S_{2,\ldots.l}5_{n}^{\gamma}$ が実軸とな

す角 $\theta_{1},$ $\theta_{2}\ldots..\theta_{n}$ を任意に指定し, $f(\infty)=\infty$ かつ無限遠点を中心とする Laurent 級数が

$f(z)=z+_{\vee}^{\underline{a_{1}}}+ \frac{o_{2}}{\approx^{2}}+\sim\cdots$ (11)

の形になるという正規化条件の下に一意に定まる.
本節の課題はこの定理の等角写像の近似写像関数を構成し, 同時に Laurent級数の係数
を数値的に求めることである.

3.2 代用電荷法の適用

問題の等角写像の写像関数を

$f(z)=z+g(\approx)+ih(\approx)$ (12)
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$z=x+iy$ $w=u+i_{1^{1}}$

図 3: 直線スリット領域への等角写像 ( $\zeta_{nj}$ は電荷点, $z_{ni}$ は拘束点)

と表現する. $g(\sim\sim)$ と $h(z)$ は $D$ で調和な関数とその共役対で, (i) 無限遠点における正規化
条件

$z arrow x\lim_{}(f(z)-z)=0$ , $i$ . $e$ .. $g(\infty)+ih(\propto)=0$ (13)

と (ii) 閉曲線 $C_{m}$ が実軸と角 $\theta_{m}$ をなす直線スリット $S_{m}$ に移るという境界条件

${\rm Im}(e^{-i\theta_{m}}f(\sim^{F}\sim))=p_{m}$ , ie., ${\rm Im}\{e^{-i\theta_{m}}(g(z)+ih(z))\}-p_{m}=-1m(e^{-i\theta_{m}}z)$

$(z\in C_{m}, m=1,2\ldots., n)$ (14)

を満たさなければならない. $p_{m}$ は $w$ 平面上の原点からスリット $S_{m}$ を含む直線までの符
号付きの距離を意味する未知の定数である. 問題は (13) と (14) を満たす調和関数対 $g(z)$ ,
$h(z)$ を定数 $p_{m}$ の値とともに求めることに帰着する.
代用電荷法を用いて, この調和関数対を複素対数関数の 1次結合

$g(z)+ ih(z)\simeq G(z)+iH(z)=Q_{0}+\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}Q_{lj}\log(z-\hat{(}lj)$ (15)

で近似する. $Q_{0}$ は未知の複素定数, $Q_{lj}$ は未知の実係数 (電荷) である. 特異点 (電荷

点 $)$
$t^{\succ}lj$ は領域 $D$ の外部すなわち閉曲線 $C_{l}$ の内側に配置する. この近似関数に次の 3条件

を課す.

(i) 1価性条件 :(15) が $D$ で 1価であるためには

$1_{c_{l}^{\gamma}}^{dH(z)}=1_{c_{l}}d\sum_{m=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{m}}Q_{mj}\arg(z-t_{mj}^{k})=2\pi\sum_{j=1}^{r_{1}}Q_{lj}=0A$

すなわち

$\sum_{j=1}^{\Lambda\iota}Q_{lj}=0$ $(l=1,2\ldots., n)$ (16)

でなければならない.
(ii) 正規化条件 :1価性条件の下, (13) と同様に

$G( \infty)+iH(\infty)=Q_{0}+\lim_{\approxarrow c}\hat{.}\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{\backslash \iota}Q_{lj}\log(z-t^{\llcorner}lj)\lrcorner=0$
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を課して $Q_{0}=0$ , したがって

$G(z)+ iH(z)=\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}Q_{lj}\log(z-\zeta_{lj})$ (17)

を得る.
(iii) 拘束条件 : 各閉曲線 $C_{m}$ 上に電荷と同数の拘束点 $z_{mi}$ を配置し, (17) に境界条件 (14)
を選点的に課して拘束条件

${\rm Im}\{e^{-i\theta_{m}}(G(\approx mi)+iH(z_{mi}))\}-P_{m}=-1m(e_{\sim mi}^{-i\theta_{m_{\wedge}}})$ .
i.e.,

$\sum\sum^{n}Q_{lj}\{-\log|z_{mi}-\zeta_{lj}|\sin\theta_{m}+\arg(z_{mi}-\dot{t}lj)\cos\theta_{m}\}-P_{m}=x_{mi}\sin\theta_{m}-y_{mi}\cos\theta_{m}N_{l}$

$l=1j=1$

$(z_{mi}\in C_{m:}i=1,2, \ldots , N_{m}. m=1.2. . . . , n)$ (18)

を得る. $P_{m}$ は $p_{m}$ の近似値である.
式 (16) と (18) は $Q_{lj}$ と $P_{m}$ に関する $\angle^{\prime\backslash r_{1}}+N_{2}+\cdots+N_{n}+\uparrow$ ? 元連立 1次方程式を構成

する. これを解いて (17) で $G(z)+iH(z)$ を定め, $g(\approx)+ih(z)$ の近似値として (12) に代
入すれば近似写像関数 $F(\sim\sim)\simeq f(z)$ を得ることができる.
数値計算には複素対数関数の主値を用いる. すると, (17) の $\log(z-\dot{\zeta}_{lj})$ は半直線 $\{t^{k}ij-$

$t|t>0\}$ 上に $2\pi i$ の不連続を伴う. 我々は領域 $D$ でこのような不連続の問題を生じない
近似写像関数すなわち連続スキームを構成したい. ここでは閉曲線 $C_{1},$ $C_{2},$

$\ldots,$
$C_{n}$ はそれ

ぞれの内側の 1点 $\zeta_{10\cdot\dot{t}0\cdots\cdot\cdot\tilde{t}0}2n$ に対して星形であると仮定する. 前述の 1価性条件 (16)
の下, (17) を

$G( \approx)+iH(\sim\sim)=\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{r_{l}}Q_{lj\{\sim-t^{k}lj}\Lambda\log(\sim)-\log(z-tl0)\}$

$= \sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{J\backslash \iota}Q_{lj}\log\frac{\tilde{z}-\zeta_{lj}}{-t\iota 0}$ (19)

と変形する. 式 (19) の $\log((z-\zeta_{lj})/(z-\zeta_{l0}))$ の不連続は線分 $[t^{A}ij\cdot\acute{\zeta}_{l0}]$ 上に現れる. こう

して領域 $D$ で連続な近似写像関数を構成することができる.
連続スキーム 近似写像関数を

$F(z)=z+G(z)+iH(\approx)$ , (20)

$G(z)+ iH(z)=\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}Q_{lj}\log\frac{\sim\sim-\dot{t}lj}{\sim-\dot{t}l0}$ (21)
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と表現すれば, 未定の実係数 $Q_{lj}$ は $P_{m}$ とともに $\perp h_{1}^{\prime^{\tau}}+N_{2}+\cdots+fV_{n}+n$元連立 1次方程式

$\sum_{j=1}^{\tau_{l}}Q_{lj}\wedge=0$ $(1=1,2, \ldots, n)$ , (22)

$\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}Q_{lj}\{-\log|\frac{z_{mi}-t^{k}lj}{z_{mi}-\zeta_{l0}}|\sin\theta_{m}+\arg\frac{\sim\sim_{mi^{-\zeta_{lj}}}}{\tilde{4}mi-t^{h}l0}\cos\theta_{m}\}-P_{7T\iota}=x_{mi}\sin\theta_{m}-y_{mi}\cos\theta_{m}$

$(z_{mi}\in C_{m}’, i=1,2, . , . \eta\Lambda^{T_{m}}. m=1,2, \ldots.n)$ (23)

を解いて得られる.
Laurent 係数 Laurent 級数の係数は

$a_{k} \simeq A_{k}=-\frac{1}{k^{\wedge}}\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}Q_{lj}\dot{\zeta}_{lj}^{k}$ $(k=1,2, \ldots)$ (24)

で求まる.
上記の近似写像関数を用いて,

$f(z)- \tilde{\sim}=\underline{a_{1}}\sim\sim+\cdots+\frac{a_{k}}{\tilde{4}k}+\cdots\simeq\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N}Q_{lj}\log\frac{z-t^{k}lj}{\tilde{:}-\zeta_{l0}}=F(z)-z$

を満たす $a_{k}(k=1,2, \ldots)$ を求める. 式 (22) の下, 両辺を微分すれば

$- \frac{a_{1}}{\sim\sim 2}+\cdots+(-k)\frac{a_{k}}{\sim\sim k^{n}+1}\simeq\sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}\frac{Q_{lj}}{\tilde{*}-\dot{t}\iota j}$

$= \sum_{l=1}^{n}\sum_{j=1}^{N_{l}}\underline{Q_{lj}}\tilde{k}(1+\frac{\dot{t}lj}{\sim\prime}+\cdots+\frac{\zeta_{lj}^{k}}{\approx^{\Lambda}}+\cdots)$

となるので, 項別に比較すればよい.

3.3 数値例

例 1 3個の円

$C_{l}$ : $|z-\zeta_{l0}|=1$ . $t^{k}\iota 0=3(2-1)$ $(l=1.2,3)$

の外側の 3重連結領域を $D$ とし, 拘束点と電荷点を

$z_{lj}= \zeta_{l0}+\rho l\exp\frac{\underline{)}(j-1)\pi i}{N}$ . $\zeta_{lj}^{h}=\zeta_{l0}+q\rho l\exp\frac{\underline{9}(j-1)\pi i}{N}$

$(j=1,2\ldots., N. l=1,2,3)$ (25)

と配置する. $0<q<1$ は電荷配置のパラメータである. 誤差の指標としては

$\epsilon_{F_{t}}=\max|1m(e^{-i\theta_{I}}F(z_{li+1/2}))-P\iota|$ , $\epsilon p_{l}=P_{l}-P_{l}^{(2N)}$ $(l=1,2,3)$ (26)
$1\leq i\leq\wedge V_{l}$
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図 4: 直線スリット領域への数値等角写像 $($例 $1, \theta_{1}=\pi/3, \theta_{2}=-/r/3, \theta_{3}=\pi/3)$

表 1: 数値等角写像の計算誤差 $($例 $1, q=0.8)$

$\overline{\backslash _{\frac{\backslash l^{r}\epsilon_{F_{l}}\epsilon_{P\iota}P_{l}.\kappa}{C_{1}9.8E- 031.4E- 03- 2.526}}}$

16 $C_{2}$ 9.6E-03 4.7E-l5 lE-15 $5.9E+01$
$C_{3}/$ 9.8E-03 1.4E-03 2526

$\overline{C_{1}1.4E- 041.9E- 05- 2.52_{\overline{l}}63}$

32 $C_{2}$ 1.3E-04 6.8E-l5 -3E-l5 $6.7E+02$
$C_{3}$ 1.4E-04 1.9E-05 252763
$C_{1}$ 5.4E-08 7.3E-09 -2.527649209

64 $C_{2}$ 5.3E-08 9.2E-l5 3E-l5 $5.0E+04$
$C_{3}$ 5.4E-08 7.3E-09 2527649209

$\overline{C_{1}2.8E- 14}$
128 $C_{\underline{9}}$ 6.2E-l3 $1.3E+08$

$C_{3}$ 4.5E-l3

表 2: Laurent 係数の計算結果 $(N=64, q=0.8)$

$\overline{\frac{k\cdot(Re_{\sim}4_{k}.Im.\cdot\cdot i_{k})(|A_{k}|,\arg_{\sim}\wedge 1_{k})}{1(- 1.2519098_{\overline{l}}E+00.8.5519_{\overline{l}}40E- 01)(1.52E+00,2.54)}}$

2 (lE-15, 3E-l5) (9.68E-l4, )
3 $(- 82803295E+00 1.68461022E$十 $01)$ $(1.88E$十$01, 2.03)$
4 $( 5E- 13_{i} - 3E- l5)$ (4.92 $E$- $l$ 3, )
5 $(-7.64524793E+01$ . 1 $49351195E$十 02 $)$ $($ 1 $68E$十 02. 204 $)$

6 (3.6E-l2, -6E-l3) (3.60E-l2. )
7 $(-700280011E+02$ , 1 $32678120E$十 03 $)$ $($ 1 $50E$十 03, 206 $)$

8 (3E-ll. 2E-ll) (3.64E-ll. )
9 $(-6.38544491E+03$ , 1 $18175652E$十 04 $)$ $($ 1 $34E$十 04. 207 $)$

10 (3E-lO, 3E-lO) (4.65E-lO, )
19 $(-3.87961361E+08$ , 6. $7896499E$十 08 $)$ $(7.82E$十 08, 209 $)$

20 (6E-04. IE-04) (6.20E-04, )
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図 5: 平行スリット領域への数値等角写像 $($例 $1, \theta_{1}=\theta_{2}=\theta_{3}=\pi/3)$ と障害物を過ぎる
一様流

を用いる. $z_{li+1/2}\in C,\iota$ は $z_{li}$ と $zi_{i+}i$ の中間点であり, $P_{l}^{(2N)}$ は電荷数を $N$ から $2N$ に倍増
した計算値である.
図 4は $\theta_{1}\cong_{\overline{l}}r/3,$ $\theta_{2}=-\pi/3,$ $\theta_{3}=\pi/3$ の場合の数値等角写像の結果である. 問題は原

点対象で, $p_{1}+p_{3}=0$ . $p_{2}=0,$ $a_{2k}=0(k=1,2, \ldots)$ である. 表 1に数値等角写像の計
算誤差を示す. $\prime i$ は連立 1次方程式 (22), (23) の $L_{1}$ 条件数で, $P_{l}$ は (26) の第 2式右辺に
非零の数字が現れる桁までを記している. 表 2は Laurent 係数の計算結果である.
この方法は $\theta_{1}=\theta_{2}=.$ . . $=\theta_{n}=\theta$ とすれば平行スリット領域の問題にも適用可能であ

る. 図 5上半はその結果である. 左下の図は ${\rm Im}(e^{-i\theta}F(\approx))$ の等高線で, 3個の円柱状の障
害物を過ぎる一様流の流線を表現している [18].
例 2 円 $C_{1}$ , Cassini の燈形 $C_{2}$ , 楕円 $C_{3}$ ,

$C_{1}:|z-\zeta_{10}|=1$ .
$C_{2}$ノ $:|(z-\zeta_{20})^{2}-1|=\mathfrak{a}^{2}$ $(\mathfrak{a}=1.06)_{r}$

$C_{3}: \frac{(x-{\rm Re}\zeta_{30})^{2}}{a^{2}}+(y-1m\zeta_{30})^{2}=1$ $(a=2)$ .
$t^{k}l0=3\exp\frac{2(l-1)\pi i}{3}$ $(l=1,2,3)$
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図 6: 直線スリット領域への数値等角写像 $($例 $2, \theta_{1}=\pi/3. \theta_{2}=0. \theta_{3}=-\pi/3)$

の外側の 3重連結領域を $D$ とする. 円 $C_{1}$ に対しては, 拘束点と電荷点を (25) と同様に配
置する. Cassini の榿形 $C_{2}$ に対しては, まず拘束点を

$z_{lj}=t_{2}^{-}o+R_{j}e^{i\omega_{J}}$ , $R,\cdot=\sqrt{\cos 2\omega_{j}+\cos\sqrt{2\underline{9}\omega_{j}+\mathfrak{a}^{4}-1}}$.
$j \dot{J}=\frac{2(j-1)\pi i}{4\nwarrow r}$ $(j=1.2, \ldots, N)$

と配置し, 次いで電荷点を

$\zeta_{2j}=z_{2j}+iq^{*}(z_{2j+1}-z_{2j-1})$ $(j=1.2, \ldots.N)$ ,

$z_{20}=z_{2_{1}}\backslash \cdot,$ $z_{2N+1\sim 21}=\sim$ (27)

と配置する. $q^{*}>0$ はもう 1つの電荷配置のパラメータである. 楕円 $C_{3}$ に対しては,

Joukowski 変換

$J(t)= \frac{\sqrt{a^{2}-1}}{2}(t+\frac{1}{t})$

を用いて, 拘束点と電荷点を

$\mathcal{Z}_{3j\hat{t}30+J(\rho e^{i\omega_{j}})}=$ , $\zeta_{3j}=\dot{t}30+J(re^{i\omega_{J}’})$ ,

$\rho=\sqrt{\frac{a+1}{o-1}}$ , $r=1+q(\rho-1)$ , $\omega_{j}=\frac{2(j-1)\pi i}{\prime\backslash \prime r}$ $(j=1.2, \ldots, N)$

と配置する.
図 6は $\theta_{1}=\pi/3,$ $\theta_{2}=0,$ $\theta_{3}=-\pi/3$ の場合の数値等角写像の結果である. 表 3に計

算誤差を示す. この場合の Cassini の燈形のように, 対称性の高い境界曲線 $C_{m}$ に対して,
$\theta_{m}=0$ で, 偶数個の電荷点と拘束点を用いて対称性の高い配置を行うと連立 1次方程式
(22), (23) に数値的悪条件を生じることがある. 表 3のように奇数個の電荷を用いればそ
のような問題は生じない.
電荷配置の方法 (27) は円 $C_{1}$ , 楕円 $C_{3}$ にも適用可能である. しかし, 楕円に対しては

Joukowski 変換の方が多少良い精度を与える.
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表 3: 数値等角写像の計算誤差 $($例 $2, \theta_{1}=\pi/3, \theta_{2}=0. \theta_{3}=-\pi/3)$

$\overline{\frac{\Lambda’\epsilon_{F_{l}}\epsilon_{P_{l}}P_{(l\hat{\iota}}}{C_{1}q=0.84.0E- 088.9\Gamma_{\lrcorner}\{- 10- 2.278920i_{\mathfrak{d}}^{r}68}}$

65 $C_{2}$ $q^{*}=1.0$ 6.9E-07 6.3E-09 2.834662827 $6.9E+06$
$C_{3}$ $q=0.5$ 44-E08 $5.6I\dashv_{\lrcorner^{-}}^{\urcorner}09$ $- 2.667990184$

4 おわりに

代用電荷法による数値等角写像に関する我々のこれまでの研究を概観した. また, 非有
界な多重連結領域から直線スリット領域への数値等角写像の方法を提案し, その有効性を
数値実験的に検証した. 当然のことながら, この方法は平行スリット領域への数値等角写
像にも適用可能である. 得られた近似写像関数を用いて等角写像の存在と一意性の定理に
現れる Laurent 級数の全係数の数値計算も可能である.
代用電荷法による数値等角写像の方法は, 簡単で精度が高いというポテンシャル問題の

数値解法としての代用電荷法の性質を継承し, さらに連続スキームの構成が可能であると
いう特徴を持っている. 関数論の成果が様々な問題にそのまま適用可能になるという意味
で, 解析的な表現形式を持つ近似写像関数が得られることの意義は大きい.
なお, 本稿に記した直線スリット領域への近似写像関数のスキームは, 対称性の高い境

界曲線 $C_{m}$ に対して, $\theta_{m}=0$ で, 偶数個の電荷点と拘束点を用いて対称性の高い配置を
行うと解くべき連立 1次方程式に数値的悪条件を生じることがある. 奇数個の電荷を用い
ればそのような問題は生じない. この問題はまたスキームの変更でも解消可能であるが,

ここでは記述を簡潔にするために割愛した. 悪条件問題の数学的な解析は今後の課題とし
たい.
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