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非線形 Sturm-Liouville 問題の分岐曲線から非線形項を定める問題は Kamimura[5],
Iwasaki-Kamimura [2, 4] で扱われたが, 大域的な結果を得るには至っていない. 非線形
項の正値性を仮定した, よりシンプルな形の非線形 Sturm-Liouville 問題に対しては, 与
えられた正値の第 1分岐を実現する非線形項の大域的な存在, 一意性, 第 1分岐に対す
る連続依存性を保証する結果 ([8]) が得られたので, この結果を速報するとともに, 例
を挙げ, あわせて今後の課題を提示する.

1 逆分岐問題

非線形 Sturm-Liouville方程式

$\{\begin{array}{ll}x’’(t)+\lambda x(t)f(x(t))=0, 0<t<1,x(0)=x(1)=0 \end{array}$ (1.1)

を考える. 一般的な枠組み (Crandall-Rabinowitz [1], Rabinowitz[9] 参照) の中で知ら
れていることであるが, $f(x)$ が $0$ を含む区間で連続な関数で $f(0)\neq 0$ であるとき, (1.1)
の解 $(\lambda,x(t))$ の集合は零解 (自明解) の集合 $\{(\lambda,0):\lambda\in R\}$ から, $(\lambda_{n},0)$ において分
岐する. ただし, ここで $\lambda_{n}=\frac{(n\pi)^{2}}{f(0)}$ であり, これは方程式 (1.1) の線形化方程式

$\{\begin{array}{ll}x’’(t)+\lambda x(t)f(0)=0, 0<t<1,x(0)=x(1)=0 \end{array}$

の固有値である.
関数 $f(x)$ が $R$上の連続関数であるとき, (1.1) の解 $(\lambda,x)$ で $x(t)$ が区間 $(0,1)$ におい

て $n-1$ 個の零点をもつものの全体を $S_{n}$ と書く. $S_{n}$ は一般には連結集合ではない (後
の例 22参照). 本論文では, この解集合 $S_{n}$ の $R\cross C_{BC}^{1}(0,1)$ における閉包–Sn の $(\lambda_{n},0)$

を含む (包含関係に関し) 最大の閉連結部分集合を方程式 (1.1) の第 $n$ 分岐という. ただ
しここで, $C_{BC}^{1}(0,1)$ は $x(0)=x(1)=0$ をみたす区間 [0,1] における $C^{1}$ 級関数の全体を
表す. (1.1) を含む一般的な Sturm-Liouville 問題に対し, 各 $n=1,2,$ $\cdots$ に対し第 $n$分岐
は非有界集合であることがわかっている (Rabinowitz [9, 10])参照).

数理解析研究所講究録
第 1637巻 2009年 87-99 87



以下においては, $I$ を $0$ を含む有界閉区間とし, $x\in I$ に対し $f(x)>0$ であると仮定
する. このとき, (1.1) の両辺に $x(t)$ を掛けて部分積分を用いると

$\int_{0}^{1}x’(t)^{2}dt=\lambda\int_{0}^{1}x(t)^{2}f(x(t))dt$

が得られるから, $S_{1}$ の $I$ への制限

$S_{1}^{I}:=\{(\lambda,x(t))\in S_{1}:x(t)\in I\}$

における $\lambda$ は $\lambda>0$ をみたす. また, 通常の初等的な解析により $x(t)$ は $t= \frac{1}{2}$ で最大値
(または最/」$\backslash$ {直) $h\in I\backslash \{0\}$ を取り, $0 \leq t\leq\frac{1}{2}$ で

$t(x);= \pm\int_{0}^{x}\frac{d\xi}{\sqrt{2\lambda\int_{\xi}^{h}rf(r)dr}}$
, $|x|\leq h$ (1.2)

の $]\grave$g関数 $x=x(t)$ として定まる. ただし, ここで土はんの符号である. $\frac{1}{2}\leq t\leq 1$ では
これを $t= \frac{1}{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}$こついて対称に与えたものを $x=x(t;h)$ と書けば, $(\lambda,x(t))\in S_{1}^{I}$ のとき,
$x(t)=x(t;h),$ ョ$h\in I\backslash \{0\}$ である. また, $x( \frac{1}{2};h)=h$ により, $x(t;h)$ に対する $\lambda$ $F$は

$\lambda(h)=2(\int_{0}^{1}\frac{dt}{\sqrt{\int_{t}^{1}sf(hs)ds}}I^{2}\cdot$ (1.3)

で定義される関数 $\lambda$ (ん) により $\lambda=\lambda$(ん) と与えられる. この関数 $\lambda$ (ん) は $I$ 上の連続関数
であり, $0$ では $\lambda(0)=\frac{\pi^{2}}{f(0)}$ である. 以上により, $I$ 上 $f>0$ のとき, $S_{1}$ の $I$への制限 $S_{1}^{I}$

$|$は $h$ をパラメータとして $S_{1}^{I}=\{(\lambda(h),x(t;h)):h\in I\backslash \{0\}\}$ と表される.
関数 f}こ (1.3) の関数 $\lambda$ を対応させる写像を分岐変換といい $\mathcal{B}$ で表す :

$\mathcal{B}:f(x)\mapsto\lambda(h)$ , $( \mathcal{B}f)(h)=2(\int_{0}^{1}\frac{dt}{\sqrt{\int_{t}^{1}sf(hs)ds}}I^{2}\cdot$ (1.4)

関数 $f$ と集合 $S_{1}^{I}$ の閉包 $\dagger$の $R_{+}\cross I$ への射影 $\Gamma$ $:=$ $\{(\lambda($ん$), h):h\in I\}$ を合わせて書くこ
とにより, $\mathcal{B}$ は Figurelで描写される.
本論文で扱う逆分岐問題は, 分岐変換の逆変換 $\mathcal{B}^{-1}$ を調べることであり, 次を問う :

問題 11

(i) (存在) 与えられた $I$ 上の正値関数 $\lambda$ に対し $\mathcal{B}f=\lambda$ となる $I$上の正値関数 $f$ は存
在するか ?

(ii) (一意性) 存在するとき各 $\lambda$ に対し一意か ?

(iii) (連続依存性) $f$ は $\lambda$ に連続的に定まるか ?

(iv) (構成) $f$ を $\lambda$ から復元するアルゴリズムを与えられるか ?
$\uparrow S_{1}^{I}$ に $(\lambda(0),0)$ を付加した集合.
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Figure 1: 分岐変換

2 大域的逆分岐定理
問題 1.1は, 換言すれば, $\mathcal{B}$ の逆変換 $\mathcal{B}^{-1}$ が定まるような $\mathcal{B}$ ; $Xarrow Y$ の空間設定が成さ
れるかを問うている. $\lambda$ (ん) の定義 (1.3) の右辺の括弧内の形 $\dagger$ と Fractional Calculus ([11],
[7] を参照せよ) からの類推により, $\mathcal{B}$ は関数を $\frac{1}{2}$ だけ滑らかにする (smoothing property)
ことが予想される. すなわち, H\"older空間による空間設定 $C^{k_{1}\alpha}arrow C^{k,\alpha+\frac{1}{2}}$ が $Xarrow Y$ の
素地となる. ただし, $h=0$ においては $hf’(h)\sim|h|^{\eta}$ $(\eta>0)$ ならば $h\lambda’(h)\sim|h|^{\eta}$ で
あるから, $\mathcal{B}$ は滑らかさを変えない. そのことに注意して, $\phi(h):=f(h)-f(0)$ の住む
空間として,

$\frac{|\phi(h)|}{|h|\eta}\leq\exists M$, $\frac{|h\phi’(h)|}{|h|\eta}\leq$ コ$M$, $|h|^{\alpha} \frac{h\phi’(h)}{|h|\eta}\in C^{0,\alpha}$

をみたす $I$ 上の関数 $\phi\in C^{1}(I\backslash \{0\})$ の全体を $C^{1,\alpha}(I)$ とする. すなわち

$C^{1,\alpha}(I)_{\eta}:=\{$ $h\phi’(h)\in C(I)$ : $||\phi||_{1,\alpha_{2}\eta}$ $:= \sup_{h\in I\backslash \{0\}}\frac{|\phi(h)|}{|h|\eta}+$ (2.1)

$\sup_{h\in I\backslash \{0\}}\frac{|h\phi’(h)|}{|h|\eta}+\sup_{h_{1}k\in I\backslash \{0\},h\neq k}\frac{||h|^{\alpha-\eta}h\phi^{f}(h)-|k|^{\alpha-\eta}k\phi’(k)|}{|h-k|^{\alpha}}<\infty\}$

と定義する. $C^{1,\alpha}(I)_{\eta}$ は $||\phi||$ をノルムとして Banach 空間となる. 定義は若干煩雑であ
るが, $h=0$での挙動を除けば通常の指数 $1+\alpha$ の $H\ddot{o}$lder空間 $C^{1,\alpha}(I)$ に属する関数程度
の滑らかさを要請した空間である. そして, $\lambda$ (ん)– $\lambda$ (0) の住む空間は上の $\alpha$ を $\alpha+\underline{1}$ に
取り替えたものであることがわかる. $f$および $\lambda$ そのものが住むべき空間は上の $C^{1,\alpha}(I)_{\eta}2$

から自然に導入される距離空間

$\mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}:=\{f\in C_{+}(I):f(x)-f(0)\in C^{1,\alpha}(I)_{\eta}\}$ (2.2)
$\uparrow 2(\cdots)^{2}$ の部分は ” 正則 ” な変換である.
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と, この $\alpha$ を $\alpha+\frac{1}{2}$ に替えた $\mathcal{M}^{1,\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ である. ただし, ここで, $C_{+}(I)$ は $I$ 上の正値

連続関数の集合を表す. また, 空間 $\mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}$ の距離は

$d(f,g):=|f(0)-g(0)|+||(f(x)-f(0))-(g(x)-g(0))||_{1,\alpha,\eta}$

と定める. 空間 $\mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}$ は, $h=0$ において $f(h)-f(O)\sim|h|^{\eta}(\eta>0)$ の order をも
つ関数 f(ん) が入るように設定されており, そのとき対応する $\lambda=\lambda$(ん) も $h=0$ におい

て $\lambda(h)-\lambda(O)\sim|h|^{\eta}$ の order をもつことに注意しよう.
さて, 問題 11に対する答として, 次が得られる :

定理 2.1 ([8]) $\alpha,$ $\eta$ が $0< \eta\leq\alpha<\frac{1}{2}$ をみたすとき, 分岐変換 $\mathcal{B}$ は $\mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}$ から

$\mathcal{M}^{1,\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ の上への位相同型 (homeomorphism) になる\dagger .

定理 2.1の証明は, [8] で, より一般的な非線形積分方程式に対する形でなされた.
$\lambda(h)\in \mathcal{M}^{1,\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ を既知関数とするときの積分方程式 (13) の解 $f\in \mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}$ の存在を

示す部分 (問題 1.1の (i) に相当) がその中核をなすが, とりわけ, (1) $h=0$ の近傍での

解の存在証明および, (2) $\lambda$ (ん) が正値で $C^{1,\alpha+\frac{1}{2}}$ の H\"older連続性を保持する限り, $h=0$

の近傍で得られた解が正値で $C^{1,\alpha}$ の H\"older連続性を保持して延長されることの証明の
2つが骨子となる. このうち, (1) は線形化した方程式を Iwasaki-Kamimura[3, 4] で確立
された乗法的 Wiener-Hopf方程式の理論を用いて解析することによりなされる. また,

(2) は Kamimura[6] で開発した Fractional Calculus の極限解析法 ([7, 第 3章] も参照せ
よ $)$ を用いて背理法によりなされる. この際, $\lambda$ (ん) が $h\neq 0$ において $C^{1}$ 級であること

は本質的な仮定となる. 実際, (2.1) の h$\phi$’(ん) をすべて $\phi$(ん) に置き換えて $\dagger\dagger$得られる空

間 $C^{0,\alpha}(I)_{\eta}$ から導入される距離空間 $\mathcal{M}^{0,\alpha}(I)_{\eta}$ を用いて $\mathcal{B}$ : $\mathcal{M}^{0,\alpha}(I)_{\eta}arrow \mathcal{M}^{0,\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ と

するとき, これは onto写像にならない. この意味で, (2) の部分は繊細である. また, 上

で述べたように背理法を用いており, したがって問題 1.1の (iv) に対する答を与えない.
定理 2.1の意味を説明するための例を与える.

例 22 $I=[0, B],$ $0<B< \frac{2}{3}$ とし, $[0, B]$ 上の関数 $\lambda$ (ん) を

$\lambda(h):=\frac{2}{\sqrt{(1-h)(1+3h)}}\cross$

$(F(\sin^{-1}\sqrt{\frac{2\sqrt{(1-h)(1+3h)}}{3(1-h)+\sqrt{(1-h)(1+3h)}}},$ $\sqrt{\frac{3h-1+\sqrt{(1-h)(1+3h)}}{2\sqrt{(1-h)(1+3h)}}}))^{2}$

で与える. ただし, ここで $F(\phi, k)$ は第 1種の (不完全) 楕円積分

$F( \phi, k)=\int_{0}^{\phi}\frac{d\varphi}{\sqrt{1-k^{2}\sin^{2}\varphi}}$ , $- \frac{\pi}{2}<\phi<\frac{\pi}{2}$ , $0\leq k^{2}<1$

\dagger すなわち--f‘t$B$ : $\mathcal{M}^{1,\alpha}(I)_{\eta}arrow \mathcal{M}^{1,\alpha+\}}(I)_{\eta}$ は, 1対 1かつ onto であり, $\mathcal{B}$ も $B^{-1}$ も距離 $d(f, g)$ による

位相で連続である.
$\dagger\uparrow k\phi’(k)$ も $\phi(k)$ とする.
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である. 容易にわかるように, $\lambda$ (ん) は $[0, \frac{2}{3})$ における正値 $C^{2}$級関数であるから, $0<\eta\leq$

$\alpha<\frac{1}{2}$ をみたす任意の $\alpha,$ $\eta$ に対し, $\lambda\in \mathcal{M}^{\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ である. したがって, 定理 2.1により
$\mathcal{B}f=\lambda$ なる $f\in \mathcal{M}^{\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ がただ 1 っ存在する. 具体的には,

$(\mathcal{B}^{-1}\lambda)(x)=4(2-3x)$ , $0\leq x\leq B$

である. このことは (1.4) により計算を実行してみることで確かめられる. 実際,

$( \mathcal{B}(4(2-3x)))(h)=\frac{1}{12}(\mathcal{B}(\frac{2}{3}-x))(h)$

$= \frac{1}{2h}(\int_{0}^{1}\frac{dt}{\sqrt{(1-t)(-t^{2}+(\frac{1}{h}-1)t+(\frac{1}{h}-1))}})^{2}$

$= \frac{1}{2h}(\int_{0}^{1}\frac{dt}{\sqrt{(a_{+}-t)(1-t)(t-a_{-})}})^{2}$

$= \frac{1}{2h}(\frac{2}{\sqrt{a_{+}-a_{-}}}F(\sin^{-1}\sqrt{\frac{a_{+}-a_{-}}{(1-a_{-})a+}},$ $\cap\frac{1-a_{-}}{a_{+}-a_{-}})^{2}$

$=\lambda(h)$

である. ここで,

$a \pm:=\frac{1-h\pm\sqrt{(1-h)(1+3h)}}{2h}$

であり, 関係式

$\frac{a_{+}-a_{-}}{(1-a_{-})a_{+}}=\frac{2\sqrt{(1-h)(1+3h)}}{3(1-h)+\sqrt{(1-h)(1+3h)}}$ ,

$k^{2}:= \frac{1-a_{-}}{a_{+}-a_{-}}=\frac{3h-1+\sqrt{(1-h)(1+3h)}}{2\sqrt{(1-h)(1+3h)}}$ , (2.3)

および $a>b>x>c$ の時の積分公式

$\int_{x}^{1}\frac{dt}{\sqrt{(a-t)(b-t)(t-c)}}=\frac{2}{\sqrt{a-c}}F(\sin^{-1}\sqrt{\frac{(a-c)(b-x)}{(b-c)(a-x)}},$ $\sqrt{\frac{b-c}{a-c}})$

を $a=a_{+},$ $b=1,$ $c=a_{-},$ $x=0$ に対し用いた. $0 \leq h<\frac{2}{3}$ のとき, $x”+\lambda(h)4(2-3x)x=0$

の $x(O)=x(1)=0$ をみたす定符号解は (1.2) から, 上の積分公式を用いて計算して

$x(t;h)= \frac{(a_{+}-a_{-})h-(1-a_{-})a_{+}hsn^{2}((1-2t)\sqrt{\frac{h\lambda(h)}{2}}\sqrt{a_{+}-a_{-}},k)}{(a_{+}-a_{-})-(1-a_{-})sn^{2}((1-2t)\sqrt{\frac{h\lambda(h)}{2}}\sqrt{a_{+}-a_{-}},k)}$
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で与えられる. ただし, ここで, sn$(w, k)$ は (2.3) で定めた $k$ を母数とする Jacobi の楕
円関数 sn である. このようにして, 与えられた関数 $\lambda$ は非線形項を決定するので, 必然
的にすべての解 $x(t;h)$ を決定する.
この例の逆分岐変換をグラフに表すと Figure2のようになる. 与えられた関数 $\lambda$ (ん)

は $h arrow\frac{2}{3}$ のとき $\lambda(h)arrow\infty$ であり, $f$ は $h arrow\frac{2}{3}$ のとき零となる. $f$ が $h= \frac{2}{3}$ を越えて滑
らかさ $C^{1,\alpha}$ をもつ正値関数ではありえないことは定理 2.1からの必然の結果である. も
し, $f$ が $h= \frac{2}{3}$ を越えて $C^{1,\alpha}$ の正値関数とすると, その $\mathcal{B}$ による像 $\lambda=\mathcal{B}f$ は滑らか

さ Cl, $\alpha$磧をもつ正値関数でなければならないからである. また, $f$ が $h= \frac{2}{3}$ の手前で滑
らかさ $C^{1,\alpha}$ を損わずに零になることもありえない. これも定理 2.1からの必然の結果で
ある.

Figure 2: 例 22

この例で $f(x)$ がもとから $x\geq$ I でも定められているとき, $x \geq\frac{2}{3}$ の $f$ を定める分

岐の情報としてどのようなものがありうるかを見てみよう. そのために, 上で与えられ

た関数 $\lambda(h)$ に対する $f=\mathcal{B}^{-1}\lambda$ を $x \geq\frac{2}{3}$ でも $4(2-3x)$ とした $f$ に対する (1.1) の正
値解の集合 $S_{1}^{+}:=\{(\lambda, x(t))\in S_{1} :x(t)\geq 0\}$ を調べてみると, $S_{1}^{+}$ は Figure 2の曲

線 $\dagger$

$\{(\lambda(h), x(t;h)):0<h<\frac{2}{3}\}$以外に $\lambda<0$ のときに

$\lambda_{*}(h);=-\frac{1}{2\sqrt{h(3h-2)}}(F(-\cos^{-}$
.

$( \frac{-h+\sqrt{h(3h-2)}}{h+\sqrt{h(3h-2)}}),$ $k_{*}))^{2}$ ,

$x_{*}(t;h):=h+ \sqrt{h(3h-2)}-\frac{2\sqrt{h(3h-2)}}{cn((2t-1)\sqrt{-2\lambda_{*}(h)\sqrt{h(3h-2)}},k_{*})+1}$
, $0\leq t\leq 1$

$\dagger_{R\cross C_{BC}^{1}(0,1)\ovalbox{\tt\small REJECT}^{}}$.おける曲線
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で定義される関数の組による曲線 $\{(\lambda*($ん$), x_{*}(t;h)), h>1\}$ がもう 1 っの連結成分として
現れることがわかる\dagger . ただし, ここで, cn$(w, k_{*})$ は次の $k_{*}$ を母数とする Jacobi の楕円
関数 cn を表す.

$k_{*}:=\sqrt{\frac{3h-1+2\sqrt{h(3h-2)}}{4\sqrt{h(3h-2)}}}$.

このことは, $($ 1.2 $)$ で $\lambda<0$ のときの

$t=t(x)= \sqrt{-\frac{1}{8\lambda}}\int_{0}^{x}\frac{du}{\sqrt{u^{2}(1-u)-\text{ん^{}2}(1-f\iota)}}$

に積分公式

$\int_{x}^{1}\frac{dt}{\sqrt{(1-t)((t-p)^{2}+q^{2})}}=-\frac{1}{\sqrt{r}}F(-\cos^{-1}(\frac{x-1+r}{-x+1+r}),$ $k_{*})$

を適用することにより確かめられる. ただし, この公式において

$r:=\sqrt{(1-p)^{2}+q^{2}}$, $k_{*}:=\sqrt{\frac{1-p+r}{2r}}$

である.
以上により, $f=\mathcal{B}^{-1}\lambda$ の線形延長 $f(x)=4(2-3x)$ に対する (1.1) の正値解の集合

$S_{1}^{+}$ は 2つの曲線 $\{(\lambda(h), x(t;h)):0<h<\frac{2}{3}\}$ と $\{(\lambda_{*}(h),$ $x_{*}(t;h)$ : $h>1\}$ の和集合にな
る. この全体像は Figure3で描かれる. このような, $f<0$ の場合も込めての $S_{1}$ の $R^{2}$

への射影からの $f$ の復元は今後の課題の 1つとなる.

Figure 3: $f(u)=4(2-3u)$ に対する解集合

$\dagger_{f}$ の延長の仕方によっては他の連結成分が現れないこともある. 例えば, $|h|<\pi$ における $\lambda$ (ん) $:=$

$(K( \sin\frac{h}{2}))^{2}$ の逆分岐変換 $f=\mathcal{B}^{-1}\lambda$ は $f(x)=4 \frac{\sin x}{x},$ $|x|<\pi$ であるが, この $f$ を $R$ 上の関数とみたと
きの $S_{1}$ は $\{(\lambda(h),$ $x(t;h))\}$ で尽きている. ただし, ここで $x(t;h):=2 \sin^{-1}(\sin\frac{h}{2} sn(2K(\sin\frac{h}{2})t, \sin\frac{h}{2}))$.
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3 逆分岐変換の計算法

前節で述べたように, 定理 2.1は分岐逆変換の計算法に言及しない. 本節では, 関数
$\lambda=\lambda(h)\in \mathcal{M}^{1,\alpha+\frac{1}{2}}(I)_{\eta}$ が与えられたときに $\lambda$ の逆分岐変換 $\mathcal{B}^{-1}\lambda$ を求める 1つの方法
を述べる. 以下において $I=[0, B],$ $B>0$ とする.
まず, $F(x):= \int_{0}^{x}$ $\xi$f $(\xi$ $)$礎, $0\leq x\leq B$ とするとき, $\mathcal{B}f=\lambda$ $F$は

$\int_{0}^{h}\frac{d\xi}{\sqrt{F(h)-F(\xi)}}=\sqrt{\frac{1}{2}\lambda(h)}$ , $0\leq h\leq B$ (3.1)

と同値であることに注意する. $f>0$ より $F(x)$ は ($x=0$ 以外で正の) 単調増加関数で
あり, したがって, $y=F(x)$ は逆関数 $x=G(y)$ $(G(y)$ の定義域は $0\leq y\leq F(B)=$

$\int_{0}^{B}vf(v)dv)$ をもつ. したがって, (3.1) を $\eta=F(\xi)$ で置換して

$\int_{0}^{F(h)}\frac{G’(\eta)}{\sqrt{F(h)-\eta}}d\eta=\sqrt{\frac{1}{2}\lambda(h)}$ , $0\leq h\leq B$

となる. すなわち, $y=F(h)$ として

$\int_{0}^{y}\frac{G’(\eta)}{\sqrt{y-\eta}}d\eta=\sqrt{\frac{1}{2}\lambda(G(y))}$ , $0\leq y\leq C$ (3.2)

が得られる. ただし, ここで $C:=F(B)$ とおいた. $xarrow 0$ のとき $F(x)\sim$ 正定数 $\cross x^{2}$ で

あるから, $yarrow 0$ のとき, $G(y)\sim$ 正定数 $\cross\sqrt{y}$ である.
逆に, ある定数 $C>0$ に対し, $(0, C]$ 上の微分可能な ($y=0$以外で正の) 単調増加関

数 $x=G(y)$ で $yarrow 0$ のとき, $G(y)\sim$正定数 $\cross\sqrt{y}$ となっている関数 $G(y)$ が $\lambda(h)$ に対し
(3.2) をみたすとすると, $x=G(y)$ の逆関数 $F(x)$ $(F(x)$ の定義域は $0\leq x\leq B=G(C))$

は (3.1) をみたし, したがって, $f(x);=F’(x)/x$ は $\mathcal{B}f=\lambda$ をみたす. すなわち, $f=\mathcal{B}^{-1}\lambda$

となる\dagger .

例 31 関数 $\lambda(h)=2(h+1)^{2},$ $h\geq 0$ の逆分岐変換 $\mathcal{B}^{-1}\lambda$ を求めてみよう. このとき,
(3.2) は

$\int_{0}^{y}\frac{G’(\eta)}{\sqrt{y-\eta}}d\eta=G(y)+1$ (3.3)

となる. これより

$\frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{dz}{\sqrt{y-z}}\int_{0}^{z}\frac{G’(\eta)}{\sqrt{z-\eta}}d\eta=\frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{G(z)}{\sqrt{y-z}}dz+\frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{dz}{\sqrt{y-z}}$

である\dagger \daggerが, 左辺は $\int_{0}^{y}G’(\eta)d\eta$ に等しいので, $G(O)=0$ を考慮して

$G(y)- \frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{G(z)}{\sqrt{y-z}}dz=\frac{2}{\pi}\sqrt{y}$ $($3.4 $)$

$\dagger_{f(G(y))=(G(y)G’(y))^{-1}}$ であることに注意. また, (11) の非線形項 $xf(x)$ は $F’(x)$ で与えられる.
\dagger \dagger Abel の積分方程式を解くのと同じ方法 (たとえば [7, 第 1章] を参照) であり, $\frac{1}{2}$ 回積分することに

相当する.
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が得られる. この方程式は第 2種 Volterra積分方程式であり, 積分作用素 $K$ を

$(K \varphi)(y)=\frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{\varphi(z)}{\sqrt{y-z}}dz$

で定義するとき, $G(y)= \sum_{n=0}^{\infty}K^{n}(\frac{2}{\pi}\sqrt{y})$ と解かれる\dagger . $K^{n}$ は具体的に計算ができて

$(K^{n} \varphi)(y)=\frac{c_{n}}{\pi}\int_{0}^{y}(y-\eta)\tau^{-1_{\varphi(\eta)d\eta}}n$ ,

となるので

ら $=\{(\frac{2}{\pi})^{j-1}\pi J\frac{\frac{1}{j-3)|!(j_{1}-1)!}}{(2}\neg-1,n=n=2j-2j,1$

$G(y)= \frac{2}{\pi^{2}}\sum_{n=0}^{\infty}c_{n}\int_{0}^{y}(y-\eta)^{\frac{n}{2}-1}\eta^{\frac{1}{2}}d\eta=\frac{2}{\pi^{2}}\sum_{n=0}^{\infty}c_{n}B(\frac{3}{2},$ $\frac{n}{2})y^{\frac{n+1}{2}}$

$= \sum_{j=1}^{\infty}\frac{2}{\pi^{2}}c_{2j-1}B(\frac{3}{2},$ $\frac{2j-1}{2})y^{j}+\sum_{j=0}^{\infty}\frac{2}{\pi^{2}}c_{2j}B(\frac{3}{2},j)y^{;+\frac{1}{2}}$

$= \sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{j!}(\frac{y}{\pi})^{j}+\frac{2}{\pi}\sqrt{y}\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{(2j+1)!!}(\frac{2}{\pi}y)^{j}$

と計算される $\dagger f$ . したがって, Kummer の合流形超幾何関数

$1F_{1}(1, \frac{3}{2};z)=\sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{(2j+1)!!}(2z)^{j}=\frac{1}{2}e^{z}\sqrt{\frac{\pi}{z}}$Erf $\sqrt{z}$ $( Erfz=\frac{2}{\sqrt{\pi}}\int_{0}^{z}e^{-t^{2}}dt)$

を用いて

$G(y)=e^{f} \pi-1+\frac{2}{\pi}\sqrt{y}1F_{1}(1, \frac{3}{2};_{\pi}^{g})=e^{A}\pi(1+$ Erf $fl_{\pi})-1$

と書ける. $G(y)$ は任意の $C>0$ に対し $[0, C]$ 上の単調増加関数で $G(y) \sim\frac{2}{\pi}(yarrow 0)$ を
みたす. 関数

$w=e^{z}(1+ \frac{1}{\sqrt{\pi}}\int_{0}^{z}\frac{e^{-s}}{\sqrt{s}}ds)$

の逆関数を $z=\ell(y)$ で表すと $F(x)=\pi\ell(x+1)$ が $G$ の逆関数となる. これより, $f(x)=$
$F^{f}(x)/x$ とすると任意の $B>0$ に対し $f\in \mathcal{M}^{1,\alpha}[0,$ $B]_{I}$ である. このようにして $f=\mathcal{B}^{-1}\lambda$

が決定される. $f$ のグラフは $\{((G(y)G^{f}(y))^{-1}, G(y)):0\leq y\leq C\}$ で与えられる. これ
を描いたものが次頁の Figure4である.
なお, この例の $f$ による $xf(x)$ は周期 $T$ と振幅 $A$ が 1次関係 $T=2(A+1)$ をもつ非

線形振動の非線形項を与える.

$\dagger$たとえば [7, 第 2章] 参照.
$\dagger\uparrow B(\cdot,$ $\cdot)$ は Beta 関数
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Figure 4: $\lambda(h)=2(h+1)^{2}$ のとき.

例 32 関数 $\lambda$ を $\lambda=$ $\lambda$ (ん) $=2(2- \frac{1-h}{}2,$ $(0\leq h<1)$ で与える. このとき,
(3.2) は

$\int_{0}^{y}\frac{G^{f}(\eta)}{\sqrt{y-\eta}}d\eta=2-\sqrt{1-G(y)}$

となる. $0\leq y\leq C$ で $0\leq G(y)\leq 1$ であり, そこにおいて $G(y)$ が単調増加であるよう
な $G$ を求めたい. $\sqrt{1-G(y)}=H(y)$ と変換すると $0\leq y\leq C$ で $0\leq H(y)\leq 1$ であり,
そこにおいて $H(y)$ は単調減少であり

$H(y)-2 \int_{0}^{y}\frac{H(\eta)H’(\eta)}{\sqrt{y-\eta}}d\eta=2$

となる. (3.3) から (3.4) を導いたのと同様の計算をして

$H(y)^{2}- \frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{H(z)}{\sqrt{y-z}}dz=1-\frac{4}{\pi}\sqrt{y}$ (3.5)

が得られる.

補助定理 33 積分方程式 (3.5) は $[0, \exists y_{*}](y_{*}>0)$ で $0\leq H(y)\leq 1$ をみたす連続解を
ただ 1つもつ. 解 $H(y)$ は漸化式

$H_{0}(y)=1$ ,

$H_{n}(y)=( \frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{H_{n-l}(z)}{\sqrt{y-z}}dz+1-\frac{4}{\pi}\sqrt{y})^{1/2}$ , $n=1,2,$ $\cdots$ (3.6)

で定まる単調減少関数列 $\{H_{n}(y)\}$ の極限として得られ, $(0,y_{*})$ で微分可能で $H’(y)<0$
をみたす.
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証明 $H(y)$ と $\tilde{H}(y)$ を $[0, y_{*})$ で定義された (3.5) の正値解とすると,

$\tilde{H}(y)^{2}-H(y)^{2}=\frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{\tilde{H}(z)-H(z)}{\sqrt{y-z}}dz\leq 0$ , $0\leq y<y_{*}$

が成り立っ. よって, $\tilde{H}(y),$ $H(y)\geq m>0$ のとき

$2m| \tilde{H}(y)-H(y)|\leq\int_{0}^{y}\frac{|\tilde{H}(z)-H(z)|}{\sqrt{y-z}}dz$

となる. これに Gronwa11型の不等式 ([7][補題 26] 参照) を適用して $\tilde{H}(z)-H(z)=0$
が得られる.
さて, 逐次近似 (3.6) で関数列 $\{H_{n}(y)\}$ を定義する. ただし, $H_{n}(y)$ を (3.6) の右辺

の括弧内が非負の範囲 $0\leq y\leq$ 腕で定義し, 便宜上, $y\geq y_{n}$ では $H_{n}(y)=0$ とする.
$H_{1}(y)$ を計算すると

$H_{1}(y)=\sqrt{1-\frac{2}{\pi}\sqrt{y}}$ , $0 \leq y\leq y_{1}:=\frac{\pi^{2}}{4}$ , $H_{1}(y)=0$ , $y\geq y_{1}$

である. 明らかに $H_{1}(y)\leq H_{0}(y)$ である. いま, $H_{n}(y)\leq H_{n-1}(y)$ を帰納法の仮定とす
ると、

$H_{n+1}(y)^{2}-H_{n}(y)^{2}= \frac{1}{\pi}\int_{0}^{y}\frac{H_{n}(z)-H_{n-1}(z)}{\sqrt{y-z}}dz\leq 0$, $0\leq y\leq y_{n}$

により $H_{n+1}(y)\leq H_{n}(y)$がしたがう. よって $y_{n}+i\leq y_{n}$ も得られる. これより, 数列 $\{y_{n}\}$

および $y\geq 0$ における関数列 $\{H_{n}(y)\}$ は $n$ について単調減少である. 一方, 漸化式 (3.6)
において括弧内の第 1項 (積分項) は非負であるから $H_{n}(y)^{2}\geq 1-\underline{4}\sqrt{y}(0\leq y\leq\underline{\pi^{2}})$

$\pi$ 16である. よって, $H_{L}(y)$ を

$H_{L}(y)=\sqrt{1-\frac{4}{\pi}\sqrt{y}}$, $0 \leq y\leq y_{L}:=\frac{\pi^{2}}{16}$ , $H_{L}(y)=0$ , $y\geq y_{L}$

で定義するとき, 任意の $n$ に対し $H_{n}(y)\geq H_{L}(y)$ および $y_{n}\geq y_{L}$ がしたがう. こうして,
数列 $\{y_{n}\}$ および関数列 $\{H_{n}(y)\}$ は単調減少で下に有界であることが示され, よって, 関
数列 $\{H_{n}(y)\}$ の極限 $H(y):= \lim_{narrow\infty}H_{n}(x)$ が存在する. $y_{*}:= \lim_{narrow\infty}y_{n}(x)$ とするとき $H(y)$

は $[0, x_{*}]$ で定義されそこにおいて (3.5) をみたす. $H(y)$ は $[0, x_{*})$ で正値であり, $y_{*}$ で零
になる.

$H_{n}(x)$ を $0<y<y_{*}$ で微分可能と仮定すると

$H_{n+1}(y)^{2}= \frac{2}{\pi}\int_{0}^{y}H_{n}’(z)\sqrt{y-z}dz+1-\frac{2}{\pi}\sqrt{y}$ (3.7)

となり $H_{n+1}(x)$ もそこで微分可能であることがわかり, さらにそこで $H_{n}’(y)<0$ と仮
定すると上を微分して $H_{n+1}^{f}(y)<0$ であることがわかる. したがって, 帰納法により,
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$H_{n}(x)$ は $(0, y_{*})$ で微分可能で $H_{n}’(x)<0$ である. また, $0<y<y_{*}$ に対し (3.7) を微分
して $n+1$ を $n$ に変えたものとを辺々引き算して $H(y)\leq H_{n}(y)$ を用いて

$H(y)(H_{n+1}’(y)-H_{n}’(y))\leq H_{n+1}(y)H_{n+1}’(y)-H_{n}(y)H_{n}’(y)$

$= \frac{1}{2\pi}\int_{0}^{y}\frac{H_{n}’(z)-H_{n-1}’(z)}{\sqrt{y-z}}dz$

が得られ, これより $H_{n}’(y)$ は $[0, y_{*}]\ovalbox{\tt\small REJECT}$こおいて広義一様収束することが示される. したがっ
て, $H(y)$ は $(0, y_{*})$ で微分可能である. また, (3.5) を (3.7) を得たのと同様にして変形し
て微分することにより $(0, y_{*})$ において $H’(y)<0$ となることが示される. 証明終.

積分方程式 (3.5) の解 $H(y)$ は西のべき級数として

$H(y)= \sum_{n=0}^{\infty}a_{n}y^{\frac{n}{2}}$ (3.8)

と表示される. 係数 $\{a_{n}\}$ は

$a_{0}=1$ , $a_{1}=- \frac{1}{\pi}$ , $a_{n}=- \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n-1}a_{i}a_{n-i}+\frac{1}{2\pi}B(\frac{1}{2},$ $\frac{n+1}{2})a_{n-1}$ , $n\geq 2$

で帰納的に定まる. 容易にわかるように, $n\geq 1$ に対し $a_{n}<0$ である. このべき級数の
係数 $a_{n}$ を

$\sqrt{1-\frac{4}{\pi}\sqrt{y}}=\sum_{n=0}^{\infty}b_{n}y^{\frac{n}{2}}$ , $b_{0}=1$ , $b_{1}=- \frac{2}{\pi}$ , $b_{n}:=-( \frac{2}{\pi})^{n}\frac{(2n-1)!!}{n!}$ , $n\geq 2$

の係数 $b_{n}$ と比較すると, $n\geq 1$ に対し $2|a_{n}|\leq|b_{n}|$ が成り立っ. 実際 $2|a_{i}|\leq|b_{i}|$ が

$i=1,2,$ $\cdots,$ $n-1$ で成り立って $A$・るとすると, $n\geq 2$ に対し $\sum_{i=1}^{n-1}b_{i}b_{n-i}=-2b_{n}$ および

$B( \frac{1}{2}, \frac{n+1}{2})\leq\frac{2(2n-1)}{n}$ が成り立っことに注意して, $n\geq 2$ のとき

$2|a_{n}|= \sum_{i=1}^{n-1}a_{i}a_{n-i}+\frac{1}{\pi}B(\frac{1}{2},$ $\frac{n+1}{2})|a_{n-1}|$

$\leq\frac{1}{4}\sum_{i=1}^{n-1}b_{i}b_{n-i}+\frac{1}{2\pi}\frac{2(2n-1)}{n}|b_{n-1}|$

$=- \frac{1}{2}b_{n}+\frac{1}{\pi}\frac{(2n-1)}{n}(\frac{2}{\pi})^{n-1}\frac{(2n-3)!!}{(n-1)!}=-b_{n}$

となるから, $2|a_{n}|\leq|b_{n}|$ がしたがう. これより

$\sum_{k=0}^{n}a_{k}y^{k}\pi\geq\frac{1}{2}+\frac{1}{2}\sqrt{1-\frac{4}{\pi}\sqrt{y}}$
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となるので $\sum_{k=0}^{n}a_{k}y^{\frac{k}{2}}$ は単調 (減少) に (3.8) の $H(y)$ に収束する. そして, 係数 $\{a_{n}\}$ の

作り方から $H(y)$ は $y\leq y_{*}$ において (3.5) をみたす.
したがって, (3.8) より,

$G(y):=1-H(y)^{2_{=\frac{2}{\pi}y\tau-\sum_{n=2}^{\infty}}^{1}}( \sum_{i=1}^{n}a_{i}a_{n-i})y^{n}\tau$

$= \frac{2}{\pi}y^{1}z-\sum_{n=2}^{\infty}\frac{1}{\pi}B(\frac{1}{2},$ $\frac{n+1}{2}I^{a_{n-1}y^{\frac{n}{2}}}$

となり, $G(y)$ が求まる. しかしながら, この例に対する $f$ が $B$ の限界である $h=1$ にお
いてどのような挙動をするのかを調べるには, 別の解析が必要となる.
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