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概要

2004年 論文 [51] で 再生核の理論をチコノブ正則化法に応
用して、 チコノブ正則化法における極値関数の新しい表現公式を導
いて以来、 共同研究者の松浦勉氏とともに、 いろいろな問題の解を
計算機に載せて、 具体的に計算機画面上に実現する研究を行なって
きた。 難問とされてきた熱伝導における逆問題の解を 計算機画
面上に実現することにも成功した。そこで、 いろいろな微分方程式
の解の構成方法なども導いてきた: すなわち、 ボアソン方程式の
解、 デリクレ問題の解、特異積分方程式の解法、変数係数の線形微
分方程式の解 の解法などである。

有名な難問の例である ラプラス変換の実逆変換の構成 にも、

藤原宏志、 澤野嘉宏氏などの協力で成功している。特に この難解
な場合には 無限精度の概念に基づく、多倍長の概念を実現する
藤原氏の強力な計算法 が必要である事が明らかになってきている。
そこで、 これら一連の研究の背景と具体的な成果を報告して、専門
家の助言を求めた。

最近は、 連立非線形方程式の解の 具体的な表現公式 を導く
事にも、 博士課程の学生 山田正人氏と成功しているので、それら
の成果についても [52,53] に基づいて報告し、 いろいろな助言を頂
いた。
詳しい内容については 文献の論文を参照して下さい。 ここで

は、 一般論の数学的な理論部分を主に述べる。

1 再生核ヒルベルト空間
まず、 ヒルベルト空間の枠内で線形写像を考えると, 自然に再生核の理

論に結び付く事実をみ, 再生核の理論が基本的な数学であることを示す.
$\mathcal{F}(E)$ を任意の集合 $E$ 上で定義されるすべての複素数値関数の作る線
形空間とする. $\mathcal{H}$ を内積 $(\cdot,$ $\cdot)_{\mathcal{H}}$ が入っているヒルベルト空間とする. $h$ :
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$Earrow \mathcal{H}$ を $\mathcal{H}$ に値をとる $E$ 上の任意に固定された写像とする. このと
き, 次で定義される $f\in \mathcal{H}$ から $\mathcal{F}(E)$ への線形写像 $L$ を考えよう:

$f(p)=(Lf)(p)=(f, h(p))_{\mathcal{H}}$ . (1)

線形写像 (1) における最も基本的な問題は, $f(p)$ が $L$ の像であること
の特徴づけで, 次に入力 (原因) $f$ と出力 (結果) $f(p)$ の間の関係であ
ろう.

これらの問題を解く鍵は $E\cross E$ 上で定義される複素数値関数

$K(p, q)=(h(q), h(p))_{\mathcal{H}}$ (2)

を考えることである. $\mathcal{R}(L)$ で $\mathcal{H}$ の $L$ による像である $E$ 上の関数の全
体を表す. そこに

$\Vert f\Vert_{\mathcal{R}(L)}=\inf\{\Vert f\Vert_{\mathcal{H}};f=Lf\}$ (3)

で定義されるノルムを導入すると, このノルムから導かれる内積によって
像関数空間はヒルベルト空間を構成する. 正確には

定理 1 (3) で $\mathcal{R}(L)$ にノルムが定義され, ノルムから内積も定義されて
空間衆 (L), $(\cdot,$ $\cdot)_{\mathcal{R}(L)}]$ はヒルベルト空間になる. (2)で定義される $K(p, q)$

は次の性質をもつ.
(i) 任意の $q\in E$ に対して, $K(p, q)$ は $p$ の関数として $\mathcal{R}(L)$ に属

する,
(ii) 任意の関数 $f\in \mathcal{R}(L)$ と任意の $q\in E$ に対して, $f(q)=$

$(f(\cdot), K(\cdot, q))_{\mathcal{R}(L)}$ . ここで, (i) と (ii) を満たす関数 $K(p, q)$ は $\mathcal{R}(L)$ に

おいて一意に定まる. さらに $L$ が $\mathcal{H}$ から $\mathcal{R}(L)$ の上への等距離写像にな
るための完全条件は $\{h(p);p\in E\}$ が $\mathcal{H}$ において完全であることである.

関数 $K(p, q)$ の性質 (i) と (ii) はヒルベルト空間 $\mathcal{R}(L)$ における $K(p, q)$

の再生性と呼ばれ, この関数 $K(p, q)$ を再生核という. これは (ii) で内
積の中の関数 $f$ が内積をとった後にそのまま出てきているためである.
このような再生核を持つヒルベルト空間を再生核ヒルベルト空間といい,
RKHS (reproducing kernel Hilbert space) と略記する. 実は再生核を持つ
ヒルベルト空間は定理 1におけるように線形写像とは無関係に二次正定
符号関数という性質 ((2) はそういう性質を持っている) を持つ核 $K(p, q)$

自身からそれを再生核に持つヒルベルト空間として唯一つに固有に定ま
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る. $K(p, q)$ から唯一つに定まるので $H_{K}$ と記すと (1) の像関数空間は
(2) の関数によって唯一つに定まる再生核を持つヒルベルト空間として
$\mathcal{R}(L)=H_{K}$ として特徴づけられる. この視点から定理 1は次のように述
べられる.

定理 2 線形写像 (1) における $\mathcal{H}$ の像関数空間 $\{f(p)\}$ は (2)で定義さ
れる $K(p, q)$ を再生核に持つヒルベルト空間 $H_{K}$ として特徴づけられる.
このとき不等式 $\Vert f\Vert_{H_{K}}\leq\Vert f\Vert_{\mathcal{H}}$ が成り立つ. さらに, 任意の $f\in H_{K}$

に対して, 次の性質を持つ唯一つの $\mathcal{H}$ の元 $f^{*}$ が存在する :
$E$ 上 $f(p)=(f^{*}, h(p))_{\mathcal{H}}$ かっ $\Vert f\Vert_{H_{K}}=\Vert f^{*}\Vert_{\mathcal{H}}$ .

線形写像の像が再生核を持つヒルベルト空間として特徴づけられる事
実は, 再生核の理論が線形代数学のように基本的で普遍的な数学の基礎に
なることを示している.
線形写像の逆写像
線形写像 (1) の逆写像を考えよう. 解析学における多くの場合に成り立
つ逆変換公式を導くためにヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ と $H_{K}$ が $T$ と $E$上の積分
で次のように表現されているとする: $\mathcal{H}=L_{2}(T, dm),$ $H_{K}\subset L_{2}(E, d\mu)$ .

(それぞれ $dm,$ $d\mu$可測集合丁, $E$ 上の $dm,$ $d\mu-L_{2}$ 可測関数の作るヒル
ベルト空間) それゆえに, 積分変換

$f(p)= \int_{T}F(t)\overline{h(t,p)}dm(t)$ (4)

を考える. ここで, $h(t,p)$ は $T\cross E$ 上 $h(\cdot,p)\in L_{2}(T, dm)$ を満たす複素
数値関数で, $F$ は $F\in L_{2}(T, dm)$ . 対応する再生核は

$K(p, q)= \int_{T}h(t, q)\overline{h(t,p)}dm(t)$ on $E\cross E$ .

再生核ヒルベルト空間 $H_{K}$ は $L_{2}(E,$ $d\mu)$ のノルムでノルムが表現されて

いる. これらの条件の下で次を得る.

定理 3 次を満たす $E$ の近似列 $\{$EN $\}$荒 1がとれるとする: $(a)$ $E_{1}\subset$

$E_{2}\subset\cdots\subset\cdots,$ $(b)$ $\bigcup_{N=1}^{\infty}E_{N}=E,$ $(c)$ $\int_{E_{N}}K(p,p)d\mu(p)<\infty$ , $(N=$

$1,2,$ $\ldots)$ .
そのとき, $f\in H_{K}$が任意の $N$に対して $\int_{E_{N}}f(p)h(t,p)d\mu(p)\in L_{2}(T, dm)$

ならば,
$\{\int_{E_{N}}f(p)h(t,p)d\mu(p)\}_{N=1}^{\infty}$ (5)

は, (4) に対する定理 2の $F^{*}$ に $L_{2}(T, dm)$ ノルムの意味で収束する.
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線形システムの同定
定理 2において, 逆に等距離写像 (線形の仮定は不要) $\tilde{L}$ が $E$ 上で定

義された再生核 $K(p, q)$ を持っ再生核ヒルベルト空間 $H_{K}$ とヒルベルト
空間 $\mathcal{H}$ の間にあれば, 等距離写像と再生核を用いて 線形システム関数
( $\tilde{L}$ の生成ベクトルと呼ばれる)

$g_{\tilde{L}}(q)=\tilde{L}K(\cdot, q)$ (6)

で等距離写像 $\tilde{L}$ の逆写像は線形写像になり, それは次のように表現できる :
定理 4

$f(p)=(f,g_{\tilde{L}}(p))_{\mathcal{H}}$ , for $f\in \mathcal{H}$ (7)
に対して $\Vert f\Vert_{H_{K}}=\Vert f\Vert_{\mathcal{H}}$ . 線形写像 (7) は等距離写像 $\tilde{L}$ の逆写像を与え,
$\{g_{\tilde{L}}(p);p\in E\}$ は $\mathcal{H}$ で完全である.

ここで考えられた逆写像の公式 定理 3は, (4) のとき, 積分方程式の
基本形であるいわゆるフレッドホルムの第一種積分方程式において, 新
しい視点と解法を与える. この解は, 次の特徴を持っている.

(1) 個々の積分核によって固有に定まる像空間である再生核ヒル
ベルト空間 $H_{K}$ を用いて求められる.

(2) 一般には, もとの空間 $\mathcal{H}$ での, ノルム収束の形で求められる.
(3) 最小ノルムを持つ $f^{*}$ が求められる.
(4) 不適切な問題が適切な問題の形で求められる.
一般に, 線形問題で, 解の存在が言えないとき, 解の一意性が成り立
たないとき, そして逆写像の連続性が成り立たないとき, 問題は何れの
場合にもアダマールの意味で不適切であるという. そして線形写像 (1) は
不適切問題の典型的な場合とされてきた. ここでの像関数空間の特徴づ
けは, 解の存在を保証し, 定理 2で述べられているように最小ノルムを
持つ逆と等距離同型写像であることは, 最小ノルムをもつ解を考えれば,
解の一意性が言え, 逆写像の連続性が保証されることを示している. し
かし, これはあくまでも数学的, 理論的な視点であって, 自然現象が線
形システムとして記述されていると仮定しても観測量は離散な有限個の
点での値であることが多いので, 具体的な扱いにおいては, 困難な問題
に直面する. それで, 逆問題における不適切問題 (ill-posed problem) と

いう研究分野がある. 特に, 実際に現れる線形システムの場合には, デー
タに誤差などが含まれるので, 数値解析的な扱いには以下の考え方が必要
である.
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関数の最良近似
まず, 以下, $L$ を再生核ヒルベルト空間 $H_{K}$ から任意のヒルベルト空間

$\mathcal{H}$ への有界線形作用素とする. 次の近似問題は, 最小 2乗近似として古く
から考えられているように極めて基本的な問題である : $\mathcal{H}$ の任意の元
$d$ に対して

$\inf_{f\in\kappa}\Vert Lf-d\Vert_{\mathcal{H}}$ . (8)

しかしながら, この問題は無限次元のヒルベルト空間の場合には Moore
Penrose一般逆の考えに至るが, 一般逆は定理 1の方法で次のように複雑
な構造を持つことが分かる :

定理 5([1 $7J)\mathcal{H}$ の元 $d$ に対して,

$\inf_{f\in H_{K}}\Vert Lf-d\Vert_{\mathcal{H}}=\Vert L\tilde{f}-d\Vert_{\mathcal{H}}$ (9)

を満たす $H_{K}$ の関数 $\tilde{f}$ が存在するための完全な条件は

$k(p, q)=(L^{*}LK(\cdot, q), L^{*}LK(\cdot,p))_{H_{K}}$

を再生核に持つ再生核ヒルベルト空間 $H_{k}$ に対して,

$L^{*}d\in H_{k}$ (10)

となることである. さらに, (9) を満たす関数 $f$ が存在するとき, $H_{K}$ の

中で最小のノルムを持つ関数が唯一つ存在して, その関数たは次のよう
に表される :

$f_{d}(p)=(L^{*}d,$ $L^{*}LK(\cdot,$ $p))_{H_{k}}$ on E. (11)

ここで, $L$の共役作用素 $L^{*}$ は, $(L^{*}d)(p)=(L^{*}d, K(\cdot,p))_{H_{K}}=(d, LK(\cdot,p))_{\mathcal{H}}$

に注意すると, 知られている $d,$ $L,$ $K(p, q)$ と $\mathcal{H}$ で表されていることが分
かる. 定理 5から分かるように再生核ヒルベルト空間上の有界線形作用素
を考えると, (9) における最良近似問題の解の存在性をある程度具体的に
論じられ, 極値関数が存在する時にはその表現がきちんと与えられること
が分かり, 再生核の理論が近似問題において基本的な役割を果たすことが
分かる. また再生核ヒルベルト空間上の有界線形作用素の共役作用素が
具体的な表現を持つことは重要な意味を持つ. 関数んが方程式 $Lf=d$
における Moore–Penrose一般逆 $L^{\uparrow}d$ である. 定理 5から, 条件 (10) の判
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定が難しいから Moore-Penrose 一般逆は $d$ に誤差や雑音が含まれるよう
な実際的な場合には好ましくないことが分かる. そこで、 Tikhonov正
則化法の考えをとり入れよう.
スペクトル解析
[6] にしたがって、 良く研究されている必要な部分を準備しておこう.
コンパクト作用素 $L$ の場合には [7] を参照.

$\{E_{\lambda}\}$ を自己共役作用素 $L^{*}L$ のスペクトル族とする. $L^{*}L$ が連続な逆
を持つとき、

$(L^{*}L)^{-1}= \int\frac{1}{\lambda}dE_{\lambda}$ .

このとき、 Moore-Penrose 一般逆 (11) は

$f_{d}(p)= \int\frac{1}{\lambda}dE_{\lambda}L^{*}d$ .

$\mathcal{R}(L)$ が閉でなく、 $d\not\in \mathcal{D}(L^{\uparrow})$ , すなわち、 $Lf=d$ がMoore-Pemose
一般逆を持たないとき、 $\alpha>0$ をとり

$f_{d}$
,。

$(p)= \int\frac{1}{\lambda+\alpha}dE_{\lambda}L^{*}d$

を定義する. このとき、 $\Vert d-d^{\delta}\Vert_{\mathcal{H}}\leq\delta$ を満たす $d^{\delta}$ に対して、 $f_{d,\alpha}$ と

$f_{d_{2}\alpha}^{\delta}(p)= \int\frac{1}{\lambda+\alpha}dE_{\lambda}L^{*}d^{\delta}$

を次のように評価できる :

定理 6 $\mathcal{D}(L^{\uparrow})$ の元 $d$ に対して

$\lim_{\alphaarrow 0}(L^{*}L+\alpha I)^{-1}L^{*}d=\lim_{\alphaarrow 0}f_{d,\alpha}=f_{d}$ . (12)

さらに、

$\Vert Lf_{d,\alpha}-Lf_{d,\alpha}^{\delta}\Vert_{\mathcal{H}}\leq\delta$ , $\Vert f_{d,\alpha}-f_{d_{1}\alpha}^{\delta}\Vert_{H_{K}}\leq\frac{\delta}{\sqrt{\alpha}}$ .

定理 7 $\Vert d-d^{\delta}\Vert_{\mathcal{H}}\leq\delta$ を満たす $\mathcal{D}(L\dagger)$ の元 $d^{\delta}$ に対して関数 $f_{d\alpha}^{\delta}$

)

は次
の極値問題の一意の解である :

$\inf_{f\in H_{K}}\{\alpha\Vert f\Vert_{H_{K}}^{2}+\Vert d^{\delta}-Lf\Vert_{\mathcal{H}}^{2}\}$ . (13)
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もしも $\alpha=\alpha(\delta)$ が

$\lim_{\deltaarrow 0}\alpha(\delta)=0$ , $\lim_{\deltaarrow 0}\frac{\delta^{2}}{\alpha(\delta)}=0$

を満たせば、 このとき次が成り立つ :

$\lim_{\deltaarrow 0}f_{d_{J}\alpha}^{\delta}=f_{d}=L^{\uparrow}(d)$ . (14)

観測には誤差が含まれるから、 このような評価式は重要である.
Tikhonov 正則化法における極値関数の表現
我々の関心は抽象的な表現をもつ Tikhonov正則化法における極値関数

$f_{d_{2}\alpha}$ や $f_{d_{2}\alpha}^{\delta}$ の具体的な求め方である. 現在までのところ、 $L$ がコンパク
ト作用素の場合のみ 極値関数の表現が特異値分解を用いて与えられて
いるだけで、一般の有界線形作用素の場合には上記のような抽象的な表
現が与えられているだけである.
そこで、 再生核の理論を用いて一般的な場合に具体的な表現を与えよ

う このために

$K_{L}(\cdot,p;\alpha)=(L^{*}L+\alpha I)^{-1}K(\cdot,p)$

を定義し、 また任意の $\alpha>0$ に対して、 次で、 内積を導入する:

$(f,g)_{H_{K}(L;\alpha)}=\alpha(f,g)_{H_{K}}+(Lf, Lg)_{\mathcal{H}}$ . (15)

この内積で $H_{K}$ の関数からなる再生核ヒルベルト空間 $H_{K}(L;\alpha)$ をなす
ことが分かる. さらに、 次が言える :
定理 8 $([51J)$ Tikhonov 汎関数

$\inf_{f\in H_{K}}\{\alpha\Vert f\Vert_{H_{K}}^{2}+\Vert d-Lf\Vert_{\mathcal{H}}^{2}\}$ (16)

における極値関数 $f_{d,\alpha}(p)$ は $K_{L}(p, q;\alpha)$ を用いて

$f_{d_{2}\alpha}(p)=(d,LK_{L}(\cdot,p;\alpha))_{\mathcal{H}}$ (17)

と表される. ここで、 $K_{L}(p, q;\alpha)$ はヒルベルト空間 $H_{K}(L;\alpha)$ の再生核
で、 これは正則な方程式

$\tilde{K}(p, q;\alpha)+\frac{1}{\alpha}(L\tilde{K}_{q}, LK_{p})_{\mathcal{H}}=\frac{1}{\alpha}K(p, q)$ (18)

の解 $\tilde{K}(p,$ $q;\alpha)$ として定まる. ここで、

$\tilde{K}_{q}=\tilde{K}(\cdot, q)\alpha)\in H_{K}$ for $q\in E$ , $K_{p}=K(\cdot,p)$ for $p\in E$ .
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(17) で, $d$ が誤差や雑音を含むときには誤差評価が必要である.
について

これ

定理 9 $(f34J)$ . (17) において次の評価を得る :

$|f_{d_{i}\alpha}(p)| \leq\frac{1}{\sqrt{\alpha}}\sqrt{K(p,p)}\Vert d\Vert_{\mathcal{H}}$ .

この定理は良い近似を得るためには $\alpha$ を小さくとりたいが、 それはデー
タの誤差 $\Vert d\Vert_{\mathcal{H}}$ の関係で、 制限を受けることを意味している. これは間
違ったデータから真の解を得ることはできないから極めて自然なことを
述べている. ここで、 具体的な解法では予め $\alpha$ をどのくらいにとれば良
いか、 小さくとれる限界はどのようになるか等いろいろ難しいが、 重要
な問題があっていろいろな方法が提案されている. いつれにしても、 $\alpha$ を
いくつか取って、 対応する極値関数の様子を見ることが重要である. 感
覚的には、 $\alpha$ を次第にゼロに近づけていき、対応する極値関数がある関数
に近づくさまを見て、 逆にそれが乱れ出す前の $\alpha$ が、 $\alpha$ の取れる限界と
考えられる. これらの具体的な応用、 適用については最新の一連の論文
を参照して下さい.

2 熱伝導における逆問題の例
難問とされてきた熱伝導における逆問題の 我々の方法における解を

典型的な例として述べる.
$L_{2}(R^{n})$ 関数 $F$ の積分変換

$u_{F}(x,t)=(L_{t}F)(x)= \frac{1}{(4\pi t)^{n/2}}\int_{R^{n}}F(\xi)\exp\{-\frac{|\xi-x|^{2}}{4t}\}d\xi$ (19)

を考える. この表現が一般に初期条件 $u(x, 0)=F(x)$ を満たす熱方程式
$u_{t}(x,$ $t)=u_{xx}(x,$ $t)$ の解 $u(x,t)$ を与えるが、 この積分変換は数理物理で
極めて基本的で、 医学などでも盛んに問題にされている. 例えば $[$23] と
その文献を参照.

$n=1$ のとき 24年ほど前 ([14]) 定理 5の考えで, $u_{F}(x,$ $t)$ の関数の特徴
づけを関数の複素解析性を用いて与え、それがもとで関数の解析接続に
関する多くの具体的な公式を導き、 国際会議会議録なども関係者と発表
している ([18]). それを用いると複素関数を用いる逆変換は簡単である
が、 実数値のみを用いる逆変換は複雑な公式になり、 実軸上から関数の
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解析性を捉らえる必要がある. 例えばよく知られている次の公式は 無
限階数の微分を含んでおり実逆変換の困難性を良く示している : 有界
な連続関数 $F$ に対して $t=1$ のとき

$e^{-D^{2}}[(L_{1}F)(x)]=F(x)$ pointwisely on $R$

([9], p. 182). 再生核として全空間の Sobolev 空間の再生核を用いて結構
良い解を [41] で得たが, 意外なことに [38] で, 再生核ヒルベルト空間と
して強い条件を持つ解析関数からなる Paley-Wiener 空間を用いると各段
によい結果が得られることが分かった.

Paley-Wiener 空間については [21,8] を参照、 sampling theory とし
て、膨大な文献がある. この空間を近似関数に用いる方法は sinc method
と呼ばれている.

$L_{2}(R^{n}, (-\pi/h, +\pi/h)^{n}),$ $(h>0)$ 関数 $g$ のフーリエ変換

$f(z)= \frac{1}{(2\pi)^{n}}\int_{R}\chi_{h}(t)g(t)e^{-iz}.{}^{t}dt$

を考える. ここで、 $z=(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n}),$ $t=(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n}),$ $dt=dt_{1}\cdot dt_{2}$ .
. . $dt_{n},$ $z\cdot t=z_{1}t_{1}+\cdots+z_{n}t_{n}$ で $(-\pi/h, +\pi/h)$ の特性関数 $\chi$ に対して
$\chi_{h}(t)=\Pi_{\nu=1}^{n}\chi(t_{\nu})$ . 像空間は再生核

$K_{h}(z, \overline{u})=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int_{R}\chi_{h}(t)e^{-iz\cdot t}\overline{e^{-iu}.}{}^{t}dt=\Pi_{\nu}^{n}\frac{1}{\pi(z_{\nu}-\overline{u}_{\nu})}\sin\frac{\pi}{h}(z_{\nu}-\overline{u}_{\nu})$

を持ち、 Paley-Wiener 空間 $W_{h}$ を成し、 各 $\nu$ に対して、 ある定数 $C_{\nu}$ で

$z_{\nu}arrow\infty$ のとき

$|f(z_{1}, \ldots, z_{\nu}, z_{\nu+1}, \ldots,z_{n})|\leq C_{\nu}\exp(\frac{\pi|z_{\nu}|}{h})$ , $\int_{R}|f(x)|^{2}dx<\infty$

を満たす指数型の整関数からなる. このとき、 更に、 $j=(j_{1},j_{2}, \ldots,j_{n})\in$

$Z^{n}$ に対して等式

$\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int_{R}|g(t)|^{2}dt=h^{n}\sum_{j}|f(jh)|^{2}=\int_{R}|f(x)|^{2}dx$

が成り立っ. これは

$f(x)=(f( \cdot), K_{h}(\cdot,x))_{H_{K_{h}}}=h^{n}\sum_{j}f(jh)K_{h}(jh,x)=\int_{R}f(\xi)K_{h}(\xi,x)d\xi$

を意味し、全体 $f(x)$ が離散点 $\{f(jh)\}_{j}$ で表されることを意味する (sam-

pling theorem). $\{hj\}_{j}$ の有限個をとった場合の誤差評価については [17]
を参照. この空間を用いると次の定理が得られる :
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定理 10 ([381) 任意の $L_{2}(R^{n})$ 関数 $g$ と任意の $\alpha>0$ に対して,

$\inf_{F\in H_{K_{h}}}\{\alpha\Vert F\Vert_{H_{K_{h}}}^{2}+\Vert g-u_{F}(\cdot,t)\Vert_{L_{2}(R^{n})}^{2}\}$

$=\alpha\Vert F_{t)\alpha,h_{t}g}^{*}\Vert_{H_{K_{h}}}^{2}+\Vert g-u_{F_{t,\alpha,h,g}^{*}}(\cdot,t)\Vert_{L_{2}(R^{n})}^{2}$ (20)

の意味における最良近似関数 $F_{t_{l}\alpha,h,g}^{*}$ が唯一つ存在して、 それは

$F_{t,\alpha,h,g}^{*}(x)= \int_{R^{n}}g(\xi)Q_{t,\alpha,h}(\xi-x)d\xi$ (21)

と表される. ここで、

$Q_{t,\alpha,h}( \xi-x)=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int_{R^{n}}\frac{\chi_{h}(p)e^{-ip\cdot(\xi-x)}dp}{\alpha e^{|p|^{2}t}+e^{-|p|^{2}t}}$ .

$H_{K_{h}}$ の関数 $F$ に対して、 関数 $u_{F}(x, t)$ を考え、 $g$ として、 $u_{F}(\xi, t)$ を
考えれば $\alphaarrow 0$ のとき、 一様に $F_{t,\alpha,h,g}^{*}arrow F$

Sobolev 空間のときには, $\alpha=0$ のとき、 対応する (21) は存在しない
が ([49]), 現在の Paley-Wiener 空間 $W_{h}$ の場合には $\alpha=0$ に対して、
積分 (21) はそのまま存在する. すなわち、 定理 10 で, 結果は $\alpha=0$

に対して成り立つ. すなわち、 いまの場合、 Tikhonov 正則化法は必要
ないことが分かる. さらに、 $(L_{t}F_{t,0_{2}h,g}^{*})(x)=(g(\cdot), K_{h}(\cdot, x))_{L_{2}(R^{n})}$ から、
$(L_{t}F_{t,0,h,g}^{*})(x)$ は $g$ の Paley-Wiener空間 $W_{h}$ 上への直交射影で S, $F_{t_{2}0,h,g}^{*}$ と

$g$ の差 $\Vert L_{t}F_{t,0_{I}h_{r}g}^{*}-g\Vert_{L_{2}(R^{n})}$ を評価できる. もちろん $F_{t,0,h_{2}g}^{*}$ は任意の
$L_{2}(R^{n})$ 関数 $g$ と $W_{h}$ の関数 $F$ に対する方程式 $L_{t}F=g$ における Moore
Penrose一般逆である.

Sobolev 空間 $H_{S}$ と Paley-Wiener 空間 $W_{h}$ 何れの場合にも $\alphaarrow 0$ と
$harrow 0$ における収束性に興味があるが、 数値実験では、 30倍くらい
$harrow 0$ のときの収束の方が早くなっている. 一般の $L_{2}(R^{n})$ 関数 $g$ につ

いて、 誤差評価が確立され、見かけ上再現が実証されているので、熱伝
導における逆問題は一応の解決に達したと考える.

3 ラプラス変換の実逆変換
まずある自然な関数空間の関数 $F$ のラプラス変換

$( \mathcal{L}F)(p)=f(p)=\int_{0}^{\infty}e^{-pt}F(t)dt$, $p>0$
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の逆変換を求めよう. 一 より一般的な関数の場合には基本的な変換を
施して、 この関数空間に帰着させれば良い. 一 普通は複素関数として
の逆変換公式を考えるが、 しかし、 実正軸上の値のみを用いて逆変換を
求めたい多くの場合が存在する. これが実逆変換の問題で、解析関数を正
の実軸上の値で捉える必要があるので難問とされているものである. そ
の困難性は良く知られている公式

$n arrow\infty hm\frac{(-1)^{n}}{n!}(\frac{n}{t})^{n+1}f^{(n)}(\frac{n}{t})=F(t)$ , $\lim_{narrow\infty}\Pi_{k=1}^{n}(1+\frac{t}{k}\frac{d}{dt})[\frac{n}{t}f(\frac{n}{t})]=F(t)$

([13]) などから分かる. さらに、 [25] を参照. さらに大きな文献が
[27,18] にある. 特に解析接続との関連について [11,12] を参照.
まず有界線形作用素を考えるために、 自然な再生核空間を定める.
正の実軸 $R^{+}$ 上有限ノルム

$\{\int_{0}^{\infty}|F’(t)|^{2}\frac{1}{t}e^{t}dt\}^{1/2}$

を持ち、 $F(O)=0$ を満たす絶対連続関数 $F$ からなる再生核ヒルベルト
空間 $H_{K}$ を考える. この空間は再生核

$K(t, t’)= \int_{0}^{\min(t_{2}t’)}\xi e^{-\xi}\not\in$ (22)

を持つ. このとき、

$\int_{0}^{\infty}|(\mathcal{L}F)(p)p|^{2}dp\leq\frac{1}{2}\Vert F\Vert_{H_{K}}^{2}$ ; (23)

すなわち $H_{K}$ 上の $L_{2}(R^{+}, dp)=L_{2}(R^{+})$ への線形写像 $(\mathcal{L}F)(p)p$ は有界
である これから一般論にしたがって次を得る :

定理 11. 任意の $g\in L_{2}(R^{+})$ と任意の $\alpha>0$ に対して,

$\inf_{F\in H_{K}}\{\alpha\int_{0}^{\infty}|F’(t)|^{2}\frac{1}{t}e^{t}dt+\Vert(\mathcal{L}F)(p)p-g\Vert_{L_{2}(R^{+})}^{2}\}$

$= \alpha\int_{0}^{\infty}|F_{\alpha,g}^{*/}(t)|^{2}\frac{1}{t}e^{t}dt+\Vert(\mathcal{L}F_{\alpha_{2}g}^{*})(p)p-g\Vert_{L_{2}(R+}^{2})$ (24)

の意味における最良近似関数 $F_{\alpha_{2}g}^{*}$ が唯一つ存在して、次の表現を得る :

$F_{\alpha,g}^{*}(t)= \int_{0}^{\infty}g(\xi)(\mathcal{L}K_{\alpha}(\cdot,t))(\xi)\xi\not\in$ . (25)
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ここで、 $K_{\alpha}(\cdot, t)$ は次の関数方程式で定まる : $K_{\alpha,t’}=K_{\alpha}(\cdot, t’)$ , $K_{t}=$

$K(\cdot, t)$ に対して

$K_{\alpha}(t, t’)= \frac{1}{\alpha}K(t, t’)-\frac{1}{\alpha}((\mathcal{L}K_{\alpha,t’})(p)p, (\mathcal{L}K_{t})(p)p)_{L_{2}(R^{+})}$ . (26)

近似逆変換 $F_{\alpha,g}^{*}(t)$ を (25) を用いて求める. (26) の $t$ についてのラプラ
ス変換をとって、 変数 $t$ と $t’$ を変えて

$( \mathcal{L}K_{\alpha}(\cdot, t))(\xi)=\frac{1}{\alpha}(\mathcal{L}K(\cdot,t))(\xi)-\frac{1}{\alpha}((\mathcal{L}K_{\alpha_{2}t})(p)p, (\mathcal{L}(\mathcal{L}K.)(p)p))(\xi))_{L_{2}(R+})$ .
(27)

ここで、

$K(t,t’)=\{\begin{array}{l}-te^{-t}-e^{-t}+1 for t\leq t’-t’e^{-t’}-e^{-t’}+1 for t\geq t’.\end{array}$

$( \mathcal{L}K(\cdot,t’))(p)=e^{-t’p}e^{-t’}[\frac{-t’}{p(p+1)}+\frac{-1}{p(p+1)^{2}}]+\frac{1}{p(p+1)^{2}}$ .

$\int_{0}^{\infty}e^{-qt’}(\mathcal{L}K(\cdot,t’))(p)dt’=\frac{1}{pq(p+q+1)^{2}}$ .

ゆえに、 $(\mathcal{L}K_{\alpha}(\cdot, t))(\xi)\xi=H_{\alpha}(\xi, t)$ とおいて、第 2種フレッドホルム積分
方程式を得る :

$\alpha H_{\alpha}(\xi,t)+I_{0}^{\infty}H_{\alpha}(p,t)\frac{1}{(p+\xi+1)^{2}}dp=-\frac{e^{-t\xi}e^{-t}}{\xi+1}(t+\frac{1}{\xi+1}I+\frac{1}{(\xi+1)^{2}}\cdot$

この積分方程式を計算機を用いて一般的な方法で解いて ([36])、 また杉
原正顕氏たちの sinc method に基礎をおく方法 ([32])や近年無限精度の数
値計算の概念が提案され $([1,19])$ 、 その根幹をなす多倍長計算を用いる藤
原宏志氏たちの手法によって、従来にはない高精度かつ応用上は充分に
満足できる数値計算結果が得られた ([31]). なお、 この積分方程式の解
法においては 定着している高橋一森による DE formula と呼ばれる二
重指数関数による積分変数変換が用いられている ([22]). さらに驚くべ
きことには、 Kryzhniy によって難解な場合として提起された例、すなわ
ち超関数デルター関数のラプラス変換の逆変換の場合にも、 我々の方法
が超関数デルターを捉えていることである. これは、 同時に (24) の形で
の近似を考えているので、再生核ヒルベルト空間 $H_{K}$ で近似できるよう
な広い関数族に対して逆変換が有効に働くことを示している。 ラプラス
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変換についての 最近に至るまでの詳しい解説ついては この講究録の
藤原氏の論文を参照して下さい。
熱伝導における逆問題やラプラス変換の実逆変換には本質的な難しさが

あるが、 計算機の威力で解決できると考える. 熱伝導の場合、最も難しい
状況ではソポレフ空間を用いるとき、 $\alpha$ は $10^{-22}$ くらい、 Paley-Wiener
空間を用いるときには、 $h$ Ya 1/300くらいに、 ラプラス変換の実逆変換
で最も難しい状況で良い結果を得るためには $\alpha$ を $10^{-400}$ くらいにとる必
要があり、定理 15の観点から、それらの問題の難しさが良く理解できる.
多くの問題を我々の方法で解く焦点は 正則な関数方程式 (18) の解

法に移るが、 それは離散化をどのようにして具体的に行うかに関わる.
それは問題の設定に左右されるが、 $\mathcal{H}$ に完全正規直交基底が簡単な形で
とれる場合には、それを用いて、 そのフーリエ係数で離散化でき、その
ような構造が複雑な場合には空間の点列をとって、点列に関する帰納的
な方法で計算を実行できる. 計算機の進歩で相当な線形問題が具体的に
計算機に載って解決できる時代が近いのではないかと考える.

4 自然現象と数学

不可能と思われていたことを可能にした数学を, 具体的な問題に適用し
て世の中に直接貢献したいと思い, 工学部の先生たちとカメラに写ったひ
どくぼけた写真から元の人物像をできるだけ再生する研究を始めました.
ところがその第 1歩でつまずき, 次のような考えを持ち, 克服する方法

を考えました ([53]):
数学的な逆問題は, システムの入力と出力の物理的な明確な意味と物理
的な実現 (物理的な単位を含めて) が複雑であること, そしてより根本的
には, システムが解析的に (微分) 方程式や積分変換等で記述され, システ
ムが現実の複雑な法則とずれているという点において, しばしば抽象的,
いわば宙に浮いた理論になりがちである. そこで, これらの点を克服する
方法として, 入力, 出力を, 物理量を数値化した量として直接捉え, システ
ムが全く解析的には与えられない現実のシステムの場合に適用できる新
しい方法を提案した. 実際, この方法は, 線形システムが解析的には全く
分からなくても, システムを繰り返し利用して, 物理的に実現できる再
生核をシステムに通し, 実験値を用いることによってシステムの逆を構成
する方法であり, 一般的な方法として注目できると考える.
方法は Tikhonov正則化法と再生核の理論に基づく公式 (17) と (18) を
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用いるが, 得られた方法が実際に有効か否かは実験と実証によらなければ
ならないので, ラプラス変換等の数値実験の場合にもそうであったが, こ

のような研究を進めるためには多くの人に協力を求めなければならない
状況です.
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