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1 はじめに

係数行列が大規模非対称な連立一次方程式の数値解法として, 近年 $IDR(s)$ 法 [7] が提案され, わ
が国で特に注目を集めている. この解法は, IDR原理と呼ばれる新しい原理から導かれ, 理論的観
点からの特長「係数行列のサイズを $N\cross N$ するとき, $N+N/s$ 回の行列ベクトル積演算で真の解を
与える」をもち, また, 実際の問題を解く場面においても, 一般に, 既存の手法より収束性が良い
ことが実証されている. しかし, 同時に, 算法に使われる安定化多項式の次数が 1次に限定されて
いるため, 歪対称に近い係数行列を持つ連立一次方程式に対しては収束性が悪化することも指摘さ
れている. これに対して, 我々は, IDR原理を一般化し, 安定化多項式の次数が $L$ 次で, $N+N/s$
回の行列ベクトル積演算で真の解を与えるアルゴリズム $($一般化 $IDR(s,L)$ 法 $)$ を提案し, 実際に,

歪対称に近い係数行列を持つ連立一次方程式に対しても収束性が悪化しないことを示した [10].
一方, $IDR(s)$ 法が提案されて, すぐに, $IDR(s)$ 法は Bi-CG法と関連付けて解釈出来ることが示

された [5]. 論文 [5] では, block Krylov subspace[1] という概念を用いて, 高次元 shadow residual
を持つ Bi-CG 法が定義され, さらに, IDR(I) と Bi-CGSTAB の関係に対する深い洞察をもとに,
この高次元 shadow residual を持つ Bi-CG法に対して 1次の安定化多項式を付加したアルゴリズム
(論文中では Bi-CGSTAB$(s)$ 法と呼ばれている) が提案されている. そして, この Bi-CGSTAB$(s)$

法が $IDR(s)$ 法と等価であることが証明されている.
本稿では, 一般化 $IDR(s,L)$ 法についても Bi-CG 法と関連付けて解釈出来ることを示す. ただ

し, 論文 [5] で提案された高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法を用いることでは目標は達成さ
れず, 新しい高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法 (GBi-CG$(s)$ 法と命名する) を必要とする.
旦, これが出来てしまえば, $L$ 次の安定化多項式を付加する部分は, Bi-CG 法から Bi-CGSTAB$(L)$

法 (Bi-CG 法に $L$次の安定化多項式を付加したアルゴリズム) を導いたのと同様にーより複雑では
あるが, アイデアは同じ一安定化多項式を付加することができ, -般化 $IDR(s,L)$ 法と同じアルゴリ
ズムが導かれる. なお, このような導出の観点から, アルゴリズムを呼ぶとき, GBi-CGSTAB$(s,L)$

法と呼ぶことにする. このアルゴリズムは, 一般化 $IDR(s,L)$ 法と全く同じではあるが, 導出原理が
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全く違うので, 「名は導出原理を表す」 という意味で別名を付けておく.

本論文の構成は以下の通りである. 第 2章において, 既存研究である Bi-CG 法, Bi-CGSTAB$(L)$

法の説明を行う. 第 3章において, 高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法を定義し, 論文 [5] で提

案された高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法, 今回新たに提案する GBi-CG$(s)$ 法について説
明を行う. 第 4章においては, 3章で定義した新しい高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法に対
して, $L$ 次の安定化多項式を付加したアルゴリズム (GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法 $(=$ 一般化 $IDR(s,L)$ 法))
を導出する. 第 5章では, 数値実験結果を与える. 第 6章で結論と今後の課題を述べる.

$\blacksquare$記法と定義
以下論文を簡潔に記すために必要な, 記法と定義を記す. なお以下の定義に関しては, [5] の論文の
記法を参考にした.

記法 1. $\overline{R}\in \mathbb{C}^{Nxs}$ . $v\in \mathbb{C}^{N}$ として, もし $v$ が 1の列ベクトルすべてと直交している時, $v\perp\overline{R}^{2}$’と記

し, $v$ は $\overline{R}$ と直交しているという.

記法 2. $C$ を $N\cross s$行列とした時, $Ce_{j}$ $Ci=1,2,$ $\ldots,$
$s$) は $C$ の $j$ 番目の列ベクトルを表す.

記法 3. $u=v-C\beta$ といった, ベクトルの更新がこの論文においては, 重要な役目を果たしている.
ここで $u,$ $v$ は $N$次元ベクトル, $C$ は, $N\cross s$ 行列であり, $\beta$ は $s$ 次元の係数ベクトルである. $v,$ $C$ が

与えられている状態で, 更新後のベクトル $u$ が, $Nxs$ の行列 $\overline{R}$ と直交するように係数ベクトル $\beta$ を

定めた上で, ベクトル $u$ を更新するとき, 以下のように記述する:

$u=v-C\beta$ such that $u\perp\overline{R}$.
同様にして, 更新後のベクトルに, $A$ を作用させたベクトル $Au$ が $\overline{R}$ と直交するように係数ベクトル

$\beta$ を定めた上で, ベクトル $u$ を更新するときは, 以下のように記述する:

$u=\nu-C\beta$ such that $Au\perp\tilde{R}$.

定義 1. $B$ を $NxN$ の行列, $\tilde{R}$ を $N\cross s$ の行列とした時, 空間 $’\kappa_{k}(B,\overline{R})$ を以下のように定義する:

フ襖 k $(B, \overline{R})\equiv\{\sum_{j=0}^{k-1}B^{j}\tilde{R}\gamma_{j}|\gamma_{j}\in \mathbb{C}^{s}\}$ .

$s=1$ の時は, Krylov 部分空間そのものである. このように定義される Krylov 部分空間を block
Krylov subspaces と言う [1].

2 Bi-CG 法と Bi-CGSTAB$(L)$ 法

2.1 Bi-CG 法

Bi-CG 法は, $’\perp$ 簸 $(A8, \tilde{r}_{0}),$ $x_{k}\in\prime K_{k}(A, r_{0})$ となる解ベクトル $x_{k}$ と残差ベクトル $r_{k}$ を, 2組の 2

項漸化式によって求める方法である. 具体的には, 解ベクトルと残差ベクトルは以下のような漸化
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式によって更新される:

$\{\begin{array}{l}x_{k+1}=x_{k}+\alpha_{k}u_{k}\tilde{r}_{k+l}=\tilde{r}_{k}-\alpha_{k}A^{s}\tilde{u}_{k}\tilde{u}_{k+1}=\tilde{r}_{k+1}-\beta_{k+1}\tilde{u}_{k}\end{array}$

$r_{k+1}=r_{k}$ 一 $\alpha_{k}Au_{k}$ such that $r_{k+1}\perp\tilde{r}_{k}$ ,

$u_{k+1}=r_{k+1}-\beta_{k+1}u_{k}$ such that $Au_{k+1}\perp\tilde{r}_{k}$ ,
(1)

この漸化式によって生成される残差ベクトル $r_{k}$ , 補助ベクトル $u_{k}$ は以下の式を満たす:

$r_{k},Au_{k}\perp K_{k}(A^{*}, f_{0})$ . (2)

この関係式, 特に $r_{k}$ に関するものから, $k=N$ とすると $K_{N}(A^{*}, \tilde{r}_{0})=\mathbb{C}^{N}$ となり $r_{N}=0$, つまり
$k\leq N$ において解が求められることが導かれる. ただ, 上の式において, $\tilde{r}_{k}$ の更新には任意性が存在
する. q$\sim$k(のを最高次数の係数が $0$ でない $k$ 次の多項式として $\overline{s}_{k}:=\tilde{q}_{k}(A^{r})\tilde{r}_{0}$ と定義した時, $\tilde{r}_{k}$ を $\tilde{s}_{k}$

で置き換えたとしても以下の式で生成される残差ベクトルは, 式 (1) で生成される残差ベクトルと
一致することが知られている (但し, 丸め誤差は考えない):

$\{\begin{array}{l}r_{k+1}=r_{k}-\alpha_{k}Au_{k} such that r_{k+1}\perp\tilde{s}_{k},(3)u_{k+1}=r_{k+1}-\beta_{k+1}u_{k} such that Au_{k+1}\perp\tilde{s}_{k}.\end{array}$

この時, 式 (1) の係数 $\alpha_{k},\beta_{k+1}$ は以下によって計算できる:

(4)$\{_{\beta_{k+1}}^{\alpha_{k}}$
$= \frac{\frac{(r_{k},\tilde{s}_{k})}{\}_{Ar_{k+1_{1}}}^{Au_{k},\tilde{s}_{k})}(Au_{k},\tilde{s}_{k}’}s_{k})}{)}==\frac{\tau_{k}}{\mathcal{T}k+1}\frac{(r_{k+1},\tilde{s}_{k+1})}{(Au_{k},\tilde{s}_{k})}$

.

ただし, $\tau_{k}$ は多項式 $\tilde{q}_{k}(t)$ の最高次数の係数である.
現在よく用いられている Bi-CG 法を拡張した算法は, 上記の残の任意性および, ベクトルの内積
に関する以下の関係式を利用して導かれる :

$(r_{k},\tilde{s}_{k})=(r_{k},\tilde{q}_{k}(A^{*})\tilde{r}_{0})=(\tilde{q}_{k}(A)r_{k},\tilde{r}_{0}),$ $(Au_{k},\tilde{s}_{k})=(A\tilde{q}_{k}(A)u_{k},\overline{r}_{0})$ . (5)

実際, 以下の方針で Bi-CG 法を拡張することが可能である. (i) $r_{k},$ $u_{k},x_{k},\dot{s}_{k}$ の更新の代わりに,
$\tilde{q}_{k}(A)r_{k},\tilde{q}_{k}(A)u_{k}$,唾の更新を行う. 初期の shadow residual $\tilde{r}_{0}$ は更新しない. 穫は, 新たな残差
$\tilde{q}_{k}(A)r_{k}$ に対応する近似解とする. (ii) (i) において, 多項式 $\tilde{q}_{k}(A)$ は, 新たな残差の収束性を改善する
ように設定を行う. (iii) (i) の $\tilde{q}_{k}(A)r_{k},\tilde{q}_{k}(A)u_{k}$ の更新の中で, 多項式を除いた部分である $r_{k},$ $u_{k}$ の更
新に関しては, 式 (4), (5) より $\tilde{q}_{k}(A)r_{k}$, 4k(浸)uk, $\tilde{r}_{0}$ を使って, Bi-CG 法の係数 $\alpha_{k},\beta_{k+1}$ を算出する.
この方針により様々な解法が発見された [6, 8, 4, 11]. 次に, それらの解法の中で, 本論文と最も関

係のある Bi-CGSTAB$(L)$ 法について解説を行う.

2.2 $B|- CGSTAB(L)$ 法

Bi-CGSTAB$(L)$ 法は, Bi-CG法の残差ベクトルに高次の安定化多項式を付加した残差ベクトルを
算出するアルゴリズムである. 高次の安定化多項式は, 残差のノルムを局所的に最小化するように
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設定される. 以下, その概要を説明する. $k=mL$ とする. まず, $p_{i}(t)(i=1,2, \ldots)$ を $p_{i}(O)=1$ を満た

す $L$ 次の多項式と定義する. この時, $k$次の多項式 $Q_{k}$ を以下のように定義する:

$Q_{k}(t)=p_{m}(t)\ldots p_{2}(t)p_{1}(t)$ .

さらに, 前の章で定義した Bi-CG における残差ベクトル $\text{ァ_{}k}$ , 補助ベクトル $u_{k}$ をそれぞれ魂, $u_{k}^{B}$ と

置き直した上で, 以下の残差ベクトルと補助ベクトルを定義する:

$r_{k}\equiv Q_{k}(A)r_{k}^{B}$ , $u_{k-1}\equiv Q_{k}(\Lambda)u_{k-1}^{B}$ .
また, 解ベクトル晦は, 上記で定義した残差ベクトルァk に対応する近似解とする. Bi-CGSTAB$(L)$

法は, 初期の残差ベクトルと解ベクトルと補助ベクトルの組 $[r_{0}, x_{0}, u_{-1}]$ からスタートして,
$[r_{L},x_{L}, u_{L-l}],$ $[r_{2L},x_{2L}, u_{2L-1}],\ldots$ と, $L$ ごとに更新していく仕組みである. 1反復のアルゴリズムは,
前半は Bi-CG part, 後半は MR part と分かれている (図 1参照).

図 1 Bi-CGSTAB$(L)$ の 1反復

Bi-CG part では, Bi-CG 法における係数 $\beta_{k},$ $\alpha_{k},$ $\beta_{k+1},$ $\alpha_{k+1},\ldots$ , $\beta_{k+L-1},$ $\alpha_{k+L-1}$ の計算と, ベ

クトルの更新を行っていくことにより, 入力 $Q_{k}r_{k}^{B},$ $Q_{k}u_{k-1}^{B}$ に対して, $Q_{k}r_{k+L}^{B}$ , ..., $A^{L}Q_{k}r_{k+L}^{B}$ と

$Q_{k}u_{k+L-1}^{B},$ $\ldots,A^{L}Q_{k}u_{k+L-1}^{B}$ を出力する.

MR part は, Bi-CG part で得られたベクトルをもとに, $r_{k+L}$ と $u_{k+L-}[$ を構成する. その際に,
$p_{m+1}(t)=1-\gamma_{1’’}^{(t+1)}t-\cdots-\gamma_{L}^{(m+1),L}$ の係数 $\gamma_{1}^{(m+1)},$ $\ldots,\gamma_{L}^{(m+1)}$ を決める自由度が存在するが, $r_{k+L}$ のノ

ルムが最小になるように設定する. すなわち

find $\gamma_{1}^{(m+1)},$ $\ldots,\gamma_{L}^{(m+1)}$ such that $\min||Q_{k}r_{k+L}^{B}-\sum_{i--1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k}\text{ァ_{}k+L}^{B}||_{2}$

により定める. $p_{m+1}(t)$ が決まると, $Q_{k+L}(t)=p_{m+1}(t)Q_{k}(t)$ より,

$\{\begin{array}{ll}Q_{k+L}r_{k+L}^{B} =Q_{k}r_{k+L}^{B}-\sum_{i=1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k}r_{k+L}^{B},Q_{k+L}u_{k+L-1}^{B} =Q_{k}u_{k+L-1}^{B}-\Sigma_{i=1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k}u_{k+L-1}^{B}\end{array}$

と, Bi-CG part で算出したベクトルを使い, 次の残差ベクトルと補助ベクトル $r_{k+L},u_{k+L-}i$ を算出す

る. アルゴリズムの詳細に関しては [4] を参考にされたい.
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3 高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法
まず, $\tilde{R}_{0}$ を $N\cross s$ のフルランク行列とする. Bi-CG 法において, $k$反復後の残差 $r_{k}$ に課される条

件は,
$r_{k}\perp\prime K_{k}(A’,\tilde{r}_{0})$

であったが, 高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法においては, 残差に条件 :
$r_{k}\perp\prime K_{k}(A^{*},\overline{R}_{0})$ (6)

を課す. 以下, この条件を満たすアルゴリズムを 2つ導入する.

3.1 BI-CG$(s)$ 法

2008年, Sleijpen らは, [5] において高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法 (以下 Bi-CG$(s)$

法 $*$ 1と呼ぶ) を導入した. Bi-CG$(s)$ 法では, shadow residualの高次元化に伴って, Bi-CG 法のアルゴ
リズム (式 (1)) の補助ベクトルを高次元化する ($u_{k}$ を $N\cross s$ 行列 $U_{k}$ とする) ことにより, 条件 (6)
を満たす残差を算出する (アルゴリズム 1).

アルゴリズム] Bi-CG$(s)$ アルゴリズム

set $x_{0}$ and calculate $r_{0}=b-Ax_{0}$

set $N\cross s$ matrix $U_{0}=[\text{ァ_{}0},Ar_{0}, \ldots,A^{s-1}r_{0}]$

$k=0$

while $||r_{k}||>\epsilon$

$\prime_{k+1}’=r_{k}-AU_{k}\alpha_{k}$ such that $r_{k+1}\perp\tilde{R}_{k}$

$x_{k+1}=x_{k}+U_{k}\alpha_{k}$

$v=r_{k+1}$

for $j=1,$ $\ldots,$
$s$

$U_{k+1}e_{j}=\nu-U\phi_{k+1})$ such that $AU_{k+1}e_{j}\perp\tilde{R}_{k}$

$\nu=AU_{k+1}e_{j}$

end for
$k=k+1$ , update $\overline{R}_{k}$

end while

ここで, 高次元 shadow residual $\tilde{R}_{k}$ $(k=0,1, \cdots , K-1)$ は, 列ベクトル $\overline{R}_{0},$ $\ldots,\tilde{R}_{K-1}$ が張る空間が,
$K_{K}(A^{*},\tilde{R}_{0})$ と一致するようにとる. 具体的には, 最も単純には $\overline{R}_{k}=(A^{*})^{k}\tilde{R}_{0}$ , 他には, $\Phi_{k}(t)$ を $k$ 次
多項式 (最高次係数は非零とする) として $\tilde{R}_{k}=\Phi_{k}(A^{*})\tilde{R}_{0}$ などとする.

“1[5] では, 対応するアルゴリズムは Bi-CG 法の拡張とだけ辮かれていて, 名 $|)_{1i}’$はついていない. この論文においては便
宜上 I!i-CG$(s)$ 法と呼ぶ.
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このアルゴリズムにより生成される残差ベクトルは, 以下の性質を持つことが分かっている.

命題 1([5]). Bi-CG$(s)$ 法は, $k$ 反復までアルゴリズムが破綻せず, $0\leq i<k$ において, $\alpha_{i}(s)(s$ 次元

ベクトル $\alpha_{i}$ の第 $s$ 成分) $\neq$ 0が満たされるとする. この時以下が成り立つ.

a$)$ $r_{k}\in K_{ks+1}(A, r_{0})-K_{ks}(A, r_{0})$ .
b$)$ $\text{ァ_{}k},AU_{k}e_{j}\perp\prime K_{k}(A^{*},\tilde{R}_{0})$.

命題 1の仮定は, generic という条件下で, 真の解を与えるまで満たされると期待される. 仮定が
満たされる時, Bi-CG$(s)$ 法が真の解を与えるまでに必要な行列ベクトル積の演算回数を見積る. ま
ず, b) より $r_{\lceil N/s}]=0$ が分かる. また, 1反復あたり行列ベクトル積は $2s$ 回必要である. よって, 高々

$2s\cross N/s=2N$ 回の行列ベクトル積演算で Bi-CG$(s)$ 法は真の解を与える.

3.2 GBi-CG$(s)$ 法

Bi-CG$(s)$ 法において, $k+1$ 反復目の補助ベクトル $U_{k+}[ej$ の更新で用いる $s$ 本の補助ベクトル
$U_{k}$ は, 計算過程で新しく算出されるベクトルをすぐ用いることが可能である. そのように $U_{k+}ieJ$

を更新するようにしたアルゴリズムが以下である (以下 GBi-CG$(s)$ 法と呼ぶ). このアルゴリズム
は, Bi-CG$(s)$ 法と比べて, 新しいベクトルを用いている分だけ, 数値的な安定性が増していると期
待される.

アルゴリズム 2 GBi-CG$(s)$ アルゴリズム

set $x_{0}$ and calculate $r_{0}=b-Ax_{0}$

set $N\cross s$ matrix $U_{0}=[r_{0},Ar_{0}, \ldots,A^{s-1}r_{0}]$

$k=0$

while $||r_{k}||>\epsilon$

$r_{k+1}=r_{k}-A$Ukak such that $r_{k+1}\perp\tilde{R}_{k}$

$x_{k+1}=x_{k}+U_{k}\alpha_{k}$

$U_{k+1}e_{1}=r_{k+1}-U_{k}\beta_{k}^{1)}$ such that $AU_{k+1}e_{1}\perp\tilde{R}_{k}$

$v=AU_{k+1}e_{1}$

for $j=2,$ $\ldots,$
$s$

set $U_{k}^{0)}=[r_{k+1},\Lambda U_{k+1}e_{1}, \ldots,AU_{k+1}e_{j-2}, U_{k}e_{j}, \ldots, U_{k}e_{s}]$

$U_{k+1}e_{j}=\nu-\phi_{k}^{\gamma_{\beta_{k+1}^{\circ)}}}$ such that $AU_{k+}ie_{j}\perp\tilde{R}_{k}$

$v=AU_{k+1}e_{j}$

end For
$k=k+1$ , update $\overline{R}_{k}$

end while

この GBi-CG$(s)$ 法に対して, Bi-CG$(s)$ 法に対する命題 1に対応して以下が成り立つ.
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命題 2. GBi-CG$(s)$ 法のアルゴリズムにおいて, $\sigma_{k}:=\tilde{R}_{k}^{*}AU_{k},$ $\sigma_{k}^{(;)}:=\tilde{R}_{k}^{*}AU_{k}^{\circ)}$ と定義する. また, $U_{k}’$

を $N\cross s$ の行列で, $U_{k}’:=[r_{k},AU_{k}e_{1}, \ldots,AU_{k}e_{s-}|]$ と定義した時, $\sigma_{k}’:=\overline{R}_{k}^{*}U_{k}’$ と定義する. この時,
$i<k$ となるすべての $i$ に対して $\sigma_{i},\sigma_{i}’,$ $\sigma_{i}^{0)}(j=2, \ldots, s)$ が正則であるならば, 以下が成り立つ:
a$)$ $k$反復までアルゴリズムは破綻しない.
b$)$ $r_{k}\in KA,K_{ks}(A, r_{0})$ .
c$)$ $AU_{k}e_{j}$ $(J^{\cdot} =1, \ldots, s)\in K_{ks+j+1}(A, r_{0})-\prime K_{ks+j}(A, r_{0})$.
d$)$ $i_{k},$ $AU_{k}e_{j}(i=1, \ldots, s)\perp K_{k}(A^{*},\tilde{R}_{0})$ .

命題 2の仮定は, generic という条件下で, 真の解が求まるまで満たすと期待される. また, 仮
定が満たされる時, GBi-CG$(s)$ 法が真の解を与えるまでに必要な行列ベクトル積の演算回数は,
Bi-CG$(s)$ 法と全く同様の議論により, 高々 $2s\cross N/s=2N$ 回となることが分かる.

4 GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法

この章では, 前章で定義した GBi-CG$(s)$ 法に対して, $L$ 次の安定化多項式を付加したアルゴリズ
ム, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法を導く. ここで, GBi-CGSTAJ3$(s,L)$ 法に $L$ 次安定化多項式を付加す
る手順は, Bi-CG 法から, 高次の安定化多項式を付加した Bi-CGSTAB$(L)$ 法を導いたのと同じで
ある.

4.1 概要

この章において, 前章の GBi-CG$(s)$ のアルゴリズムにおける $U_{k},$ $U_{k}^{0)},$
$\text{ァ_{}k}$ をそれぞれ

$U_{k}^{GB},$ $U_{k}^{0),GB},$ $r_{k}^{GB}$ と記す. さらに, 以下 $k=mL$ として, $p_{l}(t)(i=1,2, \ldots)$ を $L$ 次の多項式で $p_{i}(O)=1$

を満たすものとする. この時, $k$ 次多項式 $Q_{k}(t)$ を $Q_{k}(t)=p_{m}(t)\cdots p_{2}(t)p_{1}(t)$ と定義する. さらに,
Bi-CGSTAB$(L)$ と同様に, 以下のようなベクトル, および行列を定義する:

$r_{k}\equiv Q_{k}(A)r_{k}^{GB}$ , $U_{k-1}\equiv Q_{k}(A)U_{k-1}^{GB}$ .

また, 解ベクトル $x_{k}$ は, 上記で定義した残差ベクトル $r_{k}$ に対応する近似解とする. $k=mL$ とした
時, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は, 初期の残差ベクトル, 解ベクトル, 補助ベクトル $s$ 本の組 $[r_{0},x_{0}, U_{-1}]$

からスタートして, $[r_{L},x_{L}, U_{L-1}],$ $[r_{2L},x_{2L},$ $U_{2L-}$ il と $L$ ごとに残差ベクトル, 解ベクトル, 補助ベク
トルを算出するアルゴリズムになっていて, 前半部分の GBi-CG$(s)$ part と後半部分の MR part によ
り構成される (図 2).

GBi-CG$(s)$ part は, i-ffi step iteration を $i=0,$ $\ldots,L-1$ まで順に行うことで入力 $Q_{k}r_{k}^{GB},$ $QU_{k-1}^{GB}$ に

対して, $Q_{k}r_{k+L}^{GB}$ , ..., $A^{L}Q_{k}r_{k+L}^{GB}$ と $Q_{k}U_{k+L-1}^{GB},$ $\ldots,A^{L}Q_{k}U_{k+L-1}^{GB}$ を出力する (図 3).
MR part は, GBi-CG(s) part で得られたベクトルを元に, $r_{k+L}$ と $U_{k+L-i}$ を構成する (図 4). その際

に, $p_{m+1}(t)=1-\gamma_{1}^{(m+1)}t-\cdots-\gamma_{L}^{(m+1)}t^{L}$ の係数 $\gamma_{1}^{(m+1)},$ $\ldots,\gamma_{L}^{(m+1)}$ を決める自由度が存在するが, それ
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は, $r_{k+L}$ のノルムが最小になるように設定する. すなわち

find $\gamma_{1}^{(m+1)},$ $\ldots,\gamma_{L}^{(m+1)}$ such that $\min||Q_{k}r_{k+L}^{GB}-\sum_{i=1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k}r_{k+L}^{GB}||_{2}$

により定める. $p_{m+1}(t)$ が決まると, $Q_{k+L}(t)=p_{m+1}(t)Q_{k}(t)$ より,

$\{\begin{array}{ll}Q_{k+L}r_{k+L}^{GB} =Q_{k}r_{k+L}^{GB}-\Sigma_{i=1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k^{\text{ァ_{}k+L’}^{GB}}}Q_{k+L}U_{k+L-1}^{GB} =Q_{k}U_{k+L-1}^{GB}-\Sigma_{i=1}^{L}\gamma_{i}^{(m+1)}A^{i}Q_{k}U_{k+L-1}^{GB}\end{array}$

と, 今まで算出したベクトルを使い, $r_{k+L},$ $U_{k+L-i}$ が算出できる.

42 アルゴリズムの詳細

複雑な GBi-CG$(s)$ part について, 詳細に述べる.

GBi-CG$(s)$ part における i-th step iteration は, input: $A^{j}Q_{k}r_{k+i}^{GB},A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}(i=0, \ldots, l)$ に対して,
output : $A^{j}Q_{k^{\text{ァ_{}k+i+1}^{GB}}},\Lambda^{j}Q_{k}lF_{k+i}^{B}(j=0, \ldots, i+1)$ を算出する (図 5).

図 2 GBi-CGSTAB$(s, L)$ の 1反復 図 3GBi-CG$(s)$ part の概要

ここで, i-th step iteration の更新の仕組みについて説明を行う. i-th step iteration では, GBi-CG$(s)$

アルゴリズムの係数ベクトルを計算した後, GBi-CG$(s)$ のアルゴリズムに沿って, ベクトルを更新を
することを繰り返す. その際に, 係数ベクトル $\beta_{k+i}^{(1)},$ $\ldots,\beta_{k+i}^{s)},a_{k+i}$ の算出法が問題になるが, それに関
しては後に補足説明を行うことにして, ここでは係数ベクトルは与えられるとして概要を説明する.
まずアルゴリズム 2における係数 $\beta_{k+i}^{1)}$ を計算する. 次に $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}ei0=0,$

$\ldots,$
$\iota$) に対して, 演

算 $:A^{j}Q_{k}rP_{k+i}^{B}ei=A^{j}Q_{k}r_{k+i}^{GB}-A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}\beta_{k+i}^{1)}$ によって, それぞれ, $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{CB}eiarrow A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}ei(i=$

$0,$
$\ldots,$

$l)$ と更新する. さらに, 更新後のベクトル, $A^{i}Q_{k}$噌に $A$ を作用させたベクトル, $A^{i+1}Q_{k}U_{k+i}^{GB}$

を保存する. この時点で, $Q_{k}U_{k+i-1}^{(2),GB}$ , ..., $A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{(2),GB}$ が利用可能な状態であることに注意する.
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MR(minimum residual) part の概要

続いて, アルゴリズム 2における, 係数 $\beta_{k+i}^{(2)}$ を計算する. そして現在利用可能なベクトルを使
用して, $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}e_{2}(j=0, \ldots, l)$ に対して, 演算: $A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{2}=A^{j+1}Q_{k}U_{k+i+1}^{GB}e_{1}-A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{(2).GB}\beta_{k+i}^{2)}$

を行うことによって, それぞれ, $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}e_{2}arrow A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{2}(i=0, \ldots, i)$ と更新する. さらに更
新後のベクトル $A^{i}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{2}$ に $A$ を作用させたベクトル, $A^{i+1}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{2}$ を{呆存する. この時点で,
$Q_{k}U_{k+i-1}^{(3),GB},$ $\ldots,A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{(3),GB}$ が利用可能な状態となる.
以下同様に行い, $A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e|,$ $A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{2},\ldots,$ $\Lambda^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{s}$ と順に更新を行っていくことにより,
最終的に, オノ $Q_{k}U_{k+i}^{GB}(i=0, \ldots, i+1)$ を得る. $U$ に関する更新が終わったら, $r$ の更新を行う
ために, アルゴリズム 2の係数ベクトル $a_{k+i}$ の計算を行う. 次に $i=0,$ $\ldots,$

$i$ において, 演算:
$\Lambda^{j}Q_{k}r_{k+i+1}^{GB}=A^{j}Q_{k}r_{k+i}^{GB}-A^{j+1}Q_{k}U_{k+i}^{GB}\alpha_{k+i}$ を行うことにより, $A^{j}Q_{k}r_{k+i}^{GB}arrow\Lambda^{j}Q_{k}r_{k+i+1}^{GB}(j=0, \ldots, l)$ と
更新する. さらに, 更新後のベクトル $A^{i}Q_{k}r_{k+i+1}^{GB}$ に $A$ を作用させたベクトル $\Lambda^{i+1}Q_{k}r_{k+i+1}^{GB}$ を新たに
保存することにより, output を得る i-th step において, 注目すべきなのは, 行列ベクトル積の演算を
$s+1$ 回行うことで, output を得ることができる点である.
この一連の流れにより,残差ベクトル, から, 残差ベクトル $\text{ァ_{}k+L}$ を新たに生成できることは容易

にわかり, また GBi-CG(s)part において, 必要な行列ベクトル積の演算は $(s+1)L$ 回である.
ここで, 係数ベクトル $a_{k},\beta_{k}^{(t)}$ の計算法に関して補足を行う. アルゴリズムでは, $s\cross s$ 行列 $M$ と $s$

次元ベクトル $m$ を用いることで係数の計算を行う. $\alpha_{k}$ の決定法に関しては比較的容易であること
から, ここでは余白の関係上 $\beta_{k}^{1)}$ と $\beta_{k}^{(t)}(t=2, \ldots, s)$ の決定法に関してのみ説明を行う.

$\beta_{k}^{(1)}$ の決定法

$[i>0$ の時 $]$ $\beta_{k+1}^{1)}$ を算出する段階において, 利用可能なベクトルは $A^{j}Q_{k_{k+i}^{\text{ァ^{}GB}}}(i=0, \ldots,i)$ と
$A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{CB}$ et $(i=0, \ldots, i)(t=1, \ldots, s)$ である. その中でも $A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}$ に着目する. $A^{i}Q_{k}r_{k+i}^{GB}-$

$A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}\beta\perp\tilde{R}_{0}$ となる, $\beta$ は, アルゴリズム 2において, $\tilde{R}_{k+i-1}=(A^{*})^{\vdash 1}Q_{k}(A^{*})\tilde{R}_{0}$ と設定
した際の, $Ar_{k+i}^{GB}-AU_{k+i-1}^{(1)}\beta_{k+i}^{1)}\perp\tilde{R}_{k+i-1}$ と一致する. よって, 係数ベクトル瑠は, $\beta_{k+i}^{(1)}=$
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$(\tilde{R}_{0}^{*}A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB})^{-1}(\overline{R}_{0}^{t}A^{i}Q_{k}r_{k+i})$ を計算することにより求まる. 後述のアルゴリズムにおいては,
$m=\overline{R}_{0}^{*}A^{i}Q_{k}r_{k+i}^{GB},$ $Me_{t}=\overline{R}_{0}^{*}A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}e_{t}(t=1, \ldots,s)$ と対応しており, $\beta_{k+i}^{(1)}=M^{-1}m$ により計算を
行っている.

$[i=0$ の時 $]$ $i=0$ の場合は, 1つ前の反復において生成されたベクトル $A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB}$ と $A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{GB}$

に着目する. この時, $A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB}-A^{L}Q_{k-L}\text{し_{}k-1}^{B}\beta\perp\overline{R}_{0}$ を満たす $\beta$ は, $Ar_{k}^{GB}-AU_{k-1}^{GB}\beta_{k}^{(1)}\perp$

$(A^{r})^{L-1}Q_{k-L}(A^{*})\overline{R}_{0}$ を満たす $\beta$んと一致しており, この式は, アルゴリズム 2において
$\rangle$

$\overline{R}_{k-1}=$

$(A^{*})^{L-1}Q_{k-L}(A^{r})\overline{R}_{0}$ と設定した場合における更新: $U_{k-1}^{GB}eiarrow U_{k}^{GB}e_{1}$ が満たす関係式そのものである.
従って $\beta_{k}^{1)}=(\overline{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{GB})^{-1}(\tilde{R}_{0}^{l}A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB})$ により, $\beta_{k}^{1)}$ を得ることができる. 後述のアルゴリ

ズムにおいては, 命題 2の d) より $m=-\gamma_{L}^{(m)}\tilde{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB}=\tilde{R}_{0}^{*}Q_{k}r_{k}^{GB},$ $M=-\gamma_{L}^{(m)}\tilde{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{GB}$ と

対応しており, 演算 $\beta_{k}^{1)}=M^{-1}m$ によって, 係数ベクトル $\beta_{k}^{(1)}$ を得る.

$\beta_{k}^{t)}$ の決定 $(t=2, \ldots, s)$

$[i>0$ の時 $]$ $\beta_{k+1}^{t)}$ を算出する段階において, 利用可能なベクトルは $A^{j}Q_{k}r_{k+i}^{GB}(j=0, \ldots, l)$ と

$A^{j}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{v}(i=0, \ldots, i+1)(v=1, \ldots, t-1)$ と $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{GB}e_{v}(i=0, \ldots, l)(v=t, \ldots, s)$ である.

よって, $A^{j}Q_{k}U_{k+i-1}^{(\iota),GB}0=0,$
$\ldots,$

$l)$ もまた利用可能であり, その中でも $A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{(t),GB}$ に着目する.
$A^{i+1}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{t-1}-A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{(t).GB}\beta\perp\tilde{R}_{0}$ となる $\beta$ は, アルゴリズム 2において, $\overline{R}_{k+i-1}=(A^{*})^{i-1}Q_{k}(A^{*})\tilde{R}0$

と設定した際の, $A^{2}U_{k+i}^{GB}e_{t-}$ ] $-AU_{k+i-1}^{(t),GB}\beta_{k+i}^{t)}\perp\overline{R}_{k+i-1}$ と一致する. よって, 係数ベクトル $\beta_{k+i}^{t)}$ は,
$\beta_{k+i}^{t)}=(\tilde{R}_{0}^{*}A^{i}Q_{k}U_{k+i-1}^{(t),GB})^{-1}(\overline{R}_{0}^{*}A^{i+1}Q_{k}U_{k+i}^{GB}e_{t-}i)$を計算することにより求める. 後述のアルゴリズムにお
いては, $m=\overline{R}_{0}A^{t}Q_{k}r_{k+i}^{GB},$ $Me_{v}=\tilde{R}_{0}^{*}A^{i+1}Q_{k}U_{k+i}^{\circ B}e_{v}(v=1, \ldots, t-1),$ $Me_{v}=\tilde{R}_{0}^{*}A^{i}Q_{k}U_{k+t-1}^{GB}e_{v}(v=t, \ldots, s)$

と対応しており, $\tilde{R}_{0}^{r}A^{i}Q_{k}U_{k+i}^{(t).GB}=[\prime nMe_{1}, \ldots, Me_{t-2}, Me_{t}, \ldots, Me_{s}]$ であることから, 演算 $\beta_{k+i}^{t)}=$

$[m, Me\iota, \ldots, Me_{\iota-2}, Me_{t}, \ldots, Me_{s}]^{-1}Me_{t-1}$ によって, 係数ベクトル $\beta_{k+i}^{t)}$ を得る.

$[i=0$ の時 $]$ $i=0$ の場合は, 1つ前の反復において生成されたベクトル $A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB}$ ,
$A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{GB}e_{v}(v=t, \ldots, s)$ と現反復において生成された濯 $Q_{k}U_{k}^{GB}e_{v}(v=1, \ldots, t-1)$ に着目する.
この時, $A^{L+1}Q_{k-L}U_{k}^{GB}e_{t-l}-A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{\langle t).GB}\beta\perp\overline{R}_{0}$ を満たす $\beta$ は, $A^{2}lF_{k}^{B}e_{t-1}-AU_{k-1}^{(t),GB}\beta_{k}^{t)}\perp$

$(A^{*})^{L-1}Q_{k-L}(A^{*})\overline{R}_{0}$ を満たす $\beta_{k}$ と一致しており, この式は, アルゴリズム 2において,
$\overline{R}_{k-1}=(A^{*})^{L-1}Q_{k-L}(A^{*})\tilde{R}_{0}$ と設定した場合における, 更新: $U_{k-1}^{CB}e_{J}arrow U_{k}^{GB}e_{t}$ が満たす関係式そのもの
である. 従って $\beta_{k}^{t)}=(\tilde{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{(t).GB})^{-1}(\tilde{R}_{0}^{*}A^{L+1}Q_{k-L}r_{k}^{GB})$であるが, この時, $\tilde{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{(t),GB}$ の

1, ..., $t-1$ 列目の演算, $\tilde{R}_{0}^{*}A^{L+1}Q_{k-L}U_{k}^{\circ B}e_{v}(v=1, \ldots, t-1)$ は, 陽には分からない. しかし, 最高次
の係数に着目すると, 命題 2の d) より, $-\gamma_{L}^{(m)}(\overline{R}_{0}^{*}A^{L+1}Q_{k-L}U_{k}^{GB}e_{v})=\overline{R}_{0}AQ_{k}U_{k}^{GB}e_{v}(v=1, \ldots, t-1)$

が言える. 後述のアルゴリズムにおいては, $Me_{v}=\overline{R}_{0}^{*}AQ_{k}U_{k}^{GB}e_{v}=-\gamma_{L}^{(m)}\overline{R}_{0}^{*}A^{L+1}Q_{k-L}U_{k}^{GB}e_{v}(v=$

$1,$
$\ldots,$ $t-1),$ $Me_{v}$ $=$ $-\gamma_{L}^{(m)}\overline{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k-1}^{CB}e_{v}(v= t, \ldots, s)$ , $m=$ $-\gamma_{L}^{(m)}\overline{R}_{0}^{r}A^{L}Q_{k-L}r_{k}^{GB}$ と対応
しており, $-\gamma_{L}^{(m)}\overline{R}_{0}^{*}A^{L}Q_{k-L}U_{k}^{(t),GB}$ $=$ $[m, Me_{1}, \ldots, Me_{t-2}, Me_{t}, \ldots, Me_{s}]$ であることから, 演算

$\beta_{k}^{t)}=[m, Me_{1}, \ldots, Me_{t-2}, Me_{t}, \ldots, Me_{s}]^{-1}Me_{t-i}$ によって, 係数ベクトル $\beta_{k}^{t)}$ を得る.

これらをまとめると, GBi-CGSTAB$(s, L)$ アルゴリズムが得られる:

アルゴリズム 3 GBi-CGSTAB$(s, L)$ アルゴリズム

1. Select an $x_{0},$ $N\cross s$ matrices $\overline{R}_{0}$
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2. Set $U_{0}=[r_{0},Ar_{0}, \ldots,A^{s-1}r_{0}]$, Compute $U_{1}=\Lambda U_{0}$

3. $r_{0}=b-Ax_{0}$

4. $M=\overline{R}_{0}^{*}U_{1},$ $m=\overline{R}_{0}^{*}r_{0}$

5. Solve $M\gamma=m$ for $\gamma$

6. $r_{0}arrow r_{0}-U_{1}\gamma,$ $x_{0}arrow x_{0}+U_{0}\gamma$

7. $r_{1}=Ar_{0}$ , iter $=0,$ $\omega=-1$

8. repeat umtil $||r||<\epsilon$ (tolerance)

9. $Marrow-\omega M$

10. For $i=0,1,$ $\ldots,L-1$

11. If (iter $=0$)$\cap(i=0)i=1$

12. $marrow\tilde{R}_{0}^{*}r_{i}$

13. For $j=1,$ $\ldots,$
$s$

14. $if\circ=1)$

15. Solve $M\gamma=m$ for $\gamma$

16. $U_{k}e_{j} arrow r_{k}-\sum_{-,q\sim 1}^{s}U_{k}e_{q}\gamma(q)(k=0, \ldots, i)$

17. else
18. Solve $[m, Me_{1}, \ldots, Me_{j-2}, Me_{j}, \ldots, Me_{s}]\gamma=Me_{j-1}$ for $\gamma$

19. $U_{k}e_{j} arrow U_{k+1}e_{j-1}-r_{k}\gamma(1)-\sum_{q=1}^{j-2}U_{k+1}e_{q}\gamma(q+1)-\sum_{q=j}^{s}U_{k}e_{q}\gamma(q)$

$(k=0, \ldots, l)$

20. end
21. Compute $U_{i+1}e_{j}=AU_{i}e_{j}$

22. $Me_{j}arrow\tilde{R}_{0}^{*}U_{i+1}e_{j}$

23. end
24. Solve $M\gamma=m$ for $\gamma$

25. $r_{k}arrow r_{k}-U_{k+1}\gamma(k=0, \ldots, i)$

26. $x_{0}arrow x_{0}+U_{0}\gamma$

27. $r_{t+1}=Ar_{i}$

28. end
29. For $j=1,2,$ $\ldots,L$

30. $\tau_{ij}=\frac{1}{\sigma_{f}}(r_{j}, r_{j}),$ $r_{j}=r_{j}-\tau_{ij}r_{j}(i=1,2, \ldots,j-1)$

31. $\sigma_{j}=(r_{j}, r_{j}),$ $\gamma_{j}’=\frac{1}{\sigma_{j}}=(r_{j}, r_{0})$

32. end
33. $\gamma_{L}=\gamma_{L}’,$ $\omega=\gamma_{L}$

34. $\gamma_{j}=\gamma_{j}’-\sum_{i=/+1}^{L}\tau_{ji}\gamma_{i}(i=L-1, \ldots, 1)$
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35. $\gamma_{j}’’=\gamma_{j+1}+\sum_{l--j+1}^{L-1}\tau_{ji}\gamma_{i+1}(i=1, \ldots,L-1)$

36. $x_{0}=x0+\gamma_{1^{\text{ァ}}0},$ $r_{0}=r_{0}-\gamma_{L}’r_{L},$ $U_{0}=U_{0}-\gamma_{L}U_{L}$

37. $U_{0}=U_{0}-\gamma_{j}U_{j}$ Ci $=1,$ $\ldots,L-1)$

38. $x_{0}=x_{0}+\gamma_{j}’’r_{j},$ $r_{0}=r_{0}-\gamma_{j}’r_{j}(i=1, \ldots,L-1)$

39. $rarrow r_{0}$ , iter $arrow$ iter $+(s+1)L$

40. end repeat

このアルゴリズムは, [101に与えた一般化 $IDR(s,L)$ 法のアルゴリズムに他ならない $*$2. しかし,

ここに与えた導出法はかなり素直なものであり, アルゴリズムを解析する点からも有用であると期
待される.

最後に, 初期ベクトルの与え方に関して補足しておく. ここでは, アルゴリズムの記述の簡単
化のため, 初期補助ベクトルを $U_{0}=[r_{0},Ar_{0}\ldots,A^{s-1}r_{0}]$ としたが, この方法では濯を何度も作用
させるため, 丸め誤差の影響で列ベクトルの一次独立性が損なわれる恐れがある. したがって,
$r_{0},Ar_{0}\ldots,\Lambda^{s-1}r_{0}$ を直交化して用いることが薦められる (後の数値実験でもそのようにした).

43 計算量と必要メモリ

まず, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は, そのコアとなる GBi-CG$(s)$ 法のアルゴリズム部分が破綻しなけ
れば, 決して破綻しないことが示せる.
つぎに, アルゴリズムが破綻しないという条件下で, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法が真の解を与えるま

でに必要な行列ベクトル積の演算回数を見積る. GBi-CG$(s)$ 法の残差ベクトルに関して, $\text{ァ_{}\lceil N/s1^{=0}}^{GB}$

となることから, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法の残差ベクトルに関して $r_{\lceil N/s\rceil}=0$ がいえる. また, GBi-
CGSTAB$(s,L)$ 法は, 初期の残差ベクトル, 解ベクトル, 補助ベクトル $s$ 本の組 $[r_{0},x_{0}, U_{-1}]$ からス

タートして, $[r_{L},x_{L}, U_{L-1}],$ $[r_{2L},x_{2L}, U_{2L-1}],$ $\cdots$ と $L$ ごとに残差ベクトル, 解ベクトル, 補助ベクト
ルを算出するアルゴリズムになっており, かつ, この 1 ステップを進めるのに $(s+1)L$ 回の行列

ベクトル積を要する. よって, 高々 $(N/s)\cross(1/L)\cross(s+1)L=N+N/s$ の行列ベクトル積の演算で
真の解が得られることが分かる. この結果は, GIDR$(s,L)$ 法の文脈においても示されていたことで
あるが, 結果の導出に違いがある. なお, この結果は, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法 $(=GIDR(s,L)$ 法 $)$ が

$IDR(s)$ 法, Bi-CGSTAB$(s)$ 法と同じ特長「N $+$ N/s 回の行列ベクトル積演算で真の解を与える」を
持つことを意味するものである.

GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法に必要な計算量とメモリの詳細な評価を行うと表 2のようになる. 表では,
[71に従って行列ベクトル積 (表では MVS) を 1にスケーリングをした数値を載せている. AXPY
は, ベクトルの単純な和とスケーリングを, それぞれ 0.5と換算して算出された計算量である. DOT
はベクトルの内積の回数を表わす. さらに表右におけるメモリとは, アルゴリズムを動かす上

$-$ 正確にいうと完全には一致しておらず、アルゴリズム 3の 14$\sim$ 20行において [10] とは異なる. ただし, この芹異に
よって: 算出される補助ベクトルは定数倍されるだけであり, 本質的な違いではない.
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で保存する必要がある $N$ 次元ベクトルの本数を示している (メモリの換算において, 行列 $A$ や,
preconditioner は除いて考えており, 連立一次方程式の右ベクトルや解ベクトルは含んでいる).

表 2 行列ベクトル積の圓数でスケーリングされた計算麗と必要なメモリ

なお, 表において, $IDR(s)$ 法と GBi-CGSTAB$(s, 1)$ 法 $(=GIDR(s, 1)$ 法 $)$ の AXPY の計算量が
違っていることに注意されたい. 両者は, 丸め誤差がなければ同じ残差ベクトル列を生成するア
ルゴリズムであるが, アルゴリズムの作り方に差があり, そのため AXPY にその差が現れてい
る. (この差により, GBi-CGSTAB$(s, 1)$ 法の方が $IDR(s)$ 法より計算時間が少なくて済むと期待さ
れる.)

5 数値実験

ここでは, GIDR$(s,L)$ 法 $(=GBi- CGSTAB(s,L)$ 法 $)$ に関する発表 [10] において, 口頭で間単に
紹介した数値実験結果の詳細を記す. 数値実験においては Matlab 7.5を使用した. また, 数値
実験で比較した算法は, Bi-CGSTAB$(L),$ $IDR(s)$ 法, GBi-CGSTAB$(s,L)(=GIDR(s,L))$ 法である.
Bi-CGSTAB$(L)$ 法, $IDR(s)$ 法に関しては, それぞれ [4], [7] をもとに書いたプログラムを用いた. 初
期 shadow residual の設定に関しては, $s=1$ の場合は $\overline{R}_{0}=r_{0}$ と設定し, $s>1$ の場合は $\tilde{R}_{0}$ の第一
列 $=r_{0}$ , 他の列は乱数を用いて定めた後に列ベクトルに関して直交化を行ったものを使用した. ま
た, $s$ が共通の場合において, $IDR(s)$ 法, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は共通の初期 shadow residual $\overline{R}_{0}$ を
持つように設定した. 初期解ベクトルは, $x_{0}=0$ と設定した. また, 収束判定条件は $||r_{n}||/||b||<10^{-8}$

とした (ただし, $r_{n}$ は, $b-Ax_{n}$ ではなく, アルゴリズムにおいて計算される残差である).

$\blacksquare$数値例 1(3次元対流問題) 1つ目の例は, [4, 7] において使用された例で, 連立一次方程式の係数
行列が歪対称行列に近いことから, 1次の安定化多項式が収束性が悪いことが知られているもので
ある.

そのテスト問題は, ディリクレ境界条件を持つ, 領域 $[0,1]\cross[0,1]\cross[0,1]$ 上の偏微分方程式

$u_{XX}+u_{yy}+u_{x}+1000u_{X}=F$

を有限差分法により離散化した際に出てくる連立一次方程式である. 関数 $F$ は, 解 $u$ が $u(x,y,z)=$
$\exp(x,y,z)\sin(\pi x)\sin(\pi y)\sin(\pi z)$ となるように設定される. また, 差分法は中心差分法を使 $A$ ), グ
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Number of MA $T^{}$ $ECS$

図 6 $s=L=3$ と設定した 3つの手法の比較 (数値例 1)

表 3Bi-CGSTAB$(L),$ $1DR(s)$ における

収束までの行列ベクトル積の演算回数
(数値例 1) 表 4GBi-CGSTAB$(s, L)$ における収束

までの行列ベクトル積の演算回数 (数値
例 1)

リッド点として 3方向とも 52点を取る. 係数行列のサイズは $125000\cross 125000$ である.
数値実験は, Bi-CGSTAB$(L)$ 法, $IDR(s)$ 法, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法それぞれに対して, $s,L$ を

$s=1,2,3,4,$ $L=1,2,3,4$ と変えて行った. なお, 前処理は行わなかった. 数値実験結果を, 図 6(残
差ノルムの履歴), 表 3, 4(行列ベクトル積の回数) に示す.

これらの結果から, GBi-CGSTAJ3$(s,L)$ 法は, $IDR(s)$ 法が苦手とする歪対称に近い係数行列を持
つ連立一次方程式に対しても, Bi-CGSTAB$(L)$ 法と同様のよい収束性をもつことが分かる.
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図 7 $s^{i}=L=3$ と設定した 3つの手法の比較 (数値例 2)

表 5 Bi-CGSTAB$(L)$. $1DR(s)$ における

収束までの行列ベクトル積の演算回数
(数値例 2) 表 6 GBi-CGSTAB$(s\cdot, L)$ における収束

までの行列ベクトル積の演算回数 (数値
例 2)

$\blacksquare$数値例 2 (raefsky2[2]) 2 っ目の数値例としては, [2] に与えられているテスト行列のーっ,
raefsky2を用いた. 右ベクトル $b$ は解ベクトルの成分がすべて 1になるように設定した. あとは数
値例 1と同様の条件で数値実験を行った. 結果を図 7(残差ノルムの履歴), 表 5, 6(行列ベクトル積
の回数) に示す. これらの結果から, 数値例 2においては, $IDR(s)$ 法, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は同程
度の収束性を持ち, Bi-CGSTAB$(L)$ 法のみ収束性が少し劣るということが分かる.
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上記数値例 1, 2から, GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は, 問題ごとに, $IDR(s)$ 法, Bi-CGSTAB$(L)$ 法のう

ち良い方と同じ収束性を持つということが分かる. 上記以外にも多くの数値実験を行ったが, 同様
の結果が得られた. したがって, ‘GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法は $IDR(s)$ 法と Bi-CGSTAB$(L)$ 法の良い

とこ取りの方法である” と言える.

6 結論と今後の課題

高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法である GBi-CG$(s)$ 法を新たに提案して, GBi-CG$(s)$

法に $L$ 次の安定化多項式を付加したアルゴリズム GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法を導出した. そして,

GBi-CGSTAB$(s,L)$ 法が GIDR$(s,L)$ 法と一致することを確認した. また数値実験によって, GBi-
CGSTAB$(s,L)(=GIDR(s,L))$ 法の有用性を示した.

本稿のまとめとして, Bi-CG 法をもとにした算法の関係を表 7に示す. なお, 表にある
ML$(s)BiCG$ 法に関しては本文では言及しなかったが, [9] で提案された高次元 shadow resid-
ual を持つ Bi-CG 法であり, 1次の安定化多項式を付加したアルゴリズム ML(s)BiCGSTAB 法 (非

常に複雑なアルゴリズムであるが丸め誤差に強い) も提案されている. この表から明らかなよう
に, 高次元 shadow residual を持つ Bi-CG 法のうち, ML$(s)BiCG$ 法, Bi-CG$(s)$ 法に関しては, 高次
の安定化多項式を付加したアルゴリズムがまだ提案されていない. これらのアルゴリズムを開発す
ることは, 今後の大きな課題といえる.

表 7 Bi-CG 法をもとにした手法の関係図. 列のパラメータ $L$ は安定化多項式の次数. 行のバ
ラメータ $s$ は shadow residual の次元を表わす. 太文字で表した算法が我々が開発したもの
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