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1. はじめに
$(X, d)$ を距離空間とする. $X$ 上の写像 $T$ が縮小写像であるとは, $r\in[0,1)$

が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して

$d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$

が成り立っことを言う. 次のバナッハの縮小写像の不動点定理は, 非常に重要
であり, 様々な応用のある定理である.
定理 1 (Banach [1]). $(X, d)$ を完備距離空間とする. このとき, $X$ 上の縮小写
像 $T$ はただ一つの不動点を持っ.

このバナッハの定理の拡張として, 集合値写像に対するナドラーの不動点定
理も有名である. $X$ の空でない有界閉集合の全体を CB(X) と書くことにす
る. $A,$ $B\in$ CB(X) に対して, $A$ と $B$ の距離 $H(A, B)$ をハウスドルフの距離
とする. すなわち,

$H(A, B)= \max\{\sup_{x\in A}d(x, B),$ $\sup_{y\in B}d(y, A)\}$ .

ただし, $d(x, B)= \inf_{y\in B}d(x,y)$ .
定理 2 (Nadler [5]). (X, d) を完備距離空間, $T$ を $X$ から CB(X) への写像と
する. $r\in[0,1)$ が存在して, 任意の $x,y\in X$ に対して

$H(Tx, Ty)\leq rd(x,y)$

が成り立つと仮定する. このとき, $z\in Tz$ となる $z\in X$ が存在する.

ところで, 定理 1は完備性を特徴付けないことが知られている. そこで最近,
定理 1の拡張であり, 完備性を特徴付けるような次の定理を証明した.
定理 3([6]). 関数 $\theta$ : $[0,1)arrow(1/2,1]$ を

(1) $\theta(r)=\{\begin{array}{ll}1 (0\leq r\leq\frac{\sqrt{5}-1}{2})\frac{1-}{r}\tau^{r} (\frac{\sqrt{5}-1}{2}\leq r\leq\frac{1}{\sqrt{2}})\frac{1}{1+r} (\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}^{1}\leq r<1)\end{array}$

と定義する. (X, d) を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像とする. $r\in[0,1)$ が存
在して, 任意の $x,y\in X$ に対して

$\theta(r)d(x,Tx)\leq d(x, y)arrow d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$

が成り立っと仮定する. このとき, $T$ はただーつの不動点を持つ.
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注意. $\theta(r)$ が大きいほどよい定理になる. しかし, 上記の $\theta(r)$ はすべての

$r\in[0,1)$ に対して, ベスト定数になっていることが分かっている. つまり, 定
理 3をこれ以上改良することはできない. 詳しくは [6] を参照のこと.

本稿では最初に, 定理 3を集合値写像に拡張した定理を証明する. さらに, 可
換な写像に対しての拡張定理も紹介する.

2. 集合値写像に対する不動点定理

この節では定理 3の集合値版を証明する.

定理 4([3], [7]). 関数 $\eta$ : $[0,1)arrow(1/2,1]$ を

$\eta(r)=\{\begin{array}{ll}1 (0\leq r<\frac{1}{2})\frac{1}{1+r} (\frac{1}{2}\leq r<1)\end{array}$

と定義する. (X, d) を完備距離空間, $T$ を $X$ から CB(X) への写像とする.
$r\in[0,1)$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して

$\eta(r)d(x,Tx)\leq d(x,y)arrow H(Tx,Ty)\leq rd(x,y)$

が成り立っと仮定する. このとき, $z\in Tz$ となる $z\in X$ が存在する.

証明. まずはじめに $r\in[0,1/2)$ の場合を証明する. $r<r_{1}<1/2$ となる実数

$r_{1}$ をとる. $u_{1}\in X$ と $u_{2}\in Tu_{1}$ に対して, $\eta(r)d(u_{1}$ , Tu$1)\leq\eta(r)d(u_{1}, u_{2})\leq$

$d(u_{1}, u_{2})$ であるから,

$d(u_{2},Tu_{2})\leq H(Tu_{1},Tu_{2})\leq rd(u_{1},u_{2})$

を得る. したがって, $d(u_{2}, u_{3})\leq r_{1}d(u_{1}, u_{2})$ となるような $u_{3}\in Tu_{2}$ が存在する.

同様にして, $X$ の点列 $\{u_{n}\}$ で $u_{n+}i\in T$妬かつ $d(u_{n+1}, u_{n+2})\leq r_{1}d(u_{n},u_{n+1})$

を満たすものがとれる. このとき,

$\sum_{n=1}^{\infty}d(u_{n},u_{n+1})\leq\sum_{n=1}^{\infty}r_{1^{n-1}}d(u_{1},u_{2})<\infty$

となるので, $\{u_{n}\}$ はコーシー列になる. $X$ の完備性から, $\{u_{n}\}$ は収束するか
らその収束先を $z\in X$ とおくことにする.
次に, $x\neq z$ である $x\in X$ に対して,

(2) $d(z, Tx)\leq rd(z, x)$

が成り立っことを示そう. $\{u_{n}\}$ は収束し, $u_{n+1}\in Tu_{n}$ であるから, 十分大き
な $n\in \mathbb{N}$ に対しては $\eta(r)d(u_{n},Tu_{n})\leq d(u_{n}, x)$ が成り立つ. よって 仮定より
$H(Tu_{n}, Tx)\leq rd(u_{n}, x)$ なので, $d(u_{n+1},Tx)\leq rd(u_{n}, x)$ となる. この式で, $n$

について極限をとると, (2) を得る.
次に $z\in Tz$ を背理法で示す. $z\not\in Tz$ と仮定する. $Tz$ は閉集合なので,

$d(z, Tz)>0$ である. $\epsilon>0$ で 2 $r_{1}(d(z, Tz)+\epsilon)<d(z, Tz)$ となるものをと

る. さらに, $d(z, a)\leq d(z, Tz)+\epsilon$ となる $a\in Tz$ をとる. $a\neq z$ なので, (2) 力 $\supset$

ら $d(z,Ta)\leq rd(z, a)$ . よって $d(z, b)\leq r_{1}d(z, a)$ となる $b\in Ta$ が存在する.
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一方で, $a\in Tz$ から, $H(Tz$ , Ta$)\leq rd(z, a)$ であるから, $d(b, Tz)\leq rd(z, a)$ .
よって, $d(b,$ $a’)\leq r_{1}d(z, a)$ となる $a’\in Tz$ がとれる. したがって,

$d(z,$ $Tz)\leq d(z,$ $a’)\leq d(z,$ $b)+d(b,$ $a’)\leq 2r_{1}d(z,$ $a)$

$\leq 2r_{1}(d(z,$ $Tz)+\epsilon)<d(z,$ $Tz)$ .
これは矛盾. よって, $r\in[0,1/2)$ の場合に $z\in Tz$ が証明できた.
次に, $r\in[1/2,1)$ の場合を証明する. $1/2\leq r<r_{1}<1$ となる実数 $r_{1}$ を
とる. すると, $r\in[0,1/2)$ の場合と同様にして, $u_{n+1}\in Tu_{n}$ を満たす点列

$\{u_{n}\}\subset X$ である点 $z.\in X$ に収束するものがとれる. さらに, $x\neq z$ である
$x\in X$ に対して,

$d(z, Tx)\leq rd(z, x)$

が成り立っことも証明できる. 次に, 任意の $x\in X$ に対して, $H(Tx, Tz)\leq$
$rd(x, z)$ が成り立っことを示す. $x=z$ のときは明らかなので, $x\neq z$ と仮定す
る. このとき, 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して, $d(z, y_{n})\leq d(z, Tx)+\underline{1}d(x, z)$ となる

$n$

$y_{n}\in Tx$ が存在する. $n\in \mathbb{N}$ に対して,

$d(x, Tx) \leq d(x, y_{n})\leq d(x, z)+d(z, y_{n})\leq d(x, z)+d(z, Tx)+\frac{1}{n}d(x, z)$

$\leq d(x, z)+rd(x, z)+\frac{1}{n}d(x, z)=(1+r+\frac{1}{n})d(x, z)$

が成り立つので, $(1/(1+r))d(x, Tx)\leq d(x, z)$ を得る. よって仮定から,
$H(Tx, Tz)\leq rd(x, z)$ となる. したがって,

$d(z,Tz)= \lim_{narrow\infty}d(u_{n+1}, Tz)\leq\lim_{narrow\infty}H(Tu_{n}, Tz)\leq\lim_{narrow\infty}rd(u_{n}, z)=0$

が成り立っ. これと, $Tz$ が閉であることから $z\in Tz$ を得る. 以上により, い
ずれの場合でも $z\in Tz$ が証明された. 口

the graph

of $\eta$

$r=0$ $r=1$ $r=0$ $r=1$

注意. 定理 4. からナドラーの不動点定理が得られるのは明らか. また, $r\in$

$[0,1/2)\cup[1/\sqrt{2},1)$ に対しては, $\theta(r)=\eta(r)$ であるから $\eta(r)$ はベスト定数に
なっている. しかし, $r\in[1/2,1/\sqrt 2\urcorner$ のときのペスト定数はまだ求められてい
ない.

3. 可換な写像に対する不動点定理

この節では, 定理 3と Jungck の定理 [2] の拡張になっている可換な写像に
ついての不動点定理を証明する.
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定理 5([3]). 関数 $\theta$ を (1) で定義する. (X, d) を完備距離空間, $S$ と $T$ を $X$

上の写像で以下を満たすものとする.
(a) $S$ は連続;
(b) $T(X)\subset S(X)$ ;
(c) $S$ と $T$ は可換.

$r\in[0,1)$ が存在して, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して

$\theta(r)d(Sx, Tx)\leq d(Sx, Sy)arrow d(Tx, Ty)\leq rd(Sx, Sy)$

が成り立つと仮定する. このとき, $S$ と $T$ の共通不動点がただ一っ存在する.

証明. (b) より, 任意の $x\in X$ に対して $SIx=Tx$ となる $X$ 上の写像 $I$ が定

義できる. $\theta(r)\leq 1$ なので, $\theta(r)d(Sx,Tx)=\theta(r)d(Sx, SIx)\leq d$( $Sx$ , SIx) が
成り立っ. よって, 仮定から, $x\in X$ に対して,

(3) $d$ ( $SIx$ , SIIx) $=d(Tx,TIx)\leq rd$( $Sx$ , SIx)

が成り立つ. $u\in X$ とする. $u_{0}=u$ とし, 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して $u_{n}=I^{n}u$ と

すると, $u_{n+}i=Iu_{n}$ だから, $Su_{n+}i=Tu_{n}$ となる. (3) から,

$d(Su_{n}, Su_{n+1})=d(SIu_{n-1}, SIIu_{n-1})\leq rd(Su_{n-1}, SIu_{n-1})$

$=rd(Su_{n-1}, Su_{n})\leq\cdots\leq r^{n}d(Su_{0}, Su_{1})$

であるから, $\sum_{-1}^{\infty}d(Su_{n}, Su_{n+}i)<\infty$ を得る. したがって, $\{Su_{n}\}$ はコーシー

列となり, $X$ の n.完備性から, その収束先 $z\in X$ が存在する
次に, $Sx\neq z$ となる $x\in X$ に対して,

(4) $d(Tx, z)\leq rd(Sx,z)$

が成り立っことを示す. $Su_{n}arrow z$ なので, $\nu_{1}\in \mathbb{N}$ が存在して, 任意の $n\geq\nu_{1}$

に対して $d(Su_{n}, z)\leq(1/3)d(Sx, z)$ が成り立っ. よって,

$\theta(r)d(Su_{n},Tu_{n})\leq d(Su_{n},Tu_{n})=d(Su_{n}, Su_{n+1})$

$\leq d(Su_{n},z)+d(Su_{n+1}, z)$

$\leq.\frac{2}{3}d(Sx,z)=d(Sx, z)-\frac{1}{3}d(Sx, z)$

$\leq d(Sx, z)-d(Su_{n}, z)\leq d(Su_{n}, Sx)$

なので, $n\geq\nu_{1}$ に対して, $d(Tu_{n},Tx)\leq rd(Su_{n}, Sx)$ . したがって, $Sx\neq z$ と

なる $x\in X$ に対して,

$d(Tx, z)= \lim_{narrow\infty}d(Tx, Su_{n})=\lim_{narrow\infty}d(Tx, Tu_{n-1})$

$\leq\lim_{narrow\infty}rd(Sx, Su_{narrow 1})=rd(Sx, z)$

が成り立つ.
次に, $z$ が $S$ の不動点であることを示す. $\#\{n:d(Su_{n}, Tu_{n})>d(Su_{\eta}, SSu_{\eta})\}$

$=\infty$ の時は, $\{u_{n}\}$
$|$

の部分列 $\{u_{n_{j}}\}$ で $d(Su_{m_{j}},Tu_{n_{j}})>d(Su_{n_{j}}, SSu_{n_{j}})$ となる
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ものが存在する. よって,

$d(Sz, z)= \lim_{jarrow\infty}d(SSu_{n_{j}}, z)\leq\lim_{jarrow\infty}\{d(SSu_{n_{j}}, Su_{n_{j}})+d(Su_{n_{j}}, z)\}$

$\leq\lim_{jarrow\infty}\{d(Su_{n_{j}},Tu_{n_{j}})+d(Su_{n_{j}}, z)\}$

$= \lim_{jarrow\infty}\{d(Su_{n_{j}}, Su_{n_{j}+1})+d(Su_{n_{j}}, z)\}=0$.

したがって $z=Sz$ を得る. $\#\{n:d(Su_{n}, Tu_{n})>d(Su_{n}, SSu_{n})\}<\infty$ の場合
は, $\nu_{2}\in \mathbb{N}$ で, 任意の $n\geq\nu_{2}$ に対して $d(Su_{n}, Tu_{n})\leq d(Su_{n}, SSu_{n})$ を満たす
ものがとれるので, $d(Tu_{n}, TSu_{n})\leq rd(Su_{n)}SSu_{n})$ . よって,

$d(Su_{n}, SSu_{n})=d(Tu_{n-1}, STu_{n-1})=d(Tu_{n-1},TSu_{n-1})$

$\leq rd(Su_{n-1}, SSu_{n-1})\leq\cdots\leq r^{n-\nu_{2}}d(Su_{\nu_{2}}, SSu_{\nu_{2}})$

であることより, $\lim_{n}d(Su_{n}, SSu_{n})=0$ を得る. よって, $z=Sz$ を得る.
次に, 任意の $n\in \mathbb{N}$ に対して,

(5) $d(T^{n}z,T^{n+1}z)\leq r^{n}d(z,Tz)$

が成り立っことを示す. $\tau^{0_{z=z}}$ とおく.

$\theta(r)d(ST^{n-1}z,T^{n}z)\leq d(ST^{n-1}z,T^{n}z)=d(ST^{n-1}z,T^{n}Sz)$

$=d(ST^{n-1}z, ST^{n}z)$

なので,

$d(T^{n}z,$ $T^{n+1}z)\leq rd(ST^{n-1}z,$ $ST^{n}z)=rd(T^{n-1}Sz, T^{n}Sz)$

$=rd(T^{n-1}z, T^{n}z)$

を得る. これを用いて (5) を示すことができる.
次に, $z$ が $T$ の不動点であることを次の 3つの場合に分けて示そう.

$\bullet 0\leq r\leq\tau_{2}^{1}$

$\bullet\frac{1}{\sqrt{2}}\leq r<1$ カゝつ $\#\{n:Su_{n}\neq z\}=\infty$

$\bullet\tau_{2}^{1}\leq r<1$ かつ $\#\{n:Su_{n}\neq z\}<\infty$

最初に, $0\leq r\leq 1/\sqrt{2}$ の場合を示す. このとき, $\theta(r)\leq(1-r)r^{-2}$ となる.
$z\neq Tz$ と仮定する. 任意の $n\geq 2$ に対して,

(6) $\max\{d(T^{n}z, z),$ $d(\mathcal{I}^{m}z, Tz)\}\leq r^{n-1}d(z,$ $Tz)$

が成り立っことを帰納法を用いて示す. $z\neq Tz=STz$ と (4) より,

$d(T^{2}z, z)\leq rd(STz, z)=rd(TSz, z)=rd(Tz, z)$

を得る. また (5) から $d(T^{2}z, Tz)\leq rd(z, Tz)$ が成り立っ. したがって $n=2$
のとき (6) は正しい. ある $n\geq 2$ において (6) が成り立っと仮定すると,
$ST^{n}z=T^{n_{Z}}\neq z$ と (4) より,

$d(T^{n+1}z, z)\leq rd(ST^{n}z, z)=rd(T^{n}z, z)\leq r^{n}d(Tz, z)$
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を得る. また

$d(z, Tz)\leq d(z, T^{n}z)+d(T^{n}z, Tz)$

$\leq d(z, T^{n}z)+r^{n-1}d(z, Tz)$

$\leq d(z, T^{n}z)+rd(z, Tz)$

より, $(1-r)d(z,Tz)\leq d(z,T^{n}z)$ となるから,

$\theta(r)d(T^{n}z, T^{n+1}z)\leq(1-r)r^{-2}d(T^{n}z, T^{n+1}z)$

$\leq(1-r)r^{-n}d(T^{n}z, T^{n+1}z)$

$\leq(1-r)d(z, Tz)\leq d(T^{n}z, z)$

を得る. よって, 仮定から

$d(T^{n+1}z,Tz)\leq rd(T^{n}z, z)\leq r^{n}d(z, Tz)$ .

したがって, $n:=n+1$ のとき, (6) が成り立っことが示せた. 帰納法により
(6) は任意の $n\geq 2$ で成り立っ. これより, $z= \lim_{n}T^{n}z=Tz$ を得るが, これ
は $Tz\neq z$ に矛盾する. したがって, $Tz=z$ が言えた. 次に, $1/\sqrt{2}\leq r<1$ か
つ $\#\{n:Su_{n}\neq z\}=\infty$ のときは, $\{u_{n}\}$ の部分列 $\{u_{n}j\}$ で $Su_{n_{j}}\neq z$ となるも
のが存在するから, (4) より,

$\theta(r)d(Su_{n_{j}}, Tu_{n_{j}})\leq\theta(r)(d(Su_{n_{j}}, z)+d(Tu_{n_{j}}, z))$

$\leq\theta(r)(d(Su_{n_{j}}, z)+rd(Su_{m_{j}}, z))$

$=d(Su_{n_{j}}, z)$

を得る. よって, 仮定より, $d(Tu_{n_{j}},Tz)\leq rd(Su_{n_{j}}, z)$ となり,

$d(z, Tz)= \lim_{jarrow\infty}d(Su_{n_{j}+1}, Tz)=\lim_{jarrow\infty}d(Tu_{\eta_{j}}, Tz)\leq\lim_{jarrow\infty}rd(Su_{n_{j)}}z)=0$ .

したがって, $Tz=z$ を得る. $1/\sqrt{2}\leq r<1$ かつ $\#\{n:Su_{n}\neq z\}<\infty$ のとき
は, $\nu_{3}\in \mathbb{N}$ で任意の $n\geq\nu_{3}$ に対して $Su_{n}=z$ となるものが存在する. 特に,
$Su_{\nu_{3}}=Su_{\nu_{3}+1}=z$ である.

$Tz=TSu_{\nu s}=STu_{\nu_{3}}=SSu_{\nu\epsilon+1}=Sz=z$

が成り立つ. 以上により, すべての場合で $z$ が $S$ と $T$ の共通不動点であるこ
とが証明できた.
最後に共通不動点の一意性を示す. $y$ を $S$ と $T$ の共通不動点とする. この

とき $\theta(r)d(Sz, Tz)=0\leq d(Sz, Sy)$ から,

$d(z, y)=d(Tz, Ty)\leq rd(Sz, Sy)=rd(z, y)$

となるので, $z=y$ を得る. 口

注意. この $\theta(r)$ はすべての $r\in[0,1)$ に対して, ベスト定数になっている.
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