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Abstract
ダイナミカルヤンバクスター写像とヤンバクスター写像 (set-

theoretical solutions to the quantum Yang-Baxter equation) を比較し
ながら, ダイナミカルヤンバクスター写像の構成を紹介する.

Introduction

量子ヤンバクスター方程式 [2, 3, 4, 24, 25] は, 可積分系において, 中心的
な研究対象の一つである. $V$ を有限次元 $\mathbb{C}$ ベクトル空間とする. 線型写像 (行
列 $)$ $R$ : $V\otimes Varrow V\otimes V$ に関する次の方程式を, 量子ヤンバクスター方程
式という.

$R^{23}R^{13}R^{12}=R^{12}R^{13}R^{23}$ . (0.1)

ここで, $R^{ij}$ は, テンソル積 $V\otimes V\otimes V$ からそれ自身への次のような写像で
ある.

$R^{12}=R\otimes id_{V}$ , $R^{23}=id_{V}\otimes R$ .

また, (行列) 解 $R$ のことを R-matrix という.
このベクトル空間 $V$ の基底を $X$ とし,

$X\otimes X:=\{u\otimes v|u,$ $v\in X\}$ $($ 0.2 $)$

とおく. 量子ヤンバクスター方程式 (0.1) の解 $R$ が, 基底 $X$ に関し, 特に,
次の条件を満たしているとする.

$R(X\otimes X)\subset X\otimes X$ .

$(R(u\otimes v)_{1}, R(u\otimes v)_{2}):=R(u\otimes v)(u, v\in X)$ として, 記号 $R(u\otimes v)_{1},$ $R(u\otimes$

$v)_{2}\in X$ を導入する. これを利用して次のように定義される $X\cross X$ からそれ
自身への写像を, 同じ記号 $R$ で表す.

$R(u, v)=(R(u\otimes v)_{1}, R(u\otimes v)_{2})$ $(u, v\in X)$ .

元の行列 $R$が量子ヤンバクスター方程式 (0.1) を満たすことから, 写像 $R$ :
$X\cross Xarrow X\cross X$ も, 外見はまったく同じ方程式 (0.3) を満たす.

$R^{23}R^{13}R^{12}=R^{12}R^{13}R^{23}$ . (0.3)
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ただし, 上の式において, $R^{ij}$ $F$は $X\cross X\cross X$ からそれ自身への写像である.
例えば,

$R^{12}(u, v, w):=(R(u, v), w)$ , $R^{23}(u, v, w):=(u, R(v, w))$ $(u, v, w\in X)$ .

式 (0.3) も量子ヤンバクスター方程式と呼ばれる.
この逆も成り立つ. すなわち, 量子ヤンバクスター方程式 (0.3) の (写

像 $)$ 解 $R$ : $X\cross Xarrow X\cross X$ に対し, $V:=\mathbb{C}X=\oplus_{x\in X}\mathbb{C}x$ として, 写像 $R$ を
$V\otimes V$上の線型写像に拡張すると, $R$ は式 (0.1) を満たし, R-matrix となる.

Drinfeld [6] は, (有限とは限らない) 単なる集合 $X$ の直積上定義された量
子ヤンバクスター方程式 (0.3) の (写像) 解 $R$ : $X\cross Xarrow X\cross X$ の研究を提
唱した. 量子ヤンバクスター方程式 (0.1) の行列解 (matrix solution) に対比
させて, 式 (0.3) の解を set-theoretical solution と呼ぶことが多いが, 本稿で
は, 後に Veselov [22] によって提唱されたヤンバクスター写像 (Yang-Baxter
map) という名前を使用する.
上で示したように, ヤンバクスター写像は基底の置換行列として表され

る R-matrix のことである. このような解は Drinfeld の提唱以前にいくつか知
られていたが, Weinstein-Xu [23] の研究を皮切りに, Gateva-Ivanova [11],
Etingof-Schedler-Soloviev [8], Lu-Yan-Zhu [15] などが, ヤンバクスター写
像の組織的な構成に成功した. その後, ヤンバクスター写像と離散可積分
系の密接な関連が, Adler-Bobenko-Suris [1], Veselov [22] などによって明ら
かにされている.
一方, 量子ヤンバクスター方程式に一つパラメータを加えて一般化した

量子ダイナミカルヤンバクスター方程式の (楕円関数) 解が楕円量子群の定
式化に決定的な役割を果たすことが Felder[10] によって明らかにされ, 量子
ダイナミカルヤンバクスター方程式の行列解である dynamical R-matrix
の研究が始まった [7].

$h$ を有限次元可換 Lie代数 $(/\mathbb{C}),$ $h^{*}$ を $h$ の双対空間, $V$ を diagonalizable
$h$-加群とする. 線型写像 $R(\lambda)$ : $V\otimes Varrow V\otimes V(\lambda\in h^{*})$ が次の量子ダイ
ナミカルヤンバクスター方程式 [12] を満たすとき, $R(\lambda)$ を dynamical
R-matrix という.

$R^{23}(\lambda)R^{13}(\lambda+h^{(2)})R^{12}(\lambda)=R^{12}(\lambda+h^{(3)})R^{13}(\lambda)R^{23}(\lambda+h^{(1)})$ $(\forall\lambda\in h^{*})$ .

ここで, $R^{ij}(\lambda),$ $R^{ij}(\lambda+h^{(k)})$ などは次のような $V\otimes V\otimes V$ からそれ自身へ
の線型写像を意味する.

$R^{12}(\lambda)(u\otimes v\otimes w)=R(\lambda)(u\otimes v)\otimes w$,
$R^{12}(\lambda+h^{(3)})(u\otimes v\otimes w)=R^{12}(\lambda+ wt(w))(u\otimes v\otimes w)$ .

ただし, $u,$ $v,$ $w\in V$ は V の weight basis の元, wt $(w)$ は元 $w$ のウェイトを
表す.
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現在では, dynamical R-matrix から定義される楕円量子群 [9, 10, 14], お
よびその一般化である双亜代数 (bialgebroid) と tensor category の関係 [5, 21],
dynamical R-matrix と R-matrix の関係 (quasi Hopf twister vertex-IRF 対
応 $)$ [7, 13], 可換な差分作用素族の構成 [7] との関係など, その研究の裾野は
広い.
この量子ダイナミカルヤンバクスター方程式 (に類する方程式) の set-

theoretical solution にあたるものが, 本稿の題にあるダイナミカルヤンバ
クスター写像 (dynamical Yang-Baxter map) である [17, 18, 19].

Definition 0.1. $H,$ $X$ を空でない集合, $(\cdot):H\cross Xarrow H$ を写像とする.
$X\cross X$ からそれ自身への写像 $R(\lambda)(\lambda\in H)$ が次のような量子ダイナミカル
ヤンバクスター方程式に類似の方程式を満たすとき, $R(\lambda)$ を $H,$ $X$ , $()$ に

付随したダイナミカルヤンバクスター写像という.

$R^{23}(\lambda)R^{13}(\lambda\cdot X^{(2)})R^{12}(\lambda)=R^{12}(\lambda\cdot X^{(3)})R^{13}(\lambda)R^{23}(\lambda\cdot X^{(1)})$ $(\forall\lambda\in H)$ .

ここで, $R^{12}(\lambda),$ $R^{12}(\lambda\cdot X^{(3)})$ は, $X\cross X\cross X$上定義された次のような写
像である. $u,$ $v,$ $w\in X$ に対し,

$R^{12}(\lambda)(u,$ $v,$ $w)=(R(\lambda)(u,$ $v),$ $w)$ ,
$R^{12}(\lambda\cdot X^{(3)})(u,$ $v,$ $w)=R^{12}(\lambda\cdot w)(u,$ $v,$ $w)=(R(\lambda\cdot w)(u,$ $v),$ $w)$ .

他の写像も同様に定義する. 例えば,

$R^{23}(\lambda\cdot X^{(1)})(u, v, w)=(u, R(\lambda\cdot u)(v, w))$ .

本稿では, Weinstein-Xu [23] によるヤンバクスター写像の構造を明ら
かにしながら, この構造に関連付けて, ダイナミカルヤンバクスター写
像の一つの構成方法を紹介する.
まず, セクション 1から 3までで, Weinstein-Xu により構成されたヤン

バクスター写像の構造を明らかにしながら, この写像が量子ヤンバクスター
方程式を満たすことを証明する.
この構造を一般化することでダイナミカルヤンバクスター写像を構成

するのがセクション 4から 8である.
その後, Lu-Yan-Zhu [15] によるヤンバクスター写像の構成方法 (セク

ション 9), unitary condition, vertex-IRF 対応 (セクション 10), invariance
condition (8.3) (セクション 11) の説明が続く.

1 ヤンバクスター写像

このセクションでは, Weinstein-Xu [23] により構成されたヤンバクスター
写像を紹介する ([15, Section 3] も参照のこと).
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$G=(G, *)$ を, 次に掲げる unique factorization property を満たす部分群
$G+’ G_{-}$ を伴った群とする.

(unique factorization property) すべての $g\in G$ に対し, $g=$
$g_{+}*g-$ となる $G+$ の元 $g+$ と $G_{-}$ の元 $g-$ が唯一つ存在する.

群の半直積は, この unique factorization property を満たす.
$g+\in G+$ と $g_{-}\in G_{-}$ の逆元を, それぞれ, $g_{+}^{-1},$ $g_{-}^{-1}$ と書くことにする.

一般に, $g_{+}^{-1}$ と $(g^{-1})_{+}$ は異なることに注意する ( $g_{-}^{-1}$ と $(g^{-1})_{-}$ も同様).
この記号を用いて, 写像 $R$ : $G\cross Garrow G\cross G$ を

$R(g, h)=((g_{-}^{-1}*h*g-)_{+}^{-1}*g*(g_{-}^{-1}*h*g-)_{+}, g_{-}^{-1}*h*g-)$ $(g, h\in G)$ (1.1)

と定める.

Proposition 1.1. この写像 $R$ はヤンバクスター写像である. すなわち, 写
像 $R$ は量子ヤンバクスター方程式 (0.3) を満たす.

次からのセクションでは, この (ヤンバクスター) 写像 $R$ の構造を明ら
かにしながら, 上の Proposition の証明を与える.

2 群 $G$ のもう一つの群構造

このセクションでは, 群 $G$ が, 自然に別の群構造を持つことを示す. この群
構造が, Proposition 1.1の証明に重要な役割を果たす.
群 $G$ 上に, 次のように 2項演算: $G\cross Garrow G$ を定める.

$g\cdot h:=g_{+}*h*g-$ $(g, h\in G)$ .

Proposition 2.1. $(G, \cdot)$ は群である.

Proof. $(G, *)$ と $(G, \cdot)$ の単位元が同じであること, また, $(G, \cdot)$ における $g\in G$

の逆元が $g_{+}^{-1}*g_{-}^{-1}$ となることは容易に証明できる.
$G$ の元 $g^{1},$ $g^{2},$ $g^{3}$ に対し, 2項演算 $()$ の定義より,

$(g^{1}\cdot g^{2})\cdot g^{3}=(g_{+}^{1}*g^{2}*g_{-}^{1})_{+}*g^{3}*(g_{+}^{1}*g^{2}*g_{-}^{1})_{-}$

となる. $G,$ $G+’ G_{-}$ における unique factorization property を用いると,

$(g_{+}^{1}*g^{2}*g_{-}^{1})_{+}=g_{+}^{1}*g_{+}^{2}$ , $(g_{+}^{1}*g^{2}*g_{-}^{1})_{-}=g_{-}^{2}*g_{-}^{1}$

である. したがって,

$(g^{1}\cdot g^{2})\cdot g^{3}=g_{+}^{1}*g_{+}^{2}*g^{3}*g_{-}^{2}*g_{-}^{1}=g^{1}\cdot(g^{2}\cdot g^{3})$ .

このようにして, $(G, \cdot)$ は群になる. $\square$
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Remark 2.2. 以下, 混乱を避けるために, $g^{-1}$ という記号は, 常に, 積 $*$ に関
する元 $g\in G$ の逆元を表すことにする.

$R(g, h)\in G\cross G(g, h\in G)$ の第 1成分, および, 第 2成分を, それぞれ,
$\eta(h)(g),$ $\xi(g)(h)\in G$ と書く. すなわち,

$\xi(g)(h)=g_{-}^{-1}*h*g-$ ,
$\eta(h)(g)=(g_{-}^{-1}*h*g_{-})_{+}^{-1}*g*(g_{-}^{-1}*h*g_{-})_{+}$

である. このとき, 次が成り立つ.

Proposition 2.3. すべての $g,$ $h\in G$ に対し, $\xi(g)(h)$ $\eta(h)(g)=g$ $h$ .

証明は, $()$ の定義に従って計算すればよい.
Proposition 2.3は次のことを意味している. 次で定義される $G\cross G$ から

それ自身への写像を $\sigma$ としよう.

$\sigma(g, h)=(\xi(g)(h), \eta(h)(g))$ $(g, h\in G)$ . (2.1)

Proposition 2.3は, 写像 $\sigma$ が, 積 $(\cdot)$ に関する第 1成分と第 2成分の積を不変
に保つことを表している.
次のセクションでは, この視点から, 写像 $\sigma$ および $R$ と, $G$ の元 $u*v^{-1}*w$

$(u, v, w\in G)$ を結び付ける. 写像 $R$ が量子ヤンバクスター方程式を満たす
ことを, $u*v^{-1}*w$ が導くのである.

3 座標の取り換え

本セクションでは,『座標を取り換えて』写像 $\sigma$ を表示する.
$\lambda$ を $G$ の元とし, $G\cross G$からそれ自身への写像 $F_{\lambda}$ を

$F_{\lambda}(g,$ $h)=(\lambda\cdot g,$ $\lambda\cdot g\cdot h)$ $(g,$ $h\in G)$ $($ 3.1 $)$

と定める.

Proposition 3.1. 写像 $F_{\lambda}$ は全単射である. 実際, その逆写像は次で与えら
れる. $(F_{\lambda})^{-1}(g, h)=(\lambda_{+}^{-1}*g*\lambda_{-}^{-1}, g_{+}^{-1}*h*g_{-}^{-1})$ .

Proposition 2.3を用いると, $G\cross G$上の写像 $F_{\lambda}\sigma(F_{\lambda})^{-1}$ の第 2成分は変
わらないはずである.

Remark 3.2. 1座標変換』 という観点からすると, 上の $\lambda$ として $G$ の単位元
$e$ をとれば十分である. すなわち, 写像 $F_{\lambda}$ は一般化され過ぎている. しかし,
この一般化は後の議論において決定的な役割を果たす.
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この写像 $F_{\lambda}$ を用いて写像 $\sigma$ を変換する (これが『座標の取り換え』) と,
直接的な計算により,

$F_{\lambda}\sigma(F_{\lambda})^{-1}(g, h)=(\lambda*g^{-1}*h, h)$ $(g, h\in G)$ (3.2)

となる.
そこで,

$S(\lambda):=F_{\lambda}\sigma(F_{\lambda})^{-1}$ , (3.3)
$S$ : $G\cross G\cross G\ni(u, v, w)\mapsto(u, u*v^{-1}*w, w)\in G\cross G\cross G(3.4)$

とおく.

Proposition 3.3. 次の 3条件は同値である.
(1) $S(\lambda)^{12}SS(\lambda)^{12}=SS(\lambda)^{12}S$ $(\forall\lambda\in G)$ .
(2) $\sigma^{12}\sigma^{23}\sigma^{12}=\sigma^{23}\sigma^{12}\sigma^{23}$.
(3) $R$ はヤンバクスター写像である.

Proof. 写像 $\sigma$ の定義 (2.1) より, 条件 (2) と (3) が同値になるのはよい.
条件 (1) と (2) が同値になることを示す. $G\cross G\cross G$ からそれ自身への写像

$\overline{F}_{\lambda}(u, v, w)=(\lambda\cdot u, \lambda\cdot u\cdot v, \lambda\cdot u\cdot v\cdot w)$ $(\lambda, u, v, w\in G)$

を考える. この写像は全単射で,

$\overline{F}_{\lambda}\sigma^{12}(\overline{F}_{\lambda})^{-1}=S(\lambda)^{12}$ , $\overline{F}_{\lambda}\sigma^{23}(\overline{F}_{\lambda})^{-1}=S$

を満たす. この性質を用いると, 条件 (1) と (2) は同値になる. $\square$

式 (3.2), (3.4) により, Proposition 3.3の条件 (1) が成り立つことが簡単
にわかる (直接的に計算すればよい). したがって, 上の Proposition より写像
$R(1.1)$ はヤンバクスター写像である. これが, Proposition 1.1で示したい
ことであった.

4 一般化. その方針

Proposition 1.1の証明を見てみると, 群 $G$ の演算 $*$ を用いて定義される元
$u*v^{-1}*w$ が, 写像 $S,$ $S(\lambda)$ を通じて, 量子ヤンバクスター方程式 (0.3) を
生み出している.
重要なことは, 写像 $S,$ $S(\lambda)$ が Proposition 3.3の条件 (1) を満たせば,

それを『座標変換する』ことにより, 量子ヤンバクスター方程式 (0.3) の解
が得られることである. そこで, 条件 (1) を崩すことなく, 群 $G$ の演算 $*$ を
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用いて定義される $u*v^{-1}*w$ を一般化することができれば, セクション 2, 3
の議論をそのまま用いることで, 新たなヤンバクスター写像を得ることが
できるのではないか, という考えに行き着く.
以下のセクションでは, この方針に基づき, Weinstein-Xuによるヤンバ

クスター写像の一般化を試みる.
あらかじめ結果を申し上げると,『幸運なことに』この企ては失敗する. 失

敗の原因は, Remark 3.2で指摘した写像 $F_{\lambda}$ の一般化などにある. しかし, こ

の失敗がダイナミカルヤンバクスター写像という新たな概念を生み出す
のである.

5 元 $u*v^{-1}*w$の 3項演算への一般化

本セクションでは, Proposition 3.3の条件 (1) を壊すことなく, $G$ の元 $u*$

$v^{-1}*w(u, v, w\in G)$ を 3項演算に一般化する. また, そのための必要十分条
件を求める [18, Section 3].

$M=(M, \mu)$ を ternary system とする. すなわち, $M$ を 3項演算 (ternary
operation) $\mu$ : $M\cross M\cross Marrow M$ を伴った, 空でない集合とする. 集合 $M$の元 $a$

に対して, 写像 $s(a)$ : $M\cross Marrow M\cross M$ , および $s$ : $M\cross M\cross Marrow M\cross M\cross M$

を,

$s(a)(x, y)=(\mu(a, x, y), y)$ , (5.1)
$s(x, y, z)=(x, \mu(x, y, z), z)$ $(x, y, z\in M)$ .

と定義する. この $s(a),$ $s$ は, 写像 $S(\lambda)(3.3),$ $S(3.4)$ の一般化である.

Proposition 5.1. 次は同値である.
(1) $s(a)^{12}ss(a)^{12}=ss(a)^{12}s$ $(\forall a\in M)$ .
(2) $\mu(a, \mu(a, b, c), \mu(\mu(a, b, c), c, d))=\mu(a, b, \mu(b, c, d))$ ,

$\mu(\mu(a, b, c), c, d)=\mu(\mu(a, b, \mu(b, c, d)), \mu(b, c, d), d)$ $(\forall a, b, c, d\in M)$ .

Proof. (1) 式の第 1, 第 2成分が等しいという式が (2) である. (1) 式の第 3成
分が等しくなるのは自明であるので, この Proposition の主張が成り立つ. $\square$

$M$ が群である場合, その積を $*$ : $M\cross Marrow M$ と書くことにして,
$\mu(a, b, c)=a*b^{-1}*c(a, b, c\in M)$ で $M$ 上の 3項演算 $\mu$ を定める. する
と, この $\mu$ は上の条件 (2) を満たす (Proposition 3.3参照).

6 写像 $F_{\lambda}$ の一般化

続いて写像 $F_{\lambda}(3.1)$ も一般化してしまおう. このために left quasigroup とい
う概念を導入する (cf. [16, 20]).
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Definition 6.1. 2項演算 $()$ : $L\cross Larrow L$ を伴った空でない集合 $L$ が次を満
たすとき, $L=$ $(L, \cdot)$ を left quasigroup という.

すべての $u\in L$ に対して, 写像 (左移動)u. : $L\in v\mapsto u\cdot v\in L$ は

全単射である.

$L=(L, \cdot)$ を left quasigroup とする. すると定義より, 左移動 $u\cdot$ : $Larrow L$

の逆写像が存在する. これを $u\backslash$ と書く.

$u\backslash :L\ni v\mapsto u\backslash v\in L$ .

これは, $u\cdot(u\backslash v)=u\backslash (u\cdot v)=v(\forall u, v\in L)$ を満たす.

Example 6.2. 群は left quasigroup である.

Example 6.3. 集合 $Q_{5}$ を $Q_{5}=\{0$ ,1,2,3,4 $\}$ とし, $Q_{5}$ 上の 2項演算 $()$ を

Table 1のように定める. ここで, $0\cdot 2=2$ である. $Q_{5}$ の各元が, Table 1の

Table 1: $Q_{5}$

各行に 1回現れ, かつ 1回のみしか現れないので, この $Q_{5}=$ $(Q_{5}, \cdot)$ は left
quasigroup である.

Remark 6.4. left quasigroup の 2項演算は, 群とは異なり, 結合的であるとは
限らない. 例えば, 上の $Q_{5}$ の 2項演算は結合的ではない. 実際, $($ 1 $\cdot 2)\cdot 3=$

$1\neq 4=1$ (23). したがって, left quasigroup は群よりも (かなり) 多く存
在する.

$L=(L, \cdot)$ を left quasigroup とする. $\lambda\in L$に対し, 写像 $f_{\lambda}$ : $L\cross Larrow L\cross L$

を
$f_{\lambda}(u, v)=(\lambda\cdot u, (\lambda\cdot u)\cdot v)$ $(u, v\in L)$

と定める [18, Section 3]. 次は Proposition 3.1の一般化にあたる.

Proposition 6.5. 写像 $f_{\lambda}$ は全単射である. 逆写像は,

$(f_{\lambda})^{-1}(u,$ $v)=(\lambda\backslash u,$ $u\backslash v)$ $(u,$ $v\in L)$ .
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7 ダイナミカルヤンバクスター写像

本セクションでは, セクション 4での方針に従い, 写像 $s(a)$ と $f_{\lambda}$ からヤン
バクスター写像を構成しようと試みる. すでに予告したようにこの試みは失
敗し, ヤンバクスター写像ではなく, ダイナミカルヤンバクスター写像
が得られる.
以下, $L$ と $M$ は集合として同型であると仮定する. この同型を与える全

単射を $\pi$ : $Larrow M$ と書く. また, $M$ 上の 3項演算 $\mu$ が Proposition5.1の条
件 (2) を満たすことも仮定する.

$\lambda,$ $u,$ $v\in L$ を用いて元 $\xi_{\lambda}(u)(v),$ $\eta_{\lambda}(v)(u)\in L$ を

$(\xi_{\lambda}(u)(v), \eta_{\lambda}(v)(u))=(f_{\lambda})^{-1}(\pi^{-1}\cross\pi^{-1})s(\pi(\lambda))(\pi\cross\pi)f_{\lambda}(u, v)$

と定める. さらに, $L\cross L$ から自分自身への写像 $R(\lambda)$ を

$R(\lambda)(u, v)=(\eta_{\lambda}(v)(u), \xi_{\lambda}(u)(v))$

と定義する.
本来, この写像 $R(\lambda)$ がヤンバクスター写像になるはずであるが, 今の

場合, パラメータ $\lambda$ が一般には残ってしまい, 量子ヤンバクスター方程式
の解にはならない.
そこで解くべき問題を変える.

$s(\pi(\lambda))$ は Proposition 5.1の条件 (1) を満たすのだから, それを
全単射 $f_{\lambda}$ で変換した写像から構成される写像 $R(\lambda)$ も, 何らかの
方程式を満たすはずである. この量子ヤンバクスター方程式に
類する方程式を求めよ.

この方程式は次のようになる.

Proposition 7.1. 写像 $R(\lambda)$ は次の方程式を満たす.

$R^{23}(\lambda)R^{13}(\lambda\cdot L^{(2)})R^{12}(\lambda)=R^{12}(\lambda\cdot L^{(3)})R^{13}(\lambda)R^{23}(\lambda\cdot L^{(1)})$ $(\forall\lambda\in L)$ .

$R^{12}(\lambda)$ , $R^{12}(\lambda L^{(3)})$ などの定義については Definition 0.1を参照のこと.

Definition 0.1より, 我々は, $L,$ $L$ , $()$ に付随したダイナミカルヤン
バクスター写像を構成したことになる.

この Proposition は, Proposition 3.3と同様にして証明される [18, Section
3 $]$ .
Remark 7.2. ダイナミカルヤンバクスター写像 $R(\lambda)$ がパラメータ $\lambda$ に依
存しない場合, $R:=R(\lambda)$ は量子ヤンバクスター方程式 (0.3) を満たす. し
たがって, $R$ はヤンバクスター写像である. すなわち, ダイナミカルヤ
ンバクスター写像はヤンバクスター写像を含む概念である.
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8 セクション 5から 7までのまとめ

セクション 5から 7までは, 通常の論文とは異なる書き方をした. これから生
じるであろう混乱を避けるため, 本セクションでは, セクション 5から 7ま
でで扱ったダイナミカルヤンバクスター写像の構成をまとめる. これに関
連して, この構成の逆, すなわち, ある性質を満たすダイナミカルヤンバ
クスター写像が, 必ずこのように構成されることも述べる [18, Theorem 4.7].

$L=(L, \cdot)$ を left quasigroup, $M=(M, \mu)$ を Proposition 5.1 (2) を満た
す ternary system とする. そして, これらが集合として同型であると仮定し,
この同型を与える全単射 $\pi$ : $Larrow M$ を一つ固定する.

$L\cross L$ からそれ自身への写像 $R(\lambda)(\lambda\in L)$ を

$R(\lambda)(u, v)=(\eta_{\lambda}(v)(u), \xi_{\lambda}(u)(v))$ ,
$\xi_{\lambda}(u)(v)=\lambda\backslash \pi^{-1}(\mu(\pi(\lambda), \pi(\lambda\cdot u), \pi((\lambda\cdot u)\cdot v)))$ , (8.1)
$\eta_{\lambda}(v)(u)=(\lambda\cdot\xi_{\lambda}(u)(v))\backslash ((\lambda\cdot u)\cdot v)$. (8.2)

と定める.
このとき次が成り立つ.

Theorem 8.1 (Proposition 7.1). $R(\lambda)$ は $L,$ $L$ , $(\cdot)$ に付随したダイナミカ
ルヤンバクスター写像である.

このダイナミカルヤンバクスター写像は次の invariance condition を
満たす.

$(\lambda\cdot\xi_{\lambda}(u)(v))\cdot\eta_{\lambda}(v)(u)=(\lambda\cdot u)\cdot v$ $(\forall\lambda, u, v\in L)$ (8.3)

この invariance condition は, Proposition 2.3の一般化にあたる.
Theorem 8.1の逆もまた成り立つ. $L=$ $(L, \cdot)$ を left quasigroup, $R(\lambda)$

$(\lambda\in L)$ を, invariance condition (8.3) を満たす $L,$ $L$ , $()$ に付随したダイナ
ミカルヤンバクスター写像とする. $\eta_{\lambda}(v)(u),$ $\xi_{\lambda}(u)(v)(\lambda, u, v\in L)$ を次
で定める.

$(\eta_{\lambda}(v)(u), \xi_{\lambda}(u)(v))=R(\lambda)(u, v)$ .

Theorem 8.2. Theorem 8.1の構成方法で $R(\lambda)$ を生み出すような ternary
system $M=(M, \mu)$ , および全単射 $\pi$ : $Larrow M$ が存在する.

実際, この定理を証明するためには,

$M=(L, \mu_{L})$ ,
$\mu_{L}(a, b, c)=a\cdot\xi_{a}(a\backslash b)(b\backslash c)$ $(a, b, c\in M)$ ,
$\pi=id_{L}$

ととればよい.
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9 Lu-Yan-Zhu によるヤンバクスター写像の構成

$L=(L, \cdot),$ $G=(G, *)$ を群とし, $\theta$ を $L$ から Aut $(G)$ への群準同型であると
する. $L$ から $G$ への (集合としての) 全単射 $\pi$ が次を満たすとき, 写像 $\pi$ を

bijective l-cocycle という.

$\pi(u\cdot v)=\pi(u)*\theta(u)(\pi(v))$ $(u, v\in L)$ . (9.1)

Lu-Yan-Zhu [15] は, この bijective l-cocycle からヤンバクスター写像が
構成できることを示した. 本セクションでは, Theorem 8.1の構成方法から
bijective l-cocycleを導き出す [18, Section 2]. $\prime J+_{\backslash \Pi}^{\pm}$果として, bijective l-cocycle
からヤンバクスター写像が得られる理由も明らかにする.
セクション 5ですでに示したように,

Proposition 9.1. $G$上の 3項演算 $\mu_{G}:G\cross G\cross G\ni(x, y, z)\mapsto x*y^{-1}*z\in G$

は, Proposition 5.1の条件 (2) を満たす.

Theorem 8.1より, 群 $L=(L, \cdot)$ と全単射 $\pi$ : $Larrow G$ , および ternary
system $(G, \mu_{G})$ は, ダイナミカルヤンバクスター写像 $R(\lambda):L\cross Larrow L\cross L$

を生み出す.
$L$ の元 $u$ を用いて, 写像 $\theta(u)$ : $Garrow G$ を

$\theta(u)(x)=\pi(u)^{-1}*\pi(u\cdot\pi^{-1}(x))$ $(x\in G)$

と定義する.

Remark 9.2. 上の $\theta(u)$ の定義を書きなおすと, $\pi(u\cdot\pi^{-1}(x)))=\pi(u)*\theta(u)(x)$

となる. $\pi$ が全単射であることを考え合わせれば, この定義式は, (9.1) と一
致する.

Proposition 9.3. この写像 $\theta(u)$ は全単射である. その逆写像は, $\theta(u)^{-1}(x)=$

$\pi(u\backslash L\pi^{-1}(\pi(u)*x))$ .
式 (8.1) により,

Proposition 9.4. $\xi_{\lambda}(u)(v)=\pi^{-1}\theta(\lambda)^{-1}\theta(\lambda\cdot u)\pi(v)(\lambda, v\in L)$ .

ここで, $\theta$ : $Larrow$ Aut $(G)$ が群準同型であると仮定する. このとき, 全単
射 $\pi$ : $Larrow G$ は bijective l-cocycle となる. また, 上の仮定と, Proposition
94, 式 (8.2), および $L$ が群であることから, ダイナミカルヤンバクス
ター写像 $R(\lambda)$ はパラメータ $\lambda$ に依存しない. したがって, $R(\lambda)$ はヤンバ
クスター写像となる (Remark 7.2).
実は, Weinstein-Xuが構成したヤンバクスター写像のみならず, Lu-Yan-

Zhu が構成したものも, すべて, ternary operation $\mu_{G}$ を用いて上のように
構成されている.
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10 ダイナミカルヤンバクスター写像の諸性質

本稿では, left quasigroup $L=(L, \cdot)$ , ternary system $M=(M, \mu)$ . および
全単射 $\pi$ : $Larrow M$ から, invariance condition (8.3) を満たすダイナミカル
ヤンバクスター写像が構成できることを紹介した (Theorem 8.1). この構成
によるダイナミカルヤンバクスター写像の性質は, 多くの場合, ternary
operation $\mu$ のみで決定される (ダイナミカルヤンバクスター写像を単に
『座標変換』 したものが写像 $s(a)(5.1)$ で, これは ternary operation $\mu$ のみ

で定義されているから). 例えば ([18, Section 7]),

Proposition 10.1. 写像 $P:L\cross Larrow L\cross L$ を $P(u, v)=(v, u)(u, v\in L)$

とする. $(L, M, \pi)$ より構成されるダイナミカルヤンバクスター写像 $R(\lambda)$

が unitary condition

$R(\lambda)PR(\lambda)=P$ $(\forall\lambda\in L)$

を満たすための必要十分条件は, ternary opemtion $\mu$ が

$\mu(a, \mu(a, b, c), c)=b$ $(\forall a, b, c\in M)$ (10.1)

を満たすことである.

ternary system $M$ が群であり, ternary operation $\mu$ が $\mu_{M}$ (Proposition
9.1) である場合, 式 (10.1) は, 群 $M$ が可換であることと同値になる. した
がって, セクション 9で bijective l-cocycleから構成したヤンバクスター写
像が unitary condition を満たすためには, 群 $G$ が可換であることが必要十分
となる. これは, Lu-Yan-Zhu [15] の Proposition 4の主張そのものである.
この他にも, 本稿の構成方法によるヤンバクスター写像とダイナミカル

ヤンバクスター写像が同一の ternary system から構成されていれば, この

二つの写像を結びつける全単射 $J(\lambda)$ が存在する $(J(\lambda)$ は『座標変換』を表す
2つの写像の合成). この式を書き下してみると,

$R(\lambda)=J(\lambda)^{-1}R^{21}J^{21}(\lambda)$

となっていて, ダイナミカル R-matrix と R-matrix が fusion matrix を介し
て結びつくという vertex-IRF 対応と全く同じ形をしている.
つまり, ダイナミカルヤンバクスター写像とヤンバクスター写像の

間にも, vertex-IRF 対応が存在するのである [18, Section 8].

11 最後に invariance condition について

本稿や [18] においては, invariance condition(8.3) を, ダイナミカルヤン
バクスター写像を構成するための単なる技術的な仮定として扱っている. し
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かし, tensor categoryを用いてダイナミカルヤンバクスター写像を記述
する場合には, この invariance condition が必須の条件となる [19].

$R(\lambda)$ を dynamical R-matrix としよう (Introduction参照). 通常, dynam-
ical R-matrix には, 次の weight-zero condition を課す [10].

$u,$ $v\in V$ を weight basis の元とするとき,

$R(\lambda)(u\otimes v)\in V_{wt(u)+wt(v)}$ .

ここで, $V_{\alpha}(\alpha\in h^{*})$ は, weight $\alpha$ のウェイト空間を表す.
Introduction で申し述べた R-matrix とヤンバクスター写像の関係のよ

うに, dynamical R-matrix $R(\lambda)$ が $V\otimes V$ の weight basis $X\otimes X(0.2)$ の置
換行列になっているとしよう. このとき, weight-zero condition は次のよう
になる.

wt $(R(\lambda)(u\otimes v)_{1})+$ wt $(R(\lambda)(u\otimes v)_{2})=$ wt $(u)+$ wt $($ v $)$

$(R(\lambda)(u\otimes v)_{1}\otimes R(\lambda)(u\otimes v)_{2}:=R(\lambda)(u\otimes v))$ .

この式は, 当然,

$\lambda+$ wt $(R(\lambda)(u\otimes v)_{2})+$ wt $(R(\lambda)(u\otimes v)_{1})=\lambda+$ wt $(u)+$ wt $($ v $)$ $($ 11.1 $)$

と同値である.
$H$ を $h^{*}$ , 写像 $()$ : $H\cross Xarrow H$ を $\lambda\cdot u:=\lambda+$ wt $(u)$ と定める. 次のよ

うな写像を, dynamical R-matrix と同じ記号 $R(\lambda)$ で表す.

$R(\lambda)$ : $X\cross X\ni(u, v)\mapsto(R(\lambda)(u\otimes v)_{1}, R(\lambda)(u\otimes v)_{2})\in X\cross X$.

この写像 $R(\lambda)$ はダイナミカルヤンバクスター写像となり, 式 (11.1) は,
このダイナミカルヤンバクスター写像に関する invariance condition

$(\lambda\cdot R(\lambda)(u, v)_{2})\cdot R(\lambda)(u, v)_{1}=(\lambda\cdot u)\cdot v$ $(\forall\lambda\in H, u, v\in X)$

$((R(\lambda)(u, v)_{1}, R(\lambda)(u, v)_{2}):=R(\lambda)(u, v))$

と一致する. このように, ダイナミカルヤンバクスター写像における in-
variance condition は, dynamical R-matrix における weight-zero condition
に相当する.
つまり, invariance condition (8.3) は, ダイナミカルヤンバクスター

写像の構成のための人工的技術的な仮定ではなく, ダイナミカルヤンバ
クスター写像が当然持つべき自然な条件である (と筆者は考えている).
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