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1 はじめに

幾何定理の代数的証明のため 1977年に Wu Wen-Tsfun が導入したアルゴリズムは、以後広く使われ、 多
数の定理が証明されてきている。 1988年に Chou Shang-Ching [3] は、Wu の方法 [20] で証明に成功した多
数の初等幾何の定理の中から、 512題を一監として示した。現在では、同書に示された一連の定理を多項式
イデアル計算に関する一種のベンチマークとして整備しようとする計画も進められている [5]。
一方で、 グレブナー基底 [2] に基づく証明法も多くの著者 [7, 8, 19] によって提案されてきている。 Chou

自身、 上記 512題の定理に対して、 グレブナー基底の方法も適用しているが、 1988年の時点では 35題が
未解決 (4時間で計算打切り) となっていた。 計算効率の面で、 グレブナー基底に対する Wu の方法の優
位性はたびたび指摘されてきたところである。筆者らは 2004年以来、未解決の 35題の定理を対象として、
最新の実装に基づくグレブナー基底計算による証明を試み、「 $26$題について証明に成功したものの、残る 9
題についてはグレブナー基底の計算が本質的に困難である」 ことを示した [10, 11]。
証明に成功した 26題のうちの 7題では、「非退化条件の追加」 による計算の工夫が本質的である。本稿

では、 この「非退化条件の追加」が「イデアル成分の分解」に対応していることを示し、計算効率の改善と
非退化条件の自動抽出の可能性を探る。 特に、 以下の 2つの定理については詳細に検討する。. Th\‘ebault-Taylor の定理

イデアル成分を分解することにより、 グレブナー基底の方法では世界で初めて証明に成功した [10]。. Chou による例題 109

「退化した場合」についても、新たな仮定の式を追加することによって証明が可能になることを示す。
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2 基本算法

Chou[3] にしたがって、 幾何定理における一連の仮定を次の形の多項式表現に翻訳する。

$f_{1},$
$\ldots,$

$f_{\ell}$ $\in$ $Q(u_{1}, \ldots, u_{m})[x_{1}, \ldots,x_{n}]$ .

ここで、 変数は以下の 2種類に区分される。. $u_{i}$ : 自由な値をとることのできるパラメータ. $Xj$ ; 他の変数 $u_{i},x_{k}$ に依存して値の決まる変数

次に、 定理の結論も同じ形の多項式に翻訳する。

$g\in$ $Q(u_{1}, \ldots,u_{m})[x_{1}, \ldots,x_{n}]$

これらの設定の下で、「定理を証明する」 ために次の関係を適用する。

$g$ は $f1,$
$\ldots,$

$f\ell$ から一般に導かれる $\Leftrightarrow$ $g\in\sqrt{(f\iota}$, $f\ell$ )

この「根基所属判定問題」を解くためには、種々の計算法が知られているが、ここでは、 グレブナー基底の
方法に基づく以下の命題 [4] を適用することとする。 (より詳しい議論は [17] にもある。)

命題 1(根基所属判定)
$K$ を任意の係数体とし、 $I=(fi, \ldots, f_{\ell})\subset K[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ を多項式イデアルとする。任意の項順序により
$I$ のグレブナー基底 $G$ を計算し、 $g\in K[x_{1}, \ldots,x_{r1}]$ を別の多項式とする。 このとき、 $g\in\sqrt{I}$ であること

と、 以下の 3条件は同値である。

(a) ョ$s\in N$ , $g^{\ell}arrow^{G}0$ ($s=1,2,$ $\ldots$ に対して計算せよ。)

(b) $J=(I, 1-yg)\subset K[x_{1}, \ldots,x_{n)}y]$ に対して、任意の項順序によるグレブナー基底が (1) となる。

(c) $J=(I, g-y)\subset K[x_{1}, \ldots, x_{n},y]$ に対して、 $\{x_{1}, \ldots,x_{n}\}^{1\alpha}>y$ というプロック順序でグレブナー基
底を計算したとき、 $y^{s}$ $($ョ$s\in N)$ という一変数多項式が基底の中に含まれる。 I

条件 (a) を用いる場合は、 まず $garrow^{G}0$ を試すことになる。幾何定理から導かれるイデアルでは、ほとん
どすべての場合 $s=1$ であることが知られている [3, 4] ので、 この方法は十分実用的である。実際、本稿で
証明に成功した 26題の定理においては、 すべて $garrow^{G}0$ を得ている。 したがって、以下の議論では、条件
(a) により 「イデアル所属判定問題」 として計算することとする。
条件 (b) の適用は、 計算効率の面からは考慮に値するが、 $(fi, \ldots, f_{j}, \ldots, f_{\ell})\neq(1)$ であることは先に確

認すべきである。仮定となる条件の翻訳を間違えると、 しばしば $(f_{1}, \ldots,\tilde{f}_{j}, \ldots, f_{\ell})=(1)$ となるので注意

を要する。
条件 (c) を用いる場合、係数体が $K=Q(u_{1}, \ldots, u_{m})$ であることから、計算効率上の困難を招くことが

多い。 また、 上述のように、幾何定理の証明においては具体的に $s$ の値を求める必要性はほとんどない。

3 計算結果に関する検討

3.1 計算環境および結果

表 1に示した環境で、 Chou の例題 512題のうち、 1988年時点でグレブナー基底によって証明不可能だっ
た 35題の計算を行った。 グレブナー基底計算は、全次数逆辞書式順序 $(x_{n}>x_{n-1}>\cdots>x_{1})$ を用い、
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表 1: Environment for Maple &Epsilon

CPU Pentium 4 (3.6 GHz)
OS Windows XP professional ed.

Main Memory 2.0 GB

表 2; Success /Failure for Chou’s Exmples

係数体を $Q(u_{1}, \ldots,u_{m})$ として、 Maple11[9] (計算オプションは method$\cdot$buchberger を指定) により求
めた。

結果どして、 35題のうち 26題は証明に成功したが、残る 9題は計算不可能なまま残った。 この結果は、
他の数式処理システム Reduce3.6[6] および Risa$/Asir[12]$ を用いた場合も同様だったので、 この 9題に関
しては、 グレブナー基底の計算が本質的に困難であると考えられる。比較のため、 D.Wang による Epsilon
ライブラリ [18] を用いて、Wu の方法によっても計算を行った結果、 35題すべてが計算可能であることを
確かめた。

詳細なタイミングデータは先行論文 $[$10] に示したので、 ここでは各例題に対する計算の成否のみを表 2
にまとめた。 各列および表中の記号の意味は以下のとおりである。 計算法の工夫 $(\theta,l)$ のうち、 インク
リメンタルなグレブナー基底計算 $(\phi)[10,11]$ については本稿では扱わないものとし、「非退化条件の追加
(皐)」 と「イデアル成分の分解」 の関係を以下の節で議論する。
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$\# x_{i}$ 仮定の式中で、他に依存する変数の個数
$\# u_{i}$ 仮定の式中における、 自由パラメータの個数
$\# f_{i}$ 仮定を翻訳することによって得られる多項式の個数
$O$ グレブナ一基底を直接計算して証明に成功
$\theta$ グレブナー基底をインクリメンタルに計算して証明に成功
$l$ 非退化条件を仮定の式に追加して証明に成功
$*$ メモリ不足により証明失敗

Gr\"obner 命題 1条件 (a) に基づく計算

Epsilon 関数 ‘CharSet’および ‘prem’}こよる計算

32 非退化条件の追加 (暴) とイデアル成分の分解

$P$

図 1: Example 109

表 2において、凸が示されている例題では、多項式に翻訳された仮定だけでは条件が不足していて、 $garrow^{G}0$

とならない。 これらの例題に対しては、Chou[3] の証明システムが検出した 「非退化条件」 を追加して、 グ

レブナー基底を再計算することにより証明を完成させている。 具体的に次の例題を採り上げて、その詳細
を見直すことにする。

例 1(例題 109: 図 1)
円 $O$ および $O_{1}$ が 2点 $A,$ $B$ で交わっているとき、直線 $AB$ 上に点 $P$ をとる。 点 $P$ から両円に割線 $PCE$

および $PFD$ を引いたとき、 PC $PE=PF\cdot PD$ が成り立つことを示せ。

仮定 $AB$ と $OO_{1}$ の交点を原点 $X(O, 0)$ にとり、各点の座標を $O(u_{1},0),$ $O_{1}(u_{2},0),$ $A$ ($O$ , us), $B(O,x_{1})$ ,
$P(O,u_{4}),$ $E(x_{2},u_{6}),$ $C(x_{4},xa),$ $F(x\iota,u_{6}),$ $D(x_{7},x_{6})$ とおいて、以下の条件を順に多項式に翻訳す

る。 $O_{1}$ は $OX$ 上, $AX\perp XO,$ $X$ は $AB$ の中点, $P$ は $AB$ 上, $EO\equiv OA,$ $CO\equiv OA,$ $C$ は $PE$

上, $FO_{1}\equiv O_{1}A,$ $DO_{1}\equiv O_{1}A,$ $D$ は $PF$ 上。 結果として、 11個の多項式 $fi,$
$\ldots,$

$fi_{1}$ を得る。

結諭条件 $PC\cdot PE=PF\cdot PD$ を多項式 $g$ で表す。
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証明イデアル $I=(fi, \ldots, fi_{1})$ に対しては、 $g\not\in I$ となるため、以下の非退化条件を追加する必要がある。
$C(x_{4},x_{3})\neq E(x_{2},u_{5})$ $\Rightarrow$ $h_{1}:=(x_{3}-u_{5})z_{1}-1=0$

$D(x7,x_{6})\neq F(x_{5},u_{6})$ $\Rightarrow$ $h_{2};=(x_{6}-u_{6})z_{2}-1=0$

これらの多項式 $h_{1},h_{2}$ を $I=(fi, \ldots, fi_{1})$ に追加し、 $I’=(I, h_{1}, h_{2})$ とすると、 $g\in I’$ を得るため、
証明が完成する。

注 上記の非退化条件は、 $I=(fi, \ldots, fi_{1})$ のグレブナー基底から導くことができる。 イデアル $I$ におけ
る $x_{3}$ および $x_{6}$ に関する最小多項式を求めると、次を得る。

$I\ni(x_{3}-u_{6})\cdot\varphi_{\theta}(x_{3})$ , $(x_{6}-u_{6})\cdot\varphi_{6}(x_{6})$ $\varphi_{k}(xk)\in Q(u_{1}, \ldots u_{6})[x_{k}]$ . $(k=3,6)$

ここで、 イデアル $I=(fi, \ldots, f_{\iota 1})$ を分解して、 $\tilde{I}=(I, \varphi_{3}, \varphi_{6})$ に限定して考えれば、 $g\in\tilde{I}$ となり、
証明が完成する。 これは、 $x_{3}-u_{6}\neq 0,$ $x_{6}-u_{6}\neq 0$ が非退化条件として必要だったことを意味する。

1

図 2: Th\‘ebault-Taylor’s Theorem

Chou[3] には、 証明に成功した 512題以外に、イデアル成分の分解のために非常に複雑な計算が必要な
例として、次に示す 「Th\‘ebault-Taylor の定理」が紹介されている。 Chou 自身を含めて、 これまで何通り
かの証明がなされている [16] が、 グレブナー基底による成功例は筆者 [10] が世界初と見られる。 ここでは、
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Chou による第 2の定式化 ([3] PP67-68) に従って、幾何学的条件を多項式に翻訳するものとする。これは、
いくっかの補助的な点を追加することにより、計算が容易になるよう工夫された記術となっている $($図 $2)-1$

例 2 (Th\‘ebault-Taylor の定理)
三角形 $ABC$ の頂点 $A$ と、 底辺 $BC$ 上の点 $M$ とを結ぶ。 また、 $ABC$ の外心を $O$

、 内心を $I$ とする。 次

に、 円 $w_{1}$ は辺 $AM,MB$ と外接円 $O$ に接し、 円 $w_{2}$ は辺 $AM,MC$ と内接円 $I$ に接するものとする。 この

とき、 3点 $w_{1},$ $w_{2},$ $I$ は同一直線上にあることを示せ。

仮定幾何学的条件を順次翻訳すると、 $f_{1},$
$\ldots,$

$fi_{4}\in Q(u_{2}, u_{3}, u_{4})[x_{1}, \ldots, x_{14}]$ を得る。

結論 2円の接線に関する条件を多項式 $g$ で表す。

証明以下の手順により、結論 $g$ が成立するイデアル成分を見つけることに成功した。

Step 1 $I=(fi, \ldots, fi4)$ のグレブナー基底を計算すると $g\not\in I$ である。 実際には、 $g$ を簡約する過程で式

が爆発してしまい、標準形の計算が不可能である。

Step 2 イデアル $I$ に属する一変数多項式で因数分解可能なものを探すと、 $\varphi_{5}(x_{6})\cdot\varphi_{5}’(x_{6})\in I$ (各因子

は $x_{5}$ の 2次式 $)$ を得る。

Step 3 $\tilde{I}=(I, \varphi_{6}(x_{6}))$ とおくと、 $\tilde{I}$ に対するグレブナー基底計算から $g\not\in\tilde{I}$ を得る。 そこで、イデアル $\tilde{I}$

に属する一変数多項式で因数分解可能なものを探すと、 $\varphi_{11}(x_{11})\cdot\varphi_{11}’(x_{11})\in\tilde{I}$ (各因子は Xll の 2次

式 $)$ を得る。

Step4一方、 $\tilde{I}’=(I, \varphi_{5}’(x_{5}))$ とおいても、 $\tilde{I}’$ に対するグレブナー基底計算から $g\not\in\tilde{I}’$ である。 そこで、

イデアル $\tilde{I}’$ に属する一変数多項式で因数分解可能なものを探すと、 $\varphi_{11}’’(x_{11})\cdot\varphi_{11}’’’(x_{11})\in\tilde{I}$ (各因子

は Xll の 2次式) を得る。

Step 5以上のことから、イデアル $I$ は以下の 4成分に分解されることが分かる。

$I_{1}=((I, \varphi_{6}(x_{6})), \varphi_{11}(x_{11}))$ $I_{2}=((I, \varphi_{6}(x_{6})), \varphi_{11}’(x_{11}))$

$I_{3}=((I, \varphi_{5}’(x_{5})), \varphi_{11}’’(x_{11}))$ $I_{4}=((I, \varphi_{6}’(x_{8})), \varphi_{11}’’’(x_{11}))$

このとき、ろに対するグレブナー基底をそれぞれ計算することにより、 $g\in I_{1}$ および $g\not\in I_{2},$ $I_{3},l_{4}^{r}$

を得る。 すなわち、 定理の結論 $g\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota$イデアル成分 Il の上のみで成立することが確かめられた。 I

全体の計算時間は、表 1に示した環境下で、約 1900秒である。そのうち 95%以上の CPU 時間が Step 1,
3および 4における $I,\tilde{I},\tilde{I}’$ のグレブナー計算に費やされている。

4 イデアル成分の分解

41 例題 109再論

例 2 (Th\‘ebault-Taylor の定理) の証明に倣って例 1(Chou こよる例題 109) の証明を完成させると、
$I=I_{1}\cap I_{2}\cap I_{3}\cap I_{4}$ と分解された各成分に対し、 $g\in I_{1}$ および $g\not\in I_{2},I_{3},$ $I_{4}$ となっていることが確かめら

れる。 ここで、

$I_{1}=(I, \varphi_{\theta}(x_{3}), \varphi_{6}(x_{6}))$

$I_{3}=(I, x_{3}-u_{5}, \varphi_{6}(x_{6}))$

$I_{2}=(I, \varphi_{3}(x_{3}), x_{6}-u_{6})$

$I_{4}=(I, x_{3}-u_{6}, x_{6}-u_{6})$

であり、各成分の幾何学的条件は
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$I_{1}:C\neq E,$ $D\neq F$

$I_{3}:C=E,$ $D\neq F$

$I_{2}:C\neq E,$ $D=F$

$I_{4}:C=E,$ $D=F$

に対応する。 したがって、「$PCE$ および $PFD$ がともに割線である」 という前提に立てば、「退化した場合
$I_{2}$ , $I_{3},$ $I_{4}\rfloor$ を除外して、 イデアル成分 $I_{1}$ だけを考えればよい。 一方、 いわゆる方べきの定理 [14] を考える
と、 「$PCE$ または $PFD$ が接線である」場合にも、同じ結論 $PC\cdot PE=PF\cdot PD$ が成り立つことは明ら
かである。 ([14] では、「割線の場合」 と「接線の場合」 との両者それぞれを「方べきの定理」 として示し、
個別に証明を与えている。)

この例題 109に対しても、種々の検討を行った結果、イデアル成分 $I_{2},$ $I_{3},$ $I_{4}$ についても証明が可能にな
るためには、 以下の修正を加えればよいことが判った。. $D(x_{7}, x_{6})=F(x_{5}, u_{6})$ ($PF$ が接線) の場合

$PF\perp FO_{1}$ を表す式 $p_{1}$ を仮定に追加し、 $u_{6}$ を従属変数として扱う。. $C(x_{4},x_{3})=E$($x_{2},$ us) ($PE$ が接線) の場合
$PE\perp EO$ を表す式 $p_{2}$ を仮定に追加し、 $u_{6}$ を従属変数として扱う。

したがって、各成分を次のようなイデアルに置き換えることにより、 $g\in\tilde{I}_{2}$ , $\tilde{I}_{3}$ , $\tilde{I}_{4}$ が得られ、 4つのケース
すべてについて結論 $g$ が成立することが証明された。

$\tilde{I}_{2}$

$:=(I_{2},p_{1})\subset Q(u_{1},u_{2},u_{3}, u4,u_{5})[x_{\iota}, \ldots,x_{7},u_{6}]$

$\tilde{I}a$ $:=(I_{3},p_{2})\subset Q(u_{1},u_{2},u_{3},u_{4},u_{6})[x_{1}, \ldots,x_{7},u_{5}]$

$\tilde{I}_{4}:=(I_{4,p_{1},p_{2})}\subset Q(u_{1},u_{2},u_{3},u4)[x_{1}, \ldots,x_{7}, u_{6},u_{6}]$

4.2 定理の成立するイデアル成分の抽出

表 3: Results of Decompopsition of Ideals

$\dagger$ : 2 components $x(\dim R/I=4)$

これまでに計算した多数の例題から、最初に翻訳した仮定から作られるイデアル $I$ に対して $g\not\in I$ とな

る場合は、退化した図形が含まれていることが原因になっている可能性がある。その際、追加すべき非退化
条件も未知の場合、前節の議論から、非常に大まかな方向として、次の証明手順が考えられる。
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(i) イデアルを (準素) 成分に分解する。

$(\ddot{u})$ 各成分において、結論が成立するかどうか調べる。

この方針に基づき、 Chou の例題から 「非退化条件の追加 (表 2:4) 」 を行った 7題と Th\‘ebault Taylor の
定理にっいて、イデアル成分の分解を計算した結果を表 3に示した。計算は Maplell の因数分解機能に基
づく。「定理の成立する成分を分離できる」 範囲でイデアルを分解したので、求まった各成分が (準) 素イ

デアルかどうかについては確認していない。

例題 315については、複雑な基底をもつイデアルのため、結論の成立する成分を抽出することはできたが、
その他の成分の構成については未知である。Risa$/Asir$ にはイデアルの準素分解を計算する関数 primedec
が実装されているが、直接計算可能だったのは例題 72, 240, 396の 3題のみであり、 一般には $Q(u_{1})$ 係数
での分解は計算困難と見られる。
予想外なことに、「定理の成立するイデアル成分」は 1個とは限らないという結果が得られている。Chou
による証明系が見つけた「非退化条件」を追加することは、「定理の成立するイデアル成分 1個を特定する」
ことに対応するので、両者で「証明できる範囲」に差があることになったが、その幾何学的意味については
個別の検討を要するものと考える。
また、 前節で見たように、例題 109については「割線が退化したものが接線である」 という解釈に基づ

いて、 4成分すべてについて定理が成立するよう仮定の式を再構成することに成功した。 しかしながら、そ

の他の例題については、それぞれの成分に対応する幾何学的条件が見通せないことの方が多く、表 3の解釈
には、今後のさらなる検討を要する。

5 おわりに

本稿では、 グレブナー基底による幾何定理証明の際、「非退化条件の迫加」 を「イデアル成分の分解」 と

とらえて、定理の成立する成分を抽出する試みを行った。 しかしながら、分解された成分のもつ幾何学的意
味を明らかにしつつ、効率的なアルゴリズムとして一般化するには至っていない。以下に未解決点を列挙し
て、 今後の課題としたい。

(1) 同様の視点は、すでに $[$ 1, 13] などでも提案されている。Chou の例題 109について、退化したケース
まで含めて証明可能にした点は本研究の成果であるが、そのまま一般化するのは困難と考えられる。

(2) イデアルを分解して求められた各成分が、幾何学的条件とどういう対応付けができるのか、現時点で
は人間による解釈が不可欠である。

(3) パラメータ $u_{i}$ と変数 $x_{j}$ を合わせると、非常に変数の多い系においてイデアルの分解を行わなければ
ならないため、複雑な定理に対しては計算の実行が困難である。

(4) 現状では、使用する数式処理システムの機能の制約から、多項式を有理数係数と考え、 因数分解を
$Q[u_{1}, \ldots, u_{m}, x_{1}, \ldots,x_{n}]$ 上で行っている。 これに対し、代数拡大体上での因数分解を用いる算法 $[15_{J}^{1}$

も提案されているので、その必要性も含めて比較検討が必要である。
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